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Solution  de  quelques  questions   relatives   au  mouvement  d'un 
corps  solide  pesant  posé  sur  un  plan  horizontal  ; 

Par  m.  V.  PUISEUX. 


(Présenté  à  l' Académie  des  Sciences,  le  28  avril  i85i.] 


Je  suppose,  dans  ce  Mémoire,  le  corps  et  le  plan  parfaitement 
polis,  de  sorte  qu'on  puisse  faire  abstraction  du  frottement;  je  né- 
glige également  la  résistance  de  Tair.  Je  considère  d'abord  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux  et  même  hétérogène,  mais  tel,  cependant, 
que  le  centre  de  gravité  se  confonde  avec  le  centre  de  figure,  et  que 
les  axes  principaux  d'inertie,  relatifs  à  ce  point,  coïncident  avec  les 
axes  géométriques.  On  sait  qu'un  yiareil  corps  est  en  équilibre  lors- 
qu'il repose  sur  un  plan  horizontal  par  un  de  ses  sommets,  et  que  cet 
équilibre  est  instable  quand  ce  sommet  n'appartient  pas  au  petit  axe. 
Mais  si,  après  avoir  écarté  très-peu  l'ellipsoïde  d'une  position  d'équi- 
libre et  imprimé  de  très-petites  vitesses  à  ses  différents  points,  on  lui 
donne,  en  outre,  une  vitesse  de  rotation  finie  autour  de  l'axe  qui 
était  d'abord  vertical,  il  pourra  se  faire  que  cet  axe  s'écarte  toujours 
très-peu  de  la  verticale,  lors  même  que  la  position  d'équilibre  était 
instable.  Je  détermine  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
qu'il   en  soit  ainsi;  par  exemple,  je  trouve  que  le  grand   axe  d'ini 
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ellipsoïde  homogène  pourra  rester  toujours  sensiblement  vertical 
si  la  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe  surpasse  une  limite  que 
j'assigne  [*]. 

Dans  les  cas  où  l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde  fait  toujours  un  petit 
angle  avec  la  verticale,  j'intègre  par  approximation  les  équations  du 
mouvement,  de  manière  qu'on  peut  calculer  la  position  approchée  du 
corps  à  chaque  époque  donnée. 

Je  montre  ensuite  que  la  même  analyse  et  les  mêmes  conclusions 
s'appliquent  au  mouvement  d'un  corps  de  forme  quelconque  posé  sur 
un  plan  horizontal,  dans  le  cas  où  l'un  des  axes  principaux  du  centre 
(le  gravité  est  normal  à  la  surface  du  corps  et  a  été  écarté  de  la  ver- 
ticale d'une  très-petite  quantité. 

Enfin,  je  cherche  le  mouvement  d'un  corps  pesant  absolument  quel- 
conque posé  sur  un  plan  horizontal  lorsque,  après  l'avoir  un  peu 
écarté  d'une  position  d'équilibre,  on  n'a  imprimé  que  de  très-petites 
vitesses  à  tous  ses  points  :  je  ne  suppose  plus  ici  qu'on  ait  donné  au 
corps  une  vitesse  de  rotation  finie  autour  de  la  droite  qui,  dans  la  po- 
sition d'équilibre,  passait  par  le  centre  de  gravité  et  le  point  de  con- 
tact; une  telle  vitesse  ferait  acquérir  une  valeur  finie  à  l'angle  com- 
pris entre  la  verticale  et  la  droite  dont  on  vient  de  parler.  J'obtiens 
les  conditions  nécessaires  pour  que  cet  angle  reste  très-petit,  et  je 
retrouve  ainsi  les  conditions  connues  de  la  stabilité  d'équilibre  :  lors- 
qu'elles sont  remplies,  j'intègre  par  approximation  les  équations  du 
mouvement,  et  j'en  conclus  l'existence  de  deux  plans  remarquables 
qui  se  coupent  suivant  la  normale  menée  du  centre  de  gravité  à  la 
surface  du  corps.  Ces  plans,  qui,  en  général,  ne  sont  pas  rectangu- 
laires, sont  fixes  dans  le  corps  et  jouissent  de  la  propriété,  que  les 
projections  sur  une  verticale  des  points  qui  s'y  trouvent  oscillent 
comme  le  fait  l'extrémité  d'un  pendule  simple  :  les  oscillations  sont 


[*]  Dans  la  pratique,  où  il  faut  tenir  compte  du  frottement  contre  le  plan  et  de  la 
résistance  de  l'air,  on  peut  dire  seulement  que  le  jjrand  axe  de  l'ellipsoide  restera  sen- 
siblement vertical ,  tant  que  la  vitesse  de  rotation  ne  sera  pas  abaissée  par  les  deux 
causes  dont  on  vient  de  parlei'  au-dessous  de  la  limite  assignée. 
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synchrones  pour  les  points  d'un  même  plan;  mais  leur  durée  n'est 
pas  la  même  pour  les  deux  plans.  Les  durées  des  oscillations,  ainsi 
que  la  position  des  plans  dans  le  corps,  dépendent  seulement  de  la 
forme  et  de  la  constitution  de  celui-ci,  et  nullement  des  circonstances 
initiales  du  mouvement. 

Je  ferai  remarquer  à  ce  propos  que  lorsqu'un  corps  pesant  posé  sur 
un  plan  horizontal  a  été  un  peu  dérangé  d'une  position  d'équilibre 
stable,  il  n'est  pas  exact  de  dire  qu'il  s'en  écartera  toujours  très-peu; 
car,  indépendamment  du  mouvement  de  translation  horizontale  que 
le  centre  de  gravité  peut  prendre,  le  corps  tournera  autour  de  la  ver- 
ticale menée  par  ce  centre  d'un  angle  dont  je  donne  l'expression,  et 
qui,  en  général,  croîtra  indéfiniment  avec  le  temps  s'il  n'y  a  pas  de 
frottement.  Ce  qui  reste  très-petit,  c'est  l'angle  que  fait  avec  la  verti- 
cale la  normale  à  la  surface  menée  par  le  centre  de  gravité. 


Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes  dont  le  dernier 
soit  vertical  :  concevons  qu'un  ellipsoïde  pesant  repose  sur  le  plan 
horizontal  OXY  ;  admettons  que  son  centre  de  gravité  G  coïncide  avec 
son  centre  de  figure  et  que  ses  axes  géométriques  Gx,  Gj,  Gz  soient 
en  même  temps  les  axes  principaux  d'inertie  du  point  G.  Appelons 
o:,fj.  7  les  longueurs  des  demi-axes,  A,  B,  C  les  moments  d'inertie 
correspondants,  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  g  la  pesanteur.  Soient,  de 
plus,  à  l'époque  t,  N  la  résistance  du  plan  fixe,  Xf,  jr,,  z,  les  coor- 
données du  centre  G  rapportées  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ;  x,j,  z 
celles  du  point  de  contact  H  rapportées  aux  axes  mobiles  Gx,  G  >% 
Gz;  p,  q.  r  les  vitesses  de  rotation  du  corps  autour  de  ces  derniers 
axes:  o  et  i]>  les  angles  que  fait  avec  OX  et  G  j:  la  trace  horizontale  du 
plan  Gxj;  6  l'angle  de  Gz  avec  la  verticale  OZ;  enfin,  désignons 
comme  à  l'ordinaire  par  n,  a\  a"  les  cosinus  des  angles  que  Gx  fait 
avec  les  trois  axes  fixes,  et,  de  même,  par  b,  b',  b",  c,  c',  c"  les  cosi- 
nus des  angles  que  Gj  et  Gz  font  avec  les  mêmes  axes. 

Les  principes  connus  de  la  Mécanique  nous  donneront  d'abord  les 

I. 
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équations  : 

(0  V=«' 


(3) 


dt' 


(4)  A  ^  +  (C  -  B)  cy  r  =  N  (c"jr  -  //'  z) , 


(5) 


dt 
dq 


(6)  cJ  +  (B-A)/J7  =  N(6"j:-«"jr); 

(■y)  p dt  =^  ■im  ^  smQ  d(f -\- co%<^  ciB, 

t 

(8)  (/^f  =  cos  (j;  sin  9  df  —  sin  i|i  <i6, 

(9)  rc^^  =  rf(|/ +  cosÔ  <f(p. 

Les  coordonnées  x,  j,  z  satisfont  à  l'équation  de  l'ellipsoïde 

,       .  x'         r'        z' 

>.        '  a'  p  7' 

la  normale  au  point  de  contact  doit  être  verticale ,  il  en  résulte 

(     ">  ■^     _  _f_ 

^      '  a?  a"         'fc" 

De  plus,  ce  même  point  de  contact  est  dans  le  plan  horizontal  OXY; 
on  a  donc 

(i3)  z,  +  a"  X  +  b"  j  +  c"  z  =  o. 

En  joignant  à  ces  treize  équations  les  trois  relations  connues 

a!'  ^  sin  t|;  sin  9,     i?»"  =  cos  ^  sin  Ô,     c"  =  cos  ô, 

on  aura  seize  équations  pour  déterminer  en  fonction  de  t  les  seize 
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variables 

X,,   Yn    z.,  P^   7»   '')   ?J    4''    ^'   '^"'    ^"-   ^"'   •^■'  J'   2,   N. 

Admettons  à  présent  que  l'axe  G  s  de  l'ellipsoïde  reste  à  peu  près 
vertical  pendant  tout  le  mouvement;  l'angle  9  sera,  ainsi  que  sa  dé- 

rivee  —  >   une  quantité  tres-petite  que  nous  regarderons  comme  du 

premier  ordre  et  dont  nous  négligerons  le  carré  :  nous  aurons  alors 

a"  =  0  sin  i^,     b"  =  6  cos  ^}<,     <?"  =  i , 

b" 
cos  ^ 


de  =  "  ""LZ^^,  d'\ 


b'"'  \/a"'-\-b"' 

b"  da"  —  a"  db" 


Les  équations  (i  i)  et  {12)  nous  donneront 

a?  a"  z  fi'  b"  z 

X  =z — :—,     r  =  - •) 

v        ^  r 

par  où  l'on  voit  que  x  et  j  sont  du  premier  ordre;  négligeant  leurs 
carrés,  on  tirera  de  l'équation  (10) 

2  = -7, 
et,  par  conséquent, 

_  _  a.' a"  _  fl-  b"  _ 

—  ,^     '      /   —  ,^     • 

puis,  on  conclura  de  l'équation  (i3), 

z,  =  +  7, 

Ainsi  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  reste  sensiblement  constante;  il 
résulte  d'ailleurs  des  équations  (i)  et  (2)  que  la  projection  horizontale 
de  ce  point  se  transporte  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

Les  équations  (7)  et  (8)  nous  montrent  que  p  et  q  sont  des  quan- 
tités du  premier  ordre,  et  qu'ainsi  le  produit  pq  est  du  second  ordre: 
l'expression 

b  X  —  a  y  z=.  -^ '- 
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est  également  du  second  ordre;  d'ailleurs,  l'équation  (3)  se  réduit  à 

N  =  Mg:: 
on  conclut  donc  de  l'équation  (6), 


dr 

rf-r  =  °' 


c'est-à-dire  que  la  vitesse  de  rotation  r  autour  de  l'axe  Gz  est  sensi- 
blement constante  pendant  tout  le  mouvement. 
De  l'équation  (9)  on  tire 


dt  dt' 


portant  cette  valeur  dans  les  équations  (7)  et  (8),  on  trouvera 

„  /  d-h\  di  „         db" 

enfin,  en  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  Ae  x,  y,  z,  N  ,  dans 
les  équations  (4)  et  (5),  on  obtiendra  les  deux  équations  différentielles 
du  second  ordre, 

.    ,  d''  b"         --  da"  „  ,  „ 

I  A  —T—  +  D -^  -f  E6  =  o. 

\         dt'  dt 

(  dt'  dt  ' 

où  l'on  a  fait ,  pour  abréger, 

D  =  (A  -^  B  -  G)  r, 


F  =(G-A)r='  + 


7 

Mg(a'— 7' 


7 
Pour  les  intégrer,  nous  poserons 

a"  =  A  sin  ( u ^  +  £  ),      A"  =  Â  cos  (  w  <  -t-  £  ) , 

//.  A.  0),  £  désignant  des  constantes;   la  substitution   de  ces   valeurs 
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nous  donnera 


d'c 


AA«= 

+ 

DAoj 

+  EA-  = 

o> 

BAw= 

+ 

DAu 

+  Yh  = 

O, 

h 

D. 

i, 

B«=-F 
Do> 

T,~  K 

M-  ■ 

=^~ 

On  voit  que  «  doit  être  une  des  racines  de  l'équation  bicarrée 

(i5)  (A«=-  E)fBw^-F)  -  D^«='=  o  : 

appelons  w'  et  w"  deux  racines  qui  ne  soient  pas  égales  et  de  signes 
contraires,  et  désignons  par  X'  et  )."  les  valeurs  correspondantes  du 

rapport  j  ;  les  intégrales  complètes  des  équations  (i4)  seront 

a"  =  h'  sin  (&j'  <  h-  e')  +  h"  sin  (u"  t  +  s") , 


dt  dt 


(i6)  , 

//'  =  À'  //'  cos  ['jy'  t  -\-  £' )  +  >."  ^"  cos  (  w" <  +  s"  1. 

où  A',  A",  ê',  s"  sont  quatre  constantes  arbitiaires.  Les  valeurs  de  a" 
et  de  b"  étant  connues  en  fonction  de  t,  on  en  conclura  celles  de  5 
et  de  6  par  les  formules 

5  sin  di  ^  a",     S  cos  d)  :=  h"  ; 
puis,  l'angle  y  se  trouvera  en  intégrant  l'équation 

ce  qui  donne 

9  =  r<  —  ij;  +  constante. 

Les  angles  ç,  6,  0  déterminent  à  chaque  instant  la  position  de  l'ellip- 
soïde autour  de  son  centre  de  gravité;  quant  à  ce  centre  lui-même, 
on  aura  ses  coordonnées  par  les  formules 

z,  —  y,     X,  =  ?«  +  2,,     j  =  -/it-hrj,, 

où  2,  £,,  yj,  >7,  désignent  des  constantes  arbitraires. 

Observons  que  les  constantes  h',  k",   e',  f  peuvent  s'exprimer  au 
moyen  de  la  quantité  r  et  des  valeurs  initiales  Oq,  'i^o,  po^  «/o  fl^s  va- 
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riables  9,  i]/,  /J,  9  :  en  effet,  les  valeurs  initiales  de  d'  et  de  h"  sont 
5o  sin  dio,  ©0  cos  '-j/p,  et  les  équations  déjà  obtenues 

da"  .-  dh"  „ 

-dr  =  '^  -1^   -dT^p-'-''^ 

montrent  que  les  valeurs  initiales  de  —r-i  —j-  sont  respectivement 

7-0„  cos  ij^o  —  9o»     Po  —  ''^0  sin  ^0- 

On  aura  donc,  en  faisant  t^o  dans  les  équations  (16)  et  dans  leurs 
dérivées, 

h  sin  s'  +'A"  sin  s"  ^  60  sin  '^^ , 

X'  A'  cos  s'  +  X"  A"  cos  s"  =  60  cos  lj>o? 

m'  /z'  cos  £'  +  w"  A"  cos  s"  =  /"9o  cos  t|^o  —  f/o, 

0)').'  //  sin  a'  -t-  w"  X"  A"  sin  a"  =  rôo  sin  (j^o  —  p^, 

équations  d'où  l'on  pourra  tirer  7^',  A",  s',  e".  On  voit  par  ces  formules 
que  quand  même  r  serait  très-grand,  on  pourra  toujours  prendre  Ôy, 
Po  et  Ço  assez  petits  pour  que  les  constantes  A'  et  A"  soient  elles-mêmes 
aussi  petites  qu'on  le  voudra.  Alors,  si  les  racines  w'  et  g)"  sont  réelles. 
(i  et  h"  resteront  toujours  très-petits,  et,  par  conséquent,  l'angle 
ô  =  \ld'^  -+-  h"^  sera  lui-même  toujours  très-petit  :  mais  si  les  racines 
m'  et  u"  étaient  imaginaires  ou  au  moins  l'une  d'elles,  «"  et  A",  et,  par 
suite ,  5  ne  pourraient  pas  rester  toujours  très-petits. 

C'est  le  premier  cas  que  nous  devons  supposer,  savoir  celui  de  la 
réalité  des  racines  w',  w",  puisque  nous  avons  admis  que  l'axe  Gr  de 
l'ellipsoïde  faisait  toujours  un  très-petit  angle  avec  la  verticale  :  alors 
les  formules  précédentes,  qui  nous  donnent  en  fonction  de  t  les  six 
quantités  9  ,  di ,  9  ,  x, ,  ^'i ,  z, ,  feront  connaître  à  chaque  instant  la 
situation  du  corps.  On  peut  se  demander  aussi  la  position  du  point 
de  contact  H,  soit  sur  l'ellipsoïde,  soit  relativement  aux  axes  fixes  ; 
les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  axes  principaux  seront 

X  =  ~  —  [//sin  (o)'<  -+-=')-!-  h" %\x\  (w"/  ■+-  s")], 

Y  -zzi  —  '—  f  X'  h'  cos  (u'  ^  -t-  s'  ;  -I-  X"  }f  cos  (  w"  /  -f-  1")). 
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La  courbe  décrite  par  ce  point  sur  l'ellipsoïde  autour  de  l'extrémité  A 
de  l'axe  G  s  s'en  écartera  très-peu  et  pourra  être  regardée  comme 
située  dans  le  plan  tangent  en  A  :  son  équation  résultera  de  l'élimina- 
tion de  t  entre  les  deux  équations  précédentes,  et  l'angle  que  le  rayon 
vecteur  AH  fait  avec  le  plan  Gxz  aura  pour  tangente 

y p'    V/i' cos(t.)'?+ e') -(- V'A"cos(M"f4-£") 

x~~  a-         h'  un  [ui'  t  -\-  z  )  -{-  h" sin  ( w"  t  -\-  e"  i 

Cette  expression  est  semblable  à  celle  qui  donne  la  tangente  de  la 
longitude  géocentrique  d'une  planète  :  le  rayon  vecteur  AH  pourra 
donc  ne  pas  tourner  toujours  dans  le  même  sens  par  rapport  aux 
axes  principaux  de  l'ellipsoïde,  et  alors  le  mouvement  du  point  de 
contact,  vu  du  sommet  A  par  un  observateur  qui  croirait  le  corps  im- 
mobile, offrira  des  stations  et  des  rétrogradations  analogues  à  celles 
que  nous  observons  dans  le  mouvement  des  planètes. 

Quant  aux  coordonnées  X  et  Y  du  même  point  H,  relativement  aux 
axes  fixes  OX,  OY,  elles  seront  données  par  les  formules 

^■=  x^  +  ax  -{-  bj  +  cz—  .r,  4-  .rcos((p  +  41) 

—  _/  sin  ( (p  H-  (J; )  —  yôsin  (p, 
Y  —jt  +  a' x-\-  h'j  +  c'z  =  y^  +  x  sin  [(f  +  li) 

-I- j- cos  (ç  H- 4»  )  +  79  cos  y , 

où  X,  y,  Xf,  T",,  0,  o,  <b  sont  des  fonctions  connues  du  temps. 

Il  nous  faut  examiner  maintenant  quelles  conditions  doivent  remplir 
la  constitution  de  l'ellipsoïde  et  la  vitesse  de  rotation  r  pour  que  l'axe 
Gz  puisse  rester  à  peu  près  vertical ,  c'est-à-dire  pour  que  les  racines 
de  l'équation  (i5)  soient  réelles.  Ces  conditions  sont  exprimées  par  les 
trois  inégalités 

/AF+BE  +  D^f  - /lABEr>  o,     EF  >  o,     AF -f- BE  +  D^  >  o, 

dont  la  première  doit  avoir  lieu   pour  que  les  valeurs  de  w^  soient 
réelles ,  la  seconde  pour  qu'elles  soient  de  même  signe .  la  troisième 
pour  qu'elles  soient  positives  :  en  y  remplaçant  D,  E,  F  par  leurs  va- 
Tome  xvil.  —  Janvier  18.52  2 
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leurs,  on  pourra  les  mettre  sous  la  forme 

C^(A  +  B-C)V* 
+  i^  ( A  +  B  -  C)  [A  ( aB -  C) (a^  -  7- )  +  B  (2  A  -  C)  (p*  -  7=*)]  r\ 

+  9^[A(a^-/)-Br,5^_/)f>o. 
(C  -  A)  (C  -  B)  r*+  ^  [(C  -  B)  («^  -  /)  +  (C  -  A)  (,3^  -  f)]  r  = 

[(C  -  A)  (C  -  B)  +  AB]  r=  +  ^  [A  (  a=»  -  7=)  +  B  {[i'  -  7')]  >  o. 

Supposons  que  l'axe  Gr  de  l'ellipsoïde,  qui  est  sensiblement  ver- 
tical au  commencement  du  mouvement ,  soit  l'axe  du  plus  grand  ou 
du  plus  petit  moment  d'inertie  :  cette  propriété  peut  appartenir 
même  à  l'axe  moyen,  lorsque  l'ellipsoïde  est  hétérogène  [*].  Alors, 
les  différences  C  —  A,  C  —  B  étant  de  même  signe,  on  pourra  toujours 
donner  à  r  une  valeur  telle  que,  pour  cette  valeiu-  et  pour  toute  va- 
leur plus  grande,  les  inégalités  précédentes  soient  satisfaites.  Ainsi, 
dans  ce  cas,  si  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  Gz  est  supérieure 
à  une  certaine  limite  qui  ne  dépend  pas  des  circonstances  initiales,  il 
suffira  de  donner  aux  variables  p-,  ({,  5  des  valeurs  initiales  assez 
petites,  et  alors  cet  axe  restera  toujours  à  peu  prés  vertical. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'axe  Gz  soit  le  petit  axe  de  l'ellip- 
soïde et  en  même  temps  corresponde  au  plus  grand  moment  d'inertie 
(l'une  de  ces  choses  est  une  conséquence  de  l'autre,  quand  l'ellipsoïde 
est  homogène).  Les  différences  or  —  7-,  jS*  —  7-,  C  —  A ,  C  —  B  sont 
alors  positives,  et  il  en  est  de  même,  par  conséquent,  des  quantités  K 
et  F.  On  a  donc  bien,  quelle  que  soit  r, 

EF  >  o ,     AF  +  BE  +  D*  >  o , 

[*]  Cela  arriverait,  par  exemple,  si  la  densité  du  corps  était  beaucoup  plus  grande 
dans  le  voisinage  de  l'axe  moyen  que  partout  ailleurs ,  ou  bien  si  près  du  plan  des  axes 
extrêmes  elle  était  beaucoup  plus  grande  que  dans  le  reste  de  l'ellipsoïde. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  1 1 

et  la  première  inégalité 

( AF  +  BE  +  B^y  -  4  ABEF  >  o 

est  aussi  satisfaite,  comme  on  le  voit,  en  l'écrivant 

(AF  -  BE)«  +  aD^  (AF  +  BE)  +  D^  >  o. 

Ainsi ,  dans  notre  hypothèse ,  le  petit  axe  restera  toujours  sensiblement 
vertical,  quelle  que  soit  la  vitesse  de  rotation  r,  pourvu  que  les  va- 
leurs initiales  de  p,  q,  6  soient  assez  petites. 

Généralement,  quelles  que  soient  les  longueurs  des  axes  et  les 
valeurs  des  moments  d'inertie,  on  saïu'a  de  nos  trois  inégalités  dé- 
duire des  limites  supérieures  ou  inférieures  de  /■.  Si  ces  limites  soni 
incompatibles,  l'axe  Gz  ne  pourra  pas  rester  sensiblement  vertical; 
si,  au  contraire,  il  existe  des  valeurs  de  r  qui  remplissent  les  condi 
tiens  ainsi  trouvées  ,  alors,  pour  ces  valeurs  de  r  et  pour  des  valeurs 
initiales  de  p,  q,  6  suffisamment  petites,  l'axe  G:;  fera  toujours  un 
très-petit  angle  avec  la  verticale. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  la  vitesse  de  rotation  r  e.si 
nulle  ou  très-petite:  alors  la  première  inégalité  sera  satisfaite,  et  Ivs 
deux  autres  deviendront 

d'où  il  suit  nécessairement 

Ainsi,  pour  que  l'axe  Gz  puisse  rester  toujours  à  peu  près  vertical, 
lorsque  tous  les  points  du  corps  n'ont  reçu  que  de  très-petites  vitesses, 
il  faut  que  cet  axe  soit  le  plus  petit.  On  retrouve  ainsi  la  condition 
connue  de  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  ellipsoïde  [*]. 

Ne  supposons  plus  r  très-petite ,  et  considérons  encore  spécialement 

[*]  L'hypothèse  de  r  très-petite  iinissant  toujours  par  se  vérifier  dans  les  expériences 
à  cause  du  frottement  contre  le  plan  et  de  la  résistance  de  l'air,  on  voit  qu'en  réalite  le 
petit  axe  de  l'ellipsoïde  est  le  seul  qui  puisse  conserver  toujours  une  direction  sensil>ll^ 
ment  verticale. 
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le  cas  d'un  ellipsoïde  homogène.    Les  moments  principaux  d'inertie 

sont  alors 

par  suite,  nos  trois  inégalités  deviennent 

(«^  +  ^'Y  (0  +  ^ («'  +  /5*  -  2/):'^^  +  («^  -  ^'^r  >  o, 

(a^- 7^)^/3-- 7=)  >o, 


Comme  ou  l'a  déjà  remarqué,  elles  sont  satisfaites,  quelle  que  soit  /', 
lorsque  2  y  est  le  petit  axe  de  l'ellipsoïde.  Si  l'axe  G;  ou  2  y  était  l'axe 
moven,  la  seconde  inégalité  n'aurait  pas  lieu  :  ainsi,  quelle  que  soit  /•, 
l'axe  moyen  d'un  ellipsoïde  homogène  ne  peut  pas  rester  toujours 
sensiblement  vertical.  Enfin,  si  Gz  est  le  grand  axe,  la  seconde  égalité 

sera  vérifiée;  de  plus,  il  faudra  que  ^ —  surpasse  la  quantité  positive 

\ — ^^j  et  ne  soit  pas  compris  entre  les  deux  racines  de  l'équation 

(a^  +  ,5»)^«=+  2(a*  +  p*-  %f)u^  (a=-/S*)»  =  o, 
racines  qui  sont  positives  et  ont  pour  valeurs 

/y/y'  — a'+  ^f  —  'J>  V         N -j' —  a>  —  y/y'— a'V 


Mais,  si  dans  le  premier  membre  de  léqiiation  précédente  on  met  à 
la  place  de  u  la  quantité  —^ -|-5  le  résultat  de  la  substitution,  savoir 

r  1  .y»  ,^_  „2  p3  ■! 

_  47'(7'-a')(7'-ftM 

(7'  +  «'P')' 

sera  négatif  :   on  en  conclut  que %-  tombe  entre  les  racines  de 

»  ^        7'  +  a'p' 

cette  équation.  Pour  que  les  trois  inégalités  soient  satisfaites,  il  laul 
donc  et  il  suffit  que  '-^r-  surpasse  la  plus  grande  racine  de  l'équation 
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en  M,  c'est-à-dire  qu'on  ait 


ou  bien 


'    > 


\/t 


Telle  est  la  condition  que  doit  remplir  la  vitesse  de  rotation  r  pour 
que  le  grand  axe  d'un  ellipsoïde  homogène  puisse  rester  toujours  à 
peu  près  vertical.  On  voit  que,  si  les  dimensions  du  corps  croissent 
proportionnellement  dans  le  rapport  de  i  à  n,  la  limite  inférieure  de  r 
diminuera  dans  le  rapport  de  i  à  sjii. 

Afin  de  donner  une  application  numérique,  considérons  un  ellip- 
soïde de  révolution  homogène  ;  supposons  que  le  rayon  de  l'équateur 
ayant  i  décimètre  de  long,  l'axe  dé  révolution  soit  de  4  décimètres; 
pour  que  cet  axe  puisse  rester  sensiblement  vertical,  il  suffira  qu'on 
ait  imprimé  au  corps  une  vitesse  de  rotation  d'au  moins  dix  tours 
par  seconde. 

II. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pour  déterminer  le  mouve- 
ment d'un  ellipsoïde  qui  s'écarte  peu  d'une  position  d'équilibre,  peut 
servir  à  résoudre  le  même  problème  pour  un  solide  de  forme  quel- 
conque ,  homogène  ou  hétérogène,  mais  tel ,  qu'un  des  axes  principaux 
d'inertie  pour  le  centre  de  gravité  soit  normal  à  la  surface  du  corps. 
Lorsque  cet  axe  est  vertical ,  le  solide  posé  sur  un  pian  horizontal  est 
en  équilibre"  supposons  qu'on  l'ait  très-peu  écarté  de  sa  position 
d'équilibre,  qu'on  ait  imprimé  à  tous  ses  points  des  vitesses  très-pe- 
tites, et,  de  plus,  qu'on  lui  ait  donné  une  vitesse  de  rotation  quel- 
conque autour  de  l'axe  dont  il  s'agit.  Nous  nous  proposons  de  savoir 
si  cet  axe  restera  toujours  à  peu  près  vertical ,  et  de  trouver  le  mou- 
vement du  corps  lorsque  cette  circonstance  aura  lieu. 

Soient  Qx,  Gj,  Gz  les  trois  axes  principaux  d'inertie  relativement 
au  centre  de  gravité,  Gz  étant  celui  qui  reste  sensiblement  vertical  : 
nommons  y  la  portion  GA  du  prolongement  de  cet  axe  comprise  entre 
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le  centre  de  gravité  et  la  surface  du  corps,  de  sorte  que  A  désigne  le 
point  de  cette  surface  qui  sert  de  point  de  contact  dans  la  position 
d'équilibre.  Nous  aurons  toujours  les  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  (5), 
(6),  (7),  (8),  (9)  et  (i3),  en  conservant  aux  lettres  qui  s'y  trouvent 
les  significations  que  nous  leur  avons  données  dans  le  cas  de  l'eilip- 
soïde. 

Si  l'on  rapporte  la  surface  du  corps  aux  trois  axes  G.r ,  G  y,  Gz  , 
les  coordonnées  xetf  seront  très-petites  dans  le  voisinage  du  point  A , 
et  en  nommant  /,  m,  72  les  valeurs  des  dérivées  partielles  -—,  ^ 

-pr  pour  ce  point,  on  aura  sensiblement  dans  les  environs, 


z=^  —  -^  -\ —  [Ix"  +  2  mxj  -+-  ny^). 

Regardons  maintenant  x,  j^  z  comme  les  coordonnées  du  point  de 
contact  à  l'époque  t\  la  condition  que  la  normale  en  ce  point  soit 
verticale  nous,  donnera 

Ix  -H  my         mx  -^-  ny  i 

a"  h"  c" 

ou  bien ,  en  négligeant  le  carré  de  6 , 

Ix  4-  my  =:  —  a",     mx  -^  nj  ^=  —  h" . 
d'où 

mh"  —  na"  ma"  —  Ib" 

In  —  m-  "^  In  —  m' 

On  voit  que  B  étant  regardé  comme  une  quantité  très-petite  du  pre- 
mier ordre,  x  e\.  j  sont  du  même  ordçe,  de  sorte  qu'en  négligeant 
les  quantités  du  second  ordre,  on  a 

Alors  l'équation  (i3)  nous  donne 

z,  =  7, 
d  où  l'on  conclut,  comme  ci-dessus. 

R  =  M  i(  : 

d'ailleurs  les  équations  (7)  et  (8)  nous  montrent  que  p  et  (j  sont  du 
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premier  ordre.  Les  équations  (4),  (5)  et  (6)  se  réduisent  donc  aux 
suivantes  : 

A|  +  (C-B)r,  =  Mj(,*-+^:^), 

Bl?  +  ,A-C),p=-M,(v.-  +  !^^p^). 

dr 

La  troisième  nous  apprend  que  r  est  une  constante  ;  quant  aux  deux 
autres,  en  y  remplaçant  p  en  q  par  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut. 


db"  ,„        da 

— -,      rh 3-5 

dt  dt 


on  les  mettra  sous  la  forme 


.    d"-  b"  _-.  d""  r-  hii  r^      Il 

A h  D  ^-  +  E"  —  Ga"  =  o, 

dt-  dt 

^  d~-  a"  -r^  db  ri    /'         r^  Lu 

B D  — ; — h  Fa  —  Gp  =  o, 

dt-  dt 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

D  =  (A  +  B  -  G)  r, 

Ugm 
In  —  m- 

E  =  (G-B),-  +  Mg(^,-7), 

F  =  (G-A)r^-hMg(^-^^,-7)- 

Observons  qu'on  peut  dans  ces  coefficients  introduire,  au  lieu  des 
quantités  l,  m,  n,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  du 
corps  au  point  A  :  en  effet,  soient  fi  et  p'  ces  deux  rayons  et  â  l'angle 
compris  entre  le  plan  Gxz  et  le  plan  de  la  section  normale  dont  p  est 
le  rayon  de  courbure;  on  trouve  sans  peine 

/=-cos^<?  +  -,  sin=(?. 

P  e 


(-  —  -,)  sin  (?  cos  &, 

\P       P/ 


n  =  -  sm"  (?  -h  -,  cos-* 

p 
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d'où 

=  û  sin^  c?  +  jo'  cos^  (?, 

In  —  m-         ^  ' 

=  ip'  —  p)  sin  (?  cos  (?, 

In  —  m'-         ^'  ' 

- — - — ;  =  0  cos^  (?  +  p'  sin^  â. 

In  ■ —  m'         r  i 

Il  en  résulte 

E  =  (C  -  B)  r=  +  M^  [(p  -  7)  sin^  c?  +  (p'  -  7)  008==  à] , 
F  =  (C  -  A)  r*  +  Mg  f(p  -  7)  cos^  (?  +  (p'  -  7)  sin^  <?] , 
G  =  Mg-  (js'  —  p)  sin  0*  cos  â. 

Pour  intégrer  les  équations  différentielles  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, nous  poserons 

a"  ^  h  sin  («<)  +  h'  cos  (u<),     h"  =  A- sin  (w<)  +  /r'cos  (m<). 

A,  A',  A-,  A',  w  désignant  des  constantes  :  la  substitution  de  ces  valeurs 
nous  donnera  les  quatre  équations 

(Aw^- E)A: +GA  =  -  DmA', 
(A  «^  -  E)  A-'  +  G  A'  =  D  w  A , 
(Bu*-  F)  h  -<-GA  =  DuA', 
(Bw^-  F)A'+GA'=-DoiA. 

De  la  première  et  de  la  troisième  on  tire 

,,_         (Ao>'— E)X  +  GA        ,,  _  (Bw=— F)A-+-G* 

en  portant  ces  valeurs  dans  les  deux  autres,  on  arrivera  à  une  seule 
et  même  équation ,  savoir 

(  A  w^  -  E)  (B  w^  -  F)  -  D-  w^  -  G''  =  o , 

ou  bien 

ABu*  -  (AF  +  BE  +  D^   w*  ^  EF  -  G=  =  o. 

Appelons  o),  et  ojj  deux  racines  de  cette  équation  qui  ne  soient  pas 
égales  et  de  signes  contraires,  les  intégrales  complètes  de  nos  deux 
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équations  différentielles  seront 

a"  =  h,  sin  (u,  t)  +  A',  cos(wi  t)  +  h^sm  («2*)  +  A',  cos  (w.j  <), 
^"  =:  A\  sin  (u,  /)  4-  A-',  cos(u,  t)  -+-  k^  sin  (wj^)  +  ^'2  cos(u.jf), 

où  h^ ,  h^,  kt  ,  A'a  sont  quatre  constantes  arbitraires,  tandis  que  h\,  h\, 
k\ ,  A',  sont  données  par  les  formules 


_        (A«=  — E  )/-,-(- G/(,         ,,   _  (B«=— F)//,  +  G/-, 
h'  ——  ("Am'—  E)  a,+  g^,        , , 


Dm 

(Bcr— F)  /;,+  &/■, 


nt,i 

Ce  que  nous  avons  dit  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  la  recherche  des 
autres  variables  et  de  la  détermination  des  constantes  arbitraires  à 
l'aide  des  données  initiales,  s'étend  sans  difficulté  au  problème  qui 
nous  occupe  ici. 

Mais,  pour  que  l'angle  0  puisse  rester  toujours  très-petit,  comme 
nous  l'avons  supposé,  il  faut  que  les  racines  oj,  et  Wj  soient  réelles  : 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  cela  sont  exprimées  par 
les  trois  inégalités 

(AF  +  BE  +  D^)=  -4AB(EF  -  (;')>  o, 
EF  —  G-  >  o, 
AF  -)-  BE  +  D=  >  o. 

En  ordonnant  par  rapport  à  r  les  premiers  meml)res  de  ces  inéga- 
lités, on  les  mettra  sous  la  forme 

C-(A+  B  -  C?/''  +  H/-+  [  >  o, 
(C  -  A)  (C  -  B)  1'  -h  H'/-2  +  1'  >  o, 

[(C- A)(C  -B)  +  AB]/--  +  K>  o, 

H,  I,  H',  r,  c  désignant  des  quantités  indépendantes  de  r.  On  voit, 
comme  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde,  que  si  l'axe  Gz  est  l'axe  du  plus 
grand  ou  du  plus  petit  moment  d'inertie,  les  conditions  précédentes 
seront  satisfaites  dès  que  r  surpassera  une  certaine  limite.  Ainsi,  cet 
axe  restera  toujours  sensiblement  vertical,  si  la  vitesse  de  rotation  r 

Tome  XVII.  —  Janvier  i852.  ^ 
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est  suffisamment  grande,  pourvu  qu'en  même  temps  les  valeurs  ini- 
tiales des  variables  0,  p,  q  soient  assez  petites. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  la  vitesse  de  rotation  r  est 
nulle  ou  très- petite  :  les  inégalités  à  vérifier  pour  que  Taxe  Gz  puisse 
rester  toujours  à  peu  près  vertical,  se  réduiront  à 

I  >  o,     r>  o,     R  >  o, 
ou  bien 

[(Acos=(?+  Bsin-c?)(p  -y)  -  (Asin=c?  +  B  co-,^  â)  [p' - -y)]' 

+  2(A  —  B)=  {p  —  7)  (p'  —  7)  sin^  t?cos-c?  >  o, 

(A  cos-  â+  B  sin-  (?)  {p  —  7)  -h  (A  sin'(?  +  B  cos^  â)  {p'  -  7)  >  o. 

On  conclut  des  deux  dernières  que  7  doit  être  moindre  à  la  fois  que  p 
et  que  p',  et  alors  la  première  se  trouve  satisfaite.  Par  conséquent, 
lorsque  les  points  du  corps  écarté  de  sa  position  d'équilibre  n'auront 
reçu  que  des  vitesses  très-petites,  l'axe  G  s  pourra  rester  sensiblement 
vertical,  si  la  distance  GA  du  centre  de  gravité  à  la  surface  du  corps 
est  moindre  que  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  cette  sur- 
face au  point  A.  On  retrouve  ainsi  une  proposition  connue  :  mais  pour 
une  valeur  finie  de  r,  quelle  qu'elle  soit,  on  saura  toujours,  connais- 
sant la  constitution  du  corps,  décider  par  l'analyse  précédente  si 
l'axe  Gz  peut  ou  non  rester  toujours  très-voisin  de  la  verticale:  il 
suffira  d'examiner  si  nos  trois  inégalités  sont  ou  ne  sont  pas  vérifiées. 

II  r. 

Considérons  maintenant  un  corps  pesant  de  forme  quelconque;  par 
le  centre  de  gravité  G  menons  une  normale  à  sa  surface  qui  la  ])erce 
en  A;  ce  corps  est  en  équilibre  lorsqu'il  repose  sur  un  plan  horizon- 
tal par  le  point  A.  Concevons  qu'on  l'écarté  un  peu  de  cette  position 
d'équilibre  et  qu'on  imprime  de  très-petites  vitesses  à  tous  ses  points; 
nous  nous  proposons  de  déterminer  le  mouvement  qui  a  lieu  dans  le 
cas  où  la  droite  (iA  reste  toujours  à  peu  près  verticale. 

Soient  toujours  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes  dont  le.s 
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deux  premiers  sont  dans  le  plan  horizontal  fixe,  et  Gx,  Gy,  Gz  les 
axes  principaux  d'inertie  pour  le  centre  de  gravité.  Conservons  aux 
lettres  j:, ,  j-, ,  z,,  (p,  i]^,  $,  p,  q,  r,  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  o",  c", 
N,  M,  g-  la  signification  que  nous  leur  avons  donnée  jusqu'à  pré- 
sent, et  nommons  toujours  y  la  distance  GA  qui  n'est  plus  dirigée 
suivant  Gz.  Imaginons,  en  outre,  trois  nouveaux  axes  rectangulaires 
emportés  avec  le  corps,  ayant  leur  origine  en  A  et  dont  l'un  AÇ  est 
dirigé  suivant  la  normale  AG,  tandis  que  les  deux  autres  A^,  A/j  sont 
tangents  aux  sections  normales  principales  en  A.  Désignons  par  5, 
l'angle  que  fait  Gz  avec  A  Ç  et  par  9,  et  i];,  les  angles  que  fait  avec  AS 
et  Gûc  l'intersection  des  plans  A^/5,  Gxj  :  ces  angles  seront  des 
constantes  qui  dépendront  de  la  forme  et  de  la  constitution  du  corps. 
Nommons  a,,  à^,  a\  les  cosinus  des  angles  que  Gx  fait  avec  A|,  A»; , 
AÇ,  et  pareillement  />,,  b\,  b\,  c,,  c\,  c\  les  cosinus  analogues  pour 
G  y  et  Gz.  On  aura  les  équations 

a^  =  cos  (p,  cos  '^^  —  sin  ç,  sin  'J;,  cos  Ô,  , 
«',  =  sin  9,  cos  i|<,  +  cos  ç,  sin  t|/,  cos  6', , 
a"  =  sin  iji,  sin  6,  ; 

hf^  —  cosçp,  sin  di,  —  sin  ç,  cos  ij^,  cos  S, , 
(in)  /  b\=:  —  sin  (p,  sin  (j;,  +  cos  9,  cos  à,  cos  6,, 

b\  =  cosiL,  sin  6,  ; 
c,  =  sin  (p,  sin  Ô, , 
c\  =  —  cos  (p,  sin  0,, 
c",  =  cos  6 ,  ; 


et  aussi  les  relations  connues 

ib\  c\  —  c\  h'\  =  a, ,  c\  d\  —  /-i',  c\  =  ^1 ,  «',  /' ,  —  ^',  « ,  =  t, . 
t',  è",  —  /»,  c",  =  rt', ,  a^  c'\  —  c,  d\  =  b\ ,  /<,  d\  —  a,  />",  =  c\  , 
b^  c\  —  c,  b\  =  a", ,     r,  «',  —  r/,  c',  =  h'\ ,     a,  h\  —  /?,  «',  =  c", . 

Pour  les  points  de  la  surface  voisins  du  point  A,  on  aura  approxi- 
mativement 

5' 


2p' 


3.. 
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/S  et  p'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  au  point  A.  Cette 
équation,  qui  représente  la  surface  du  corps  rapportée  aux  axes  AS, 
A>9,  AÇ,  deviendra  celle  de  la  même  surface  rapportée  aux  axes  Gjc, 
Gj,  Gz  si  l'on  y  fait 

r,  =  <7'(  JT  -+-  V ^  y  +  c,  z , 

Ç  =  7  +  d\  X  +  h\j  ^  c\  z. 

Représentons  par  V  ce  que  devient  après  cette  substitution  le  premier 
membre 

- £_ ^  . 

10  2  p' 

les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  la  surface  au  point  S,  /; ,  Ç) 
fait  avec  les  axes  Gx,  Gj,  Gz  seront  respectivement  proportionnels 
aux  trois  dérivées  partielles 


-■"} 

,    ri 

—  «.  -, 

P 

T  =  b] 
dj            ' 

-b.i 

-.,i. 

dz  '  '  p  '  p 

Cela  posé,  regardons  les  coordonnées  Ç ,  yj ,  Ç ,  j:,  j-,  z  comme  celles 
du  point  de  contact  à  l'époque  t  :  la  normale  en  ce  point  devait  être 
verticale,  on  aura 

-[n    —  a, a.  -     = -n;(l>,  —  o,~  —  b,   ,] 

I      /    »  I  ,     >! 

c     \    '  '  p  '  p' 

Mais  la  ligne  G  A  restant  toujours  à  peu  près  verticale,  les  angles  6 
et  d>  diffèrent  peu  de  6,  et  de  ij^,  :  posons  donc 

e  =  e,  +  â9,    <];  =  <]^,  +  (?<!/, 

o'5  et  ô'ij^  désignant  des  variables  très-petites  que  nous  regarderons 
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comme  du  premier  ordre  ;  faisons  de  même 

cC'  =  d\  +  èd\     h"  =  l)\  +  èh'\     c"  =  c\  -+-  &c", 

et,  enfin,  observons  que  les  coordonnées  Ç,  y)  du  point  de  contact 
sont  aussi  très-petites.  En  négligeant,  dans  les  équations  (19),  les  termes 
d'ordre  supérieur,  on  les  mettra  sous  la  forme 

I    /        ?  ,    n         Sa"\  I     //     Ç         /.    »  3  h"  ^ 

I     /       ?  Il  Se" 

ou  bien 

r 

(rt,  c",  —  c,  «",)  -  +  (a,  c\  —  c,  rt", ) -,  =  d\  âc"  —  c'\  âa'', 

(c,  ^'';  -  b,  c\)  ^  +  (c,  b\  -  b\  c"y~^,  =  c",  &b'  -  y\  ùc\ 
ou  encore,  en  vertu  des  relations  (18), 

}i.  ~  —  ^,  -,  =  a.  §c"  —  c.  âa", 

a, (1,-,  =  c".  âh"  —  b",  &c"  : 

on  en  tire ,  en  ayant  égard  aux  mêmes  relations , 

c^j  =  a,  {a^  âc"  —  c\  r}a")  —  b,  (c",  c?/>"  —  b'\  âc") , 

c\  -  =  «',(«",  âc"  —  c\  âa")  —  b\  {c\  âb"  —  b\  âc"). 

Mais  des  valeurs  de  <z",  //',  c"  on  déduit  âa" ,  âh",  âc",  et,  par  suite, 
on  trouve  sans  peine 

ia\  âc"  —  c",  âa"  =  ~  âQ  sin  tj;,  —  âi^  cos  tj;.  siii  6,  cos  6, , 
c",  âb"  —  b\  âc"  =  â6  cos  (|^,  —  c?|  sin  <\i,  sin  5,  cos  0, , 
b'\  âa"  —  a\  âb"  =  (?(|*  sin*  9,  : 

il  en  résulte,  en  ayant  égard  aux  formules  (17) , 

^  =  p  [âQ  sin  cp,  —  âiiji  cos  «p,  sin  5,  ) , 


(21) 

Yj=  —  p' (âO  cos  (p,  -+-  c?(j;  sin  y,  sin  Ô,). 
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On  voit  que  B  et  n  sont  de  très-petites  quantités  du  premier  ordre  et 

qu'ainsi  Ç  est  du  second. 

Il  nous  sera  facile  maintenant  de  calculer  les  différences  c"j  —  b"  z, 
a  z  —  c"  X,  h" X  —  a" y  qui  entrent  dans  les  équations  (4),  (5)  et  (6)  : 
on  a,  en  effet,  «n  négligeant  Ç, 

/  x  =  —  fl",  7  4-  «1  S  +  a',  >î , 

(   z  =  —  c\  7  +  c,  s  -)-  c',  >7  ; 
il  s'ensuit 

c"j  —  b"z  =  {c\  +  d*c-")  (  —  //;  7  -h  ô,  ?  +  h\  Yj) 
—  (//,  +  oV/')  (  —  c\  7  +  6-,  H  +  c\  r,  ) , 

ou  bien,  en  supprimant  les  termes  du  second  ordre, 

c"r  -  h"z  =  (c",  (?*"-  b\  oV")  7  -  {c,  b\  -b,c\)i_-h  {b\  c\  -  c\  b\ )  r, 

=  {c\  &b'\  —  b\âc")  7  —  a\  S  +  rt,  y;. 
On  trouvera  de  même 

a"  z  —  c"  X  =  («7",  âc"  —  c\  âa")  y  —  b\'ê  -h  bfY) . 

b"x  —  a" y  —  {b\  ùa"  —  à\  c?//')  7  —  c',  |  -f-  c,  /;. 

Substituons  maintenant  dans  ces  formules  les  valeurs  fournies  par  les 
équations  (20)  et  (21),  et  il  viendra 

c"y  —  è"z  =  D  ù'if  sin  6,  —  E  0*5 , 

a"  z  —  c"x  =  F  <?•!  sin  e,  —  G  c?9 , 

b"x  —  c"y  =  H  o'd^  sin  5,  -  1  o'5 , 

ou  Ton  a  fait,  pour  abréger, 

0  —   7  c=  CT  ,  p'  —   7  =  77',         - 

D  =  wrt',  ces  ç,  —  tr'<7,  sin  ç, ,  E  =:  wrt,  sin  155,  -l-  C7'«,  cos  ©, , 
F  =  CT  Z>',  cos  9,  —  zs'  bf  sin  5, ,  G  =  ot  //,  sin  ç,  -+-  ra'  A,  cos  œ, , 
H  =  CTc',  cos  ç,  —  st'c,  sin  ç,,       I  =  sr  c',  sin  (p,  -f-  sr'c,  cos  ç,. 

Observons  ensuite  que  si.  dans  l'équation  (iS^I.   on  porte  les  va- 
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leurs  [il)  de  x ,  j ,  z,  elle  se  réduira,  en  négligeant  les  ternies  du 
second  ordre,  à 

z,  —  -y  =  o  : 

il  en  résulte,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

Substituons  toutes  ces  valeurs  dans  les  équations  (Zj),  (5)  et  (6); 
mettons-y  pour  p,  q ,  r  leurs  valeurs  approchées  [*] 

.       ,        .      ,     da  ,      dU 

p  =  sui  (];,  sin  Q,  -j-  -+-  cos  ij;,  —-—, 
q  =  cos  i];,  sin  a,  —~  —  sui  '^,  — - — , 
/•=  — r^  "(-  COS&,  -r--. 

r/?  '    dt 

enfin,  négligeons-y  les  produits  qr,  pr,  pq  qui  sont  du  second  ordre; 
ces  équations  deviendront 

A  sin  I,  sin  Ô,  ^  -+-  A  cos  t|;,  '-^  =  Mg  (D  (?^  sin  Ô,  -  E  (3*5) , 


'^'T  *      •       ,     d'3 

-7T  —    A,  SUI  (il,  ^j-, 


Rcos<J;,sine,  ^^  -  A  sin.]/,  ^  =  Mg  (F  ^.]/ sin  ©,  -G(JÔ), 
clî^  +  Ccose,^  =  M2(H(?d>sinÔ,  -  It?5). 

Nous  sonuiies  donc  arrivés  à  trois  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre  entre  le  temps  et  les  trois  inconnues  ç,  c?i[/,  t?6. 

Commençons  par  éliminer  (p  :  pour  cela,  nous  observerons  qu'on 
peut  toujours  supposer  que  l'axe  principal  Gz  n'est  pas  perpen- 
diculaire à  la  droite  AG  ;  car  il  y  a  toujours  au  moins  un  des  axes 
principaux  qui  n'est  pas  perpendiculaire  à  cette  droite.  Alors,  cos  S, 
n'étant  pas  zéro ,  la  troisième  de  nos  équations  nous  donnera 

^       '  dt'  Ccos9,  cos  9,     dt'- 

[*]  11  faut  remarquer  que  — ^  st-ra  loiiioms  iiiie  tiùs-pclitc  quantité  :  cela  icsultc  de 
l'équation  (g). 
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et,  en  mettant  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  puis  posant 

P  =  CD  cûs  6,  —  AH  sin  <];,  sin  ô, ,     Q=  CEcos  Ô,  —  AI  sin  <];,  sin  9, , 

R  =  BH  cos  (j^i  sin  Q,  —  CF  cos  0,,     S  =:  BI  cos  <\i,  sin  Q,  —  CG  oos  Q, , 

nous  trouverons 


(^4) 


AL  cos  ^,  cos  5,  -^-^^ AC  sin  <]i,  sin  9,  -— - 

=  Mg(P(?tj;sin5,  —Qâ6), 

BC  sm  tj;,  cos  y,  — j-^-  +  BC  cos  4»)  sin  9,  -^-^ 

=  M^(Rc?|sine,  -  Sc?Ô). 


Pour  intégrer  ces  deux   équations,  ajoutons-les  après  avoir  mul- 
tiplié la  seconde  par  un  facteur  constant  X;  il  deviendra 

rf'[(  A  sin  i]/,  —  /  B  cos  ij;,  )  S^  sin  6,  —  (  A  cos  ij»,  +  >.  B  sin  -^c  U9  cos  0,  ] 
_ 

+  ^[(P+XR:,o>sin5,  -  (Q+  IS)^0]  =  0. 

Déterminons  les  constantes  >.  et  w  de  façon  qu'on  ait 

.    f..  P-1-/.R  _  Q-HÀS _ 

^       '  Asinij),  —  XBcosijj,        (  A  cosjy,+ ).  B  sin  vj/,' cos6, 

alors  l'équation  précédente  prendra  la  forme 

d'[{V-[-  aR)  5^}/  sin  6,—  (Q  -H  >.S)  06] 
df' 

+  te  [(P  4-  XR)  c?^  sin  Ô<  -  (Q  +  XS)  0^5]  =  o  . 

et  nous  saurons  l'intégrer  immédiatement. 

Des  conditions  auxquelles  nous  avons  assujetti  /.  et  «,  on  déduit, 
en  éliminant  )., 

AU        fi        2      /       BPsintl;,  cos5,  + BQcos<{>A 
ABcos  6,  .  oj*  —  I  '  '       w-(-PS  — QB  =  o. 

\  —  AR  cos  ^}/,  cos  5,  -I-  AS  sin  c|;,  J 

Nommons  w'  et  w"  les  deux  racines  de  cette  équation;  appelons  ),'  et  /" 
les  valeurs  correspondantes  de  X  qui  se  déduiront  de  l'une  des  iWvw 
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équations  (aS)  :    les    intégrales    complètes    des    équations   différen- 
tielles (24)  seront 

(P  +  )/  R;  o>  sin  9,  -  (  R  +  ).'  S)â9  =  h'  sin  (t  v/^^^  +  A  ' 
f P  +  )."R )  o>  sin  5,  -  (Q  +  X"S)  &9  =  ;i"sin  ('f  i/'^^  +  £")  ' 

A',  A",   s',  s"  désignant  des  constantes   arbitraires,  et   ces  formules 
feront  connaître  &é  et  âd  en  fonction  du  temps. 

Pour  que  ces  variables  restent  toujours  très-petites,  il  faut  que  les 
racines  m'  et  w"  soient  réelles  et  positives  :  or,  si  aux  quantités  P,  Q. 
R,  S  on  substitue  leurs  valeurs,  l'équation  en  u  prendra  la  forme 


[RC  f^a, -+  tJ'flf  )  +  A.C(zô  b',-  -t-  sr'  b; 


4-  Ct7si'(Art"j-  -+-  R//',-  -+-  Ce",-)  =  o. 


On  voit  d'abord  que  cr  et  ro'  doivent  être  positifs  tous  deux,  c'est-à- 
dire  que  la  distance  GA  du  centre  de  gravité  à  la  surface  du  corps 
doit  être  moindre  que  chacun  des  rayons  de  courbure  principaux  au 
point  A.  C'est  la  condition  connue  de  la  stabilité  de  l'équilibre  :  pour 
nous  assurer  qu'elle  est  suffisante,  il  faut  prouver  que,  zs  et  zs'  étant 
positifs,  l'équation  précédente  aura  ses  racines  réelles,  auquel  cas 
elles  seront  nécessairement  positives.  Il  s'agit  donc  de  vériâer  que  la 
quantité 
R  =  [BC(sTrt',=  ^ï5'ar,j  +  AC(srè',^+5y'^-)  -f- AR  (stc',=  +  ^' c'IY 
—  /iARCfAa°-+  hb\-  +  CcY)rsv!' 

est  positive  :  or,  si  l'on  fait 

RC«^-4-  ACh1-h  ABct  =  l. 
RC  a,  =  +  AC  ^',  ^  +  AR  c\  -^  =  Z', 
ABC  ( Art", -  -h  R  b'\ -  +  C c\ -)  =  m, 

/,  /',  m  seront  des  quantités  positives,  et  l'on  aura 

R  =  (Z'ct  -f-  1rs' /  —  [^mzszs'  —  \l' xs  —  /©')-+  MU'  —  in)r;;vs'; 
Tome  XVII.  —  Janvier  i352.  ^ 
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d'ailleurs,  les  valeurs  précédentes  de  l,  l',  m  nous  donnent 

//'  -  m  =  B^  C=  a-^  a, ^  +  A=  C^  b^  h\ -  +  A-  B"  f  J  c',  - 
+  A^BC(^'f  c\--^c\  b\^-  n\^)  +  AB^C(a'7  c\-  ^  c\  a\--  h^) 
-+-  kBC-  {a\  b\  ^+  h\d^^-  c\  =  ) , 
ou  bien,  en  vertu  des  relations  (i8), 

il'  —  m  =  (BCa.a,  +  ACb,b\  +  ABc.c,  )'  : 
il  en  résulte 

K=  (Z'sT  —  /ot')^  +  4(BCa,n',  +  AC^,  b\-h  ABc,  c,  )- srra', 

par  où  l'on  voit  que  la  quantité  K  sera  positive,  lorsque  zs  et  sr'  le 
seront. 

Les  variables  &<^  et  âO  étant  connues  en  fonction  du  temps,  si  on 
les  porte  dans  l'équation  (23)  et  qu'on  l'intègre,  on  aura  pour 
l'angle  (p  une  expression  de  la  forme 

at  +  ^  +  A-'sin  {t^^  +  H')  +  /f'sin  [t  sj^  +  s''^ 

où  k'  et  k"  sont  très-petits  à  cause  des  facteurs  très-petits  h'  et  h"  et 

où  a.  l'est  également,   attendu  que  la  valeur  initiale  de  -^  doit  être 

très-petite.  On  voit  que  la  valeur  de  f  se  compose  de  trois  parties 
dont  deux  sont  périodiques,  tandis  que  la  troisième  croît  indéfinintent 
avec  le  temps,  mais  très-lentement. 

Il  ne  serait  donc  pas  exact  de  dire  que  le  corps  dont  nous  nous 
occupons  s'écarte  toujours  très-peu  de  sa  position  initiale;  car,  indé- 
pendamment de  la  translation  horizontale  du  centre  de  gravité,  la- 
quelle se  fait  uniformément  et  en  ligne  droite  en  vertu  des  équations 

d- X,  d'y, 

df  '         dt"  ' 

le  corps  tournera  autour  de  la  verticale  passant  par  ce  centre  d'un 
angle  qui  ordinairement  croîtra  sans  limite,  bien  que  toutes  les 
vitesses  initiales  soient  Irès-petites. 

J'indiquerai  encore  une  propriété  assez  curieuse  (\\\  mouvement  que 
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nous  venons  de  déterminer  :  soient  x ,  j.,  z  les  coordonnées  par  rap- 
port aux  axes  principaux  d'un  point  quelconque  de  la  masse  du  corps, 
et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport  aux  axes  fixes 
OX,  OY,  OZ  :  les  premières  seront  des  constantes,  tandis  que  les 
dernières  varieront  avec  le  temps,  et  l'on  aura 

Z  :=  z,  -f-  d' X  +  h" y  +  c"z  =  z,  -f-  x  sin  (d^,  -t-  0*1)  sin  (6,  -i-  c^ô) 
+  ,/cos(<j/,  +  <?(]>)  sin  (6,  -(-  c?5)  -H  zcos(9,  +  c?ôj, 

ou  bien,  en  négligeant  les  quantités  du  second  ordre, 

Z  =:  7  -f-  a?  (  sin  (j>,  sin  5,  +  o'ij^cosl,  sin  5,  -h  (?5  sin  (|;,  cosô,) 
+  Y  (cos  (];,  sin  ô,  —  c?(];  sin  ^ii  sin  5,  -(-  f?$  cos  'J;,  cos  6,  ) 
+  z(cosô,  -  d'ôsinS,). 

Appelons  Z,  la  valeur  de  Z  dans  la  position  d'équilibre  du  corps,  de 
sorte  qu'on  ait 

Z,  =  y  -I-  X  sin  i{^,  sin  6,  -f- j*  cosij^,  sin  Q,  +  z  ces  9,  : 
la  valeur  précédente  de  Z  pourra  s'écrire 

Z  =:  Z,  +  {xcosi\i,  —  jsmf\i,)  Qf\i  sin  5, 
-f-  (j:sin  41,  cos  5,  +^cos  ^,  cosQ,  —  2  sin  6,)  (?5. 

Considérons  maintenant  les  points  du  corps  dont  les  coordonnées  rap- 
portées aux  axes  paincipaux  satisfont  à  l'équation  du  premier  degré 

xcos  -^i,  —  /sini]/,        jsÏD  -^i  cos  6,  +  y  cos^î/,  cos  9,  —  z  sinE 


>R  Q— VS 


=:  o  : 


tous  ces  points  seront  dans  un   même  plan  II'  passant   par  la  droite 
GA,  et  pour  tous  les  points  de  ce  plan  on  aura 

Z=  Z.  +  "'^"^-f^""'^'  [(P  +  VR)c?4.sine,  -  (Q+  )/S)  c?ej 
=  Z.  +--%^'-.;f  ^'.^'sin(y^+  s'). 

On  voit  donc  que  le  plan  II'  étant  emporté  avec  le  corps,  la  projec- 
tion de  chacun  de  ses  points  sur  une  verticale  oscillera,  comme  le 

4- 
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fait  l'extrémité  d'un  pendule  simple,  de  part  et  d'autre  de  la  position 
qu'elle  occupe  lorsque  le  corps  est  en  équilibre  :  toutes  ces  projections 
passeront  en  même  temps  par  leurs  positions  moyennes,  de  façon  que 

la  durée  commune  de  leurs  oscillations  soit  égale  à  -  \/—. :■,  et  les 

amplitudes  de  ces  mêmes  oscillations  seront  proportionnelles  aux  dis- 
tances des  points  du  plan  II'  a  la  droite  GA. 

Il  existe  un  deuxième  plan  U"  passant  aussi  par  GA  et  jouissant  de 
la  même  propriété  :  il  a  pour  équation 

X  cos  ^,  —  j' sin  rj/|        X  sin  \j(,  cos  6,+  y  cos  ij/,  cos  6,  —  z  sin  G, 

P  -i-  )."  R  '  Q-4-V'S  ~  °' 

et  la  durée  des  oscillations  exécutées  par  les  projections  de  ses  points 

sur  une  verticale  est  éeale  à  tt  k/— — y:' 

°  y   Mg m" 

La  position  dans  le  corps  des  plans  H'  et  II"  et  les  durées  des  oscil- 
lations dont  on  vient  de  parler  ne  dépendent  pas  des  circonstances 
initiales,  mais  seulement  de  la  forme  et  de  la  constitution  du  corps. 
On  peut  se  demander,  par  exemple ,  dans  quel  cas  ces  deux  plans 
seront  perpendiculaires  entre  eux. 

Leurs  équations  étant  mises  sous  la  forme 

.r  [Qcos^J;,  ■+-  Psin  i];,  cosô,  -t-  X'(ScostJ(,  -+-  R  sin  tj;,  cos  9,)] 

—  j[Q  sin  <!ji,  —  Pcos^j;!  cos  9,  +  ),' (Ssin  i{<,  —  Rcos^i)  cos  ô,)] 

—  z(Psin  0,  +  X'Rsinô,)  =  o, 

.r  [Qcosij;,  +  P  sin  J>,  cos  9,  +  X"(Scos  tj^i  +  R  sin  ij/,  cos  9,)] 

—  ^  [Q  sin  ^j;,  —  Pcosi};,  cos  9,  -+-  1"  fS  sin  d),  —  Rcosi]/,  cos  6,)] 

—  z(P  sin  6,  -t-X"Rsine,)  =  o, 

on  voit  que  les  deux  plans  seront  rectangulaires  si  la  quantité 

A  ^  [Qcosij;,  +  Psin  tj;,  cos  0,  -+-  X'  (S  cos  <^,  -+-  R  sin  \j;,  cos6,)J 
X  [Qcost|i,  +  Psin  f^,  cos  5,  -h  X"(Scosi|/,  -f-  Rsin  (J;»  cos  6,)] 
■+-  [Qsin  1^,  —  PcosJ*,  cos  6,  -+-  X'  (S  sin  <^,  —  Rcost|i,  cos  9,)] 
X  [Qsin  li^,  —  Pcosi[i,  cosO,  -+-  X"(Ssin  (j;,  —  Rcos  6,  cos 6,)] 
-h  (Psin  5,  -f-  X'RsinÔ,)(Psinô,  -t-  X"Rsinô,) 
=  ps  ^  Q2  +  (PR  +  QS)  (X'  +  X")  -h  (R=  +  S=')X'  X" 
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se  réduit  à  zéro.  Mais  X'  et  X"  sont  les  deux  racines  de  l'équation  du 
second  degré 

(BR  sin  ^,  cos  d,  +  BS  cos  é.)  X' 
-h  (BPsin  i\i,  cos  5,  +  BQ  cos  (|i,  +  AR  cos  di,  cos  0,  —  AS  sin  '},)  X 
-+-  AP  cos  (|^,  cos  ô,  —  AQ  sin  f\i,  —  o  : 

on  a  donc 

,  BP  sini];!  cosS,  H- BQcoS'J;, -f- AR  cos^{/,  cos  S,  —  AS  sin  i}»! 

^  "^  BRsin^l/,  cos9,+  BScosij-,  ' 

..,..„ APcosij/,cos9|  —  AQsinif'i 

~  BR  sin  ij-,  cos  6,  +  BS  cos  ^}/,  ' 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  A  et  multiplions-la  par 

BR  sin  |,  cos  6,  -+-  BS  cos  i|;,  ; 
elle  deviendra 

B(Rsin(i;,  cosÔ,  +  S  cos  4/,)  (P' +  Q') 

_  r      B  (P  sin  4.,  cos  ^<  +  Q  «^os  +'  )]  , pj^  _^  Qgs 

L+  A  (Rcos|,  cos 5,  —  S  sin  <\i,)] 

+  A(Pcos|,  cosÔ, -QsiniJ;,)(R'  +  S')  =  A', 

« 
et  pour  que  les  deux  plans  soient  rectangulaires,  il  faudra  qu'on  ait 

A'  =  o. 
Or.  en  remplaçant  P,  Q,  R,  S  par  leurs  valeurs,  on  trouvera 

A'  =  CCTra'(CT  —  ni')  ces' 9,  {A.a'\'-h  B6",  ■'+  Cc\'')  {BCa,a\  -H  ACi!',  b\  ■+-  ABr,  c,  ): 

les  facteurs  w.  ct',  cos  5,  ne  sont  pas  nuls  par  hypothèse;  les  facteurs 

C     ei     A«",^  + BéV+ Cc';^ 

ne  peuvent  l'être.  Pour  que  A'  se  réduise  à  zéro,  il  faut  donc  que 
l'un  des  deux  autres  facteurs 

7S  —  St'  =   (S   —  p' 

et 

BG  a,  a\  -+■  AC  h,  b\  +  AB  c,  c\ 
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soit  égal  à  zéro.  Ainsi,  les  plans  n  et  îl'  seront  perpendiculaires  entre 

eux  dans  deux  cas  : 

i".   Lorsque  les  ravons  de  courbure  principaux  au  point  A  seront 
égaux  ; 

•2°.   Lorsque   les  moments  principaux  d'inertie  vérifieront  l'équa- 
tion 

BC  a,  rt,  -+-  AC  b,  h\  -t-  ABc,  c,  =  o  , 

laquelle,  en  ayant  égard  à  la  relation 

rt,  à^  -f-  bf  b\  -)-  c,  c,  =  o  , 

peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

B  (A  -  C)  a,  a\  +  A  (B  —  C)  è,  h,  —  o  : 

cette  condition  se  trouvera   remplie  en   particulier,  lorsque  les  trois 
moments  principaux  A,  B,  C  seront  égaux. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


RAPPORT 

Sur  un  Mémoire  de  M.  Jules  Bienaymé  ,  Inspecteur  général 
des  Finances,  concernant  la  probabilité  des  erreurs  d'après 
la  méthode  des  moindres  carrés  ; 

Par    J.    LIOL ville. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  tome  XXXI V  — Séance  du  ig  janvier  i852.  ) 


'.  L'Académie  nous  a  charges,  M.  Lame,  M.  Chasies  et  moi,  de  lui  rendre  compte 
d'un  Mémoire  de  M.  Bienaymé  ,  inspecteur  général  des  finances  ,  sur  la  probabilité  des 
erreurs  d'' après  la  méthode  des  moindres  carrés.  Cette  méthode  célèbre ,  et  aujourd'hui 
d'un  très-fréquent  usage ,  a  été  donnée  d'abord  par  Legendre  dans  ses  Nmwclles  mé- 
thodes pour  la  détermination  des  orbites  des  comètes  Y>\ih\ïéei  en  i8o5,  et,  depuis,  elle 
a  été  l'objet  des  travaux  d'un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  nous  cite- 
rons Laplace  et  M.  Gauss.  Elle  donne  aux  astronomes  en  particulier  un  moyen  régu- 
lier et  uniforme  de  résoudre  les  équations  de  condition  du  premier  degré ,  en  plus, 
grand  nombre  que  les  inconnues,  qui  se  présentent  à  eux  quand  ils  veulent  rectifier 
les  éléments  des  orbites  et  les  masses  des  corps  célestes.  La  règle  est  de  multiplier  cha- 
cune des  équations  de  condition  par  le  coefficient  de  chacune  des  inconnues  successive- 
ment; d'ajouter  les  produits  donnés  par  les  coefficients  de  la  même  inconnue,  ce  qui 
fournit  autant  de  nouvelles  équations  que  d'inconnues;  enfin  de  résoudre  ces  équations 
de  la  manière  ordinaire.  Les  solutions,  ainsi  obtenues,  jouissent  de  la  propriété  de  ne 
renfermer  que  les  moindres  erreurs  possibles  pour  une  probabilité  donnée.  Ce  n'est 
pas,  bien  entendu,  un  minimum  absolu  ;  c'est  un  minimum  relatif  au  choix  des  multi- 
plicateurs qu'on  peut  appliquer  aux  équations  de  condition,  pour  former  ensuite,  en 
les  ajoutant,  de  nouvelles  équations  qui  les  remplacent  et  qui  ne  soient  plus  qu'en 
nombre  égal  à  celui  des  inconnues.  Les  multiplicateurs  que  nous  venons  d'indiquer 
sont  les  plus  avantageux  que  l'on  jniisse  choisir. 

»  M.  Bienavmé,  dans  le  Mémoire  dont  nous  rendons  compte  ,  admet  ou  plutôt  de- 
montre  de  nouveau  ce  beau  théorème.  Quand  il  n'y  a  dans  les  équations  de  condition 
qu'une  seule  inconnue,  M.  Bienavmé  s'accorde  aussi,  avec  les  géomètres  qui  l'ont 
précédé,  sur  le  calcul  de  l'erreur  subsistante  et  de  la  probabilité  qu'elle  peut  avoir. 
Mais,  quand  il  y  a  plusieurs  inconnues,  la  formule  qu'on  donne  pour  calculer  l'erreur 
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et  la  probabilité  de  chacune  d'elles  lui  semble  défectueuse,  comme  ne  fournissant  que 
l'erreur  et  la  probabilité  que  l'inconnue  dont  on  s'occupe  pourrait  avoir  si  elle  était 
seule,  et  quelque  grandes  que  fussent  les  erreurs  des  autres  inconnues.  «  Or,  dit 
»  M.  Bienaynié,  un  des  premiers  principes  de  la  théorie  des  probabilités,  c'est  que, 
«  quand  plusieurs  événements  arrivent  simultanément,  la  probabilité  du  concours  de 
»  ces  événements  est  le  produit  des  probabilités  de  chacun  ;  de  sorte  que  la  probabilité 
..  de  ce  concours  est  inférieure  à  la  probabilité  de  chaque  événement  pris  à  part,  et 
>.  elle  est  d'autant  plus  petite  qu'il  y  a  plus  d'événements.  Évidemment,  il  en  est  de 
1.  même  des  erreurs  de  plusieurs  inconnues  :  la  probabilité  que  ces  erreurs  restent 
»  toutes  à  la  fois  dans  certaines  limites,  ne  peut  être  que  le  produit  des  probabilités 
»  séparées  que  chacune  ne  s'écarte  pas  de  ses  limites  propres;  et,  par  conséquent, 
»  cette  probabilité  du  concours  des  erreurs  de  grandeur  limitée  doit  être  notablement 
u  inférieure  à  la  probabilité  des  limites  de  chaque  erreur  considérée  isolément ,  quelles 
»  que  puissent  être  les  autres.  C'est  donc  une  défectuosité  que  d'assigner  comme  pro- 
)>  habilité  de  l'erreur  d'une  inconnue  faisant  partie  d'un  système  à  déterminer,  celle 
»  qu'elle  aurait  si  elle  était  seule ,  .-u  lieu  de  douner  des  règles  pour  calculer  la  pro- 
>■  habilité  de  l'ensemble  des  erreurs  du  système,  qui  ne  peuvent,  en  réalité,  être  iso- 
■■  lées  les  unes  des  autres.  >; 

»  Le  point  de  vue  nouveau  où  s'est  placé  M.  Bienayme  a  dû  naturellement  le  con- 
duire à  des  calculs  nouveaux  aussi  et  plus  compliqués.  L'auteur  s'en  est  tiré  avec  beau- 
coup d'adresse  et  de  talent  ;  on  voit  qu'il  est  au  courant  de  tous  les  progrès  ,  même  de 
détail ,  que  les  sciences  mathématiques  ont  pu  faire  dans  ces  derniers  temps.  Indépen- 
damment même  de  toute  idée  d'application  aux  grandes  questions  de  philosophie  na- 
turelle, les  géomètres  liraient  encore  son  ]\lémoire  avec  intérêt.  Mais  le  calcul  des  pro- 
babilités, auquel  se  rattachent  les  noms  imposants  de  Pascal,  de  Fermât,  de  Huyghens, 
de  Jacques  Bernoulli .  de  Laplace ,  de  Fourier,  de  Poisson,  etc.,  n'est  pas  une  pure 
spéculation  abstraite.  Restreint  à  de  justes  limites ,  il  est  pratiquement  utile.  On  en  a 
souvent  abusé,  il  est  vrai  :  ce  n'est  pas  une  raison  d'en  proscrire  l'usage. 

»  En  résumé,  nous  pensons  que  le  Mémoire  de  M.  Bienayraé  est  très-digne  d'être 
approuvé  par  l'Académie,  et  d'être  inséré  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  ont  été  adoptées. 


PARIS. IMPRIMERIE  DE  BACBEMEB  , 

rue  (In   Jardinet,    Ij. 
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LA    PROBABILITÉ    DES   ERREURS 


LA  METHODE  DES  MOINDRES  CARRÉS; 

Par  m.   I.-J.   BIENAYaiÉ, 

îiispecleur  jjônt^ral  des  Finances. 

^os  sequfmur  probabilia,  ncc  ultra  quam  iil .  quocl 
simile  occurrerit ,  pro?redi  possumus  ;  ci  refeilere 
!  pertinacia,  et  refelli  sine  irarundîa,  parât isumiii. 


§  I"- 


La  méthode  des  moindres  carrés  est  si  fréquemment  employée  au- 
jourd'hui dans  les  sciences  d'observation ,  que  fout  ce  qui  peut  en 
rendre  les  applications  plus  sûres  devient  d'un  grand  intérêt,  quelque 
simple  que  ce  soit  d'ailleurs.  Cette  considération  a  fait  rédiger  les  re- 
cherches suivantes  qui  ont  pour  objet  de  modifier  le  calcul  ordinaire 
de  la  probabilité  des  erreurs,  non  dans  le  cas  où  les  observations 
ne  font  connaître  qu'une  seule  grandeur,  mais  dans  les  cas  beau- 
coup plus  multipliés  où  les  observations  donnent  à  la  fois  plusieurs 
grandeurs  inconnues,  liées  par  des  équations  avec  la  grandeur  ob- 
servée. Dans  d'autres  temps,  lorsque  la  méthode  était  peu  usitée 
en  France,  et  regardée,  à  cause  des  longs  calculs  qu'elle  exige,  plu- 
tôt comme  une  curiosité  savante  que  comme  un  instrument  réel  de 
l'observateur,  la  modification  profonde  reconnue  dans  la  probabi- 
lité avait  pu  ne  paraître  que  d'une  importance  secondaire  ;  mais ,  à 
présent ,  il  semble  vraiment  utile  de  signaler  la  défectuosité  du  calcul 
ordinaire,  car  elle  touche  à  des  travaux  plus  nombreux  chaque  jour, 
et  les  observateurs,  ne  pouvant  sacrifier  un  temps  précieux  à  la  vérifi- 
cation de  théories  difficultueuses,  sont  obligés  d'en  accepter  les  règles 
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pratiques  sur  la  foi  de  leurs  devanciers,  surtout  quand  ceux-ci  sont 
des  hommes  de  grande  et  juste  autorité  dans  la  science. 

Il  y  aurait  peut-être  plus  d'un  défaut  à  relever  dans  les  applications 
de  la  méthode  des  moindres  carrés  :  il  ne  sera  cependant  question  ici 
que  de  celui  qui  frappe  le  plus  souvent  les  yeux,  et  dont  voici  l'indi- 
cation si  simple,  qu'aux  premiers  mots  tout  le  monde  en  reconnaîtra 
l'existence,  bien  que  les  modilications  qu'il  nécessite  puissent  imposer 
un  travail  analytique  assez  compliqué. 

On  sait  que  la  méthode  inventée  par  Legendre,  il  y  a  environ  cin- 
quante ans,  et  publiée  pour  la  première  fois  dans  ses  Nouvelles 
Méthodes  pour  la  détermination  des  orbites  des  comètes,  '\n-'\°,  1 8o5 , 
se  réduit  à  multiplier  chacune  des  équations  du  premier  degré  formées 
entre  la  grandeur  observée  et  les  inconnues,  par  le  coefficient  de  cha- 
cune de  ces  inconnues  successivement  ;  à  ajouter  les  produits  donnés 
par  les  coefficients  de  la  même  inconnue,  ce  qui  fournit  autant  de 
nouvelles  équations  que  d'inconnues;  enfin  à  résoudre  ces  équations 
de  la  manière  ordinaire.  Les  solutions  ainsi  obtenues  jouissent  de  la 
propriété  de  ne  renfermer  que  les  moindres  erreurs  possibles  pour 
une  probabilité  donnée.  Ce  n'est  pas  un  minimum  absolu ,  comme  on 
a  semblé  le  croire  assez  souvent,  mais  c'est  un  minimum  relatif  aux 
erreurs  des  observations  et  au  mode  choisi  pour  la  combinaison  de 
toutes  les  équations  qu'elles  fournissent.  Il  pourrait  se  trouver 
d'autres  combinaisons  plus  avantageuses,  et  il  y  aurait  à  les  discuter 
suivant  les  cas. 

Le  calcul  de  la  grandeur  des  erreurs  subsistantes  et  de  la  probabi- 
lité qu'elles  peuvent  avoir,  se  fait  suivant  les  règles  ordinaires  de  la 
théorie  et  n'entraîne  que  des  difficultés  analytiques. 

Quand  il  n'entre  qu'une  inconnue  dans  les  équations,  ce  calcul  est 
exact,  du  moins  quant  aux  fondements  théoriques.  Mais  quand  il  y  a 
plusieurs  inconnues,  les  règles  données  pour  calculer  l'erreur  et  la 
probabilité  de  chacune  d'elles  ne  fournissent  que  l'erreur  et  la  pro- 
babilité qu'elle  pourrait  avoir  si  elle  était  seule,  et  quelque  grandes 
que  fussent  les  erreurs  des  autres. 

Or,  un  des  premiers  principes  de  la  théorie  des  probabilités,  c'est 
que,  quand  plusieurs  événements  arrivent  simultanément,  la  proba- 
bilité du  concours  de  ces  événements  est  le  produit  des  probabilités 
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de  chacun.  De  sorte  que  la  probabilité  de  ce  concours  est  inférieure 
à  la  probabilité  de  chaque  événement  pris  à  part  :  elle  est  d'autant 
plus  petite,  qu'il  y  a  plus  d'événements. 

Évidenuuent,  il  en  est  de  même  des  erreurs  de  plusieurs  inconnues; 
la  probabilité  que  ces  erreurs  restent  toutes  à  la  fois  dans  certaines 
limites  ne  peut  être  que  le  produit  des  probabilités  séparées  que  cha- 
cune ne  s'écarte  pas  de  ses  limites  propres,  et,  par  conséquent,  cette 
probabilité  du  concours  des  erreurs  de  grandeur  limitée  doit  être 
notablement  inférieure  à  la  probabilité  des  limites  de  chaque  erreur 
considérée  isolément,  quelles  que  puissent  être  les  autres. 

C'est  donc  une  défectuosité  que  d'assigner  comme  probabilité  de 
l'erreur  d'une  inconnue  faisant  paitie  d'un  système  à  déterminer,  celle 
qu'elle  aurait  si  elle  était  seule,  au  lieu  de  donner  des  règles  pour 
calculer  la  probabilité  de  l'ensemble  des  erreurs  du  système  qui  ne 
peuvent,  en  réalité,  être  isolées  les  unes  des  autres. 

Ce  défaut  devient  plus  évident  encore  lorsqu'on  fait  attention  que 
la  probabilité  relative  à  une  limite  d'erreur  est  d'autant  plus  grande, 
que  l'étendue  bornée  par  cette  limite  est  plus  grande  :  de  sorte  que, 
si  Ton  veut  conserver  à  l'ensemble  des  erreurs  une  probabilité  un  peu 
élevée,  il  faudra  assigner  à  chaque  erreur  des  limites  plus  écartées 
que  celles  qu'exigerait  la  même  probabilité  si  l'inconnue  était  seule. 
Lors  donc  qu'on  s'arrête  à  ces  dernières  limites ,  on  n'a  réellement 
qu'une  très-faible  probabilité  qu  elle»  ne  sont  pas  dépassées.  On  verra, 
en  effet,  dans  ce  qui  suit,  qu'il  suffit  de  deux  inconiuies  pour  que 
l'étendue  des  erreurs  soit  presque  doublée  pour  une  même  proba- 
bilité. Les  règles  usuelles  font  naître  par  là  des  idées  fort  inexactes 
sur  la  connaissance  des  grandeurs  inconnues  qu'on  s'est  proposé  de 
déduire  des  observations,  et  elles  égarent  même  parfois  sur  la  valeur 
de  ces  observations,  ainsi  que  sur  le  nombre  de  bonnes  observations 
qu'il  serait  indispensable  de  faire  pour  parvenir  à  un  résultat  assigné. 

Qu'il  soit  permis,  au  sujet  de  ce  nombre,  de  cette  multiplicité  des 
observations,  bien  entendu  de  bonnes  observations,  de  faire  remar- 
quer que  c'est  là  une  condition  impérieuse  des  connaissances  hu- 
maines quand  la  précision  n'est  pas  absolue.  Car  les  hommes  cher- 
chent à  la  fois  tant  de  choses,  que  la  probabilité  du  concours  des 
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valeurs  exactes  de  toutes  ces  choses  ne  peut  devenir  très-grande  que 
par  la  grandeur  immense  du  nombre  des  observations.  C'est,  en 
effet,  cette  grandeur  et  la  répétition  continuelle  des  circonstances  or- 
dinaires de  la  vie  qui  met  hors  de  doute  les  pratiques  du  sens  com- 
mun; et  toute  l'efficacité  d'un  sophisme  ne  consiste  le  plus  souvent 
qu'à  dérober  la  vue  de  la  multiplicité  réelle  des  faits  d'une  expérience 
joiirnalière,  en  faisant  croire  à  une  multiplicité  factice  d'événements 
possibles  sans  doute,  mais  qui  n'arrivent  pour  ainsi  dire  jamais. 

La  défectuosité  une  fois  indiquée,  on  voit  qu'il  ne  s'agit  plus  que 
de  modifier  convenablement  la  démonstration  de  la  méthode,  afin  de 
calculer,  non  plus  la  probabilité  de  l'erreur  d'une  inconnue,  mais  la 
probabilité  de  l'ensemble  des  erreurs.  Il  y  avait  ici  à  choisir  parmi 
les  démonstrations. 

A  proprement  parler,  Legendre  n'en  a  point  donné.  Seulement  il 
appuie  son  procédé  assez  solidement  sur  les  avantages  qu'il  fait  res- 
sortir, et  il  insiste  principalement  sur  ce  que  la  moyenne  arithmé- 
tique des"  observations,  que  l'on  prend  d'ordinaire  avec  confiance, 
n'est  précisément  qu'un  cas  particulier  de  la  méthode  des  moindres 
carrés. 

Ce  fut  JE  (rauss  qui  rattacha  le  premier  cette  méthode  au  calcul 
des  probabilités,  quelques  années  après  la  publication  de  Legendre, 
et  ce  fut  aussi  dans  un  ouvrage  d'Astionomie  :  Theoria  molus  cor- 
poruin  cœlestium,  in-4°,  1809.  La  démonstration  que  M.  Gauss  y 
donne  repose  sur  la  réciproque  de  la  remarque  de  Legendre,  que  la 
moyenne  arithmétique  se  déduit  de  sa  méthode,  quand  cette  moyenne 
peut  avoir  lieu.  Réciproquement,  si  la  moyenne  arithméticpie  adoptée 
généralement  est  nrcessaire,  dit  M.  Gauss,  il  en  résulte  qu'une  cer- 
taine loi  de  probabilité  est  nécessaire ,  et  que  le  seul  procédé  à  suivre 
pour  combiner  les  équations  fournies  par  l'observation  est  le  procédé 
qui  rend  un  minimum  la  somme  des  carrés  de  ces  équations.  Mais  on 
doit  convenir  que  l'hypodièsc  de  la  nécessité  de  prendre  la  moyenne 
arithmétique  d'une  masse  de  faits  jiour  obtenir  le  résultat  le  plus 
e.vacl  possible ,  est  tout  à  fait  gratuite,  et  ne  saurait  pas  plus  être  ad- 
mise à  priori  que  l'hypothèse  même  de  la  nécessité  du  minimum  des 
carrés.  Il  n'y  a  donc  là  qu'une  preuve  restreinte  aux  cas  particu- 
liers où  la  loi  de  probabilité  des  erreurs,  qui  conduit  toujours  à  la 
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moyenne  arithmétique,  se  rencontre  dans  les  observations;  et  c'est 
ce  qui  arrive  très-souvent  par  la  nature  des  choses.  Mais,  comme  ou 
l'ignore  le  plus  ordinairement,  il  n'existe  pas  là  de  démonstration 
vraiment  solide.  Aussi,  dans  un  ouvrage  bien  plus  récent,  consacré 
exclusivement  à  la  méthode  des  moindres  carrés,  Theoria  cotnbina- 
ttonis  observationum  ininimis  erroribus  obnoxiœ,  in-4'',  1 823 ,  M.  Gauss 
a-t-il  fondé  sur  d'autres  considérations  l'emploi  de  cette  méthode.  Ce 
ne  sont  toutefois  que  des  considérations,  et  non  des  preuves;  et  l'on 
ne  trouve  de  démonstration  réelle  que  dans  les  travaux  antérieurs  de 
Laplace. 

C'est  dans  un  Mémoire  publié  en  181  i,  que  Laplace  fit  voir  que, 
quand  le  nombre  des  observations  est  assez  grand ,  les  erreurs  les 
plus  restreintes  probablement  sont  données  par  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Ce  Mémoire  se  trouve  parmi  ceux  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  1811,  et  il  a  été  reproduit  dans  la  Théorie  analytique 
des  Probabilités,  qui  parut  en  1812.  Les  principes  de  la  démonstration 
de  Laplace  sont  à  l'abri  de  toute  objection;  les  moyens  analytiques 
peuvent  seuls  en  soulever  quelques-unes.  Ils  n'ont  point  toute  la 
rigueur  désirable,  et  peut-être,  dans  les  applications,  conviendrait-il 
de  bien  discuter  les  cas  particuliers  qui  pourraient  se  présenter.  Mais, 
lorsqu'on  réfléchit  qu'il  suffirait  le  plus  souvent  de  quelques  observa- 
tions, ajoutées  ou  retranchées,  pour  rendre  aux  expressions  analy- 
tiques toute  leur  valeur,  on  reconnaît  que  l'analyse  de  Laplace  satis- 
fait complètement  aux  démonstrations  générales.  C'est  cette  analyse 
qui  sera  employée  dans  ce  qui  va  suivre,  pour  suppléer  l'omission  de 
la  probabilité  du  concours  des  diverses  erreurs  dans  le  ca.s  de  plusieurs 
inconnues,  qui  se  présente  presque  toujours.  Seulement  il  y  sera  fait 
quelques  simplifications,  tirées  surtout  des  beaux  travaux  de  Laplace 
et  de  M.  Gauss.  Si  lun  et  l'autre  ont  négligé  cette  considération  du 
concours  des  événements,  qui  accroît  si  fortement  la  grandeur  des  er- 
reurs possibles  avec  une  probabilité  déterminée,  ils  ont  du  moins 
fourni  tous  les  moyens  de  la  calculer. 

Il  aurait  été  sans  doute  très-utile  d'entrer  dans  plus  de  détails  pra- 
tiques et  de  donner  plusieurs  exemples  de  calculs;  mais  chaque  ap- 
plication de  ce  genre  exigerait  un  temps  assez  long. 

On  verra  cependant  conuuent  la  probabilité  de  1  million  contre  i 
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assignée  par  Laplace  aiix  erreurs  possibles  de  la  masse  de  Jupiter, 

dont  il   fixait   la    limite  à  -^  de  la  valeur,  doit  être  réduite  à   1160 
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contre  i  ;  même  en  supposant,  comme  il  l'a  fait,  que  le  nombre  des 
équations  employées,  129  seulement,  permît  d'appliquer  la  formule 
d'approximation  ,  et  n'exigeât  pas  l'addition  des  termes  négligés  habi- 
tuellement. Cette  diminution  de  la  probabilité  calculée  suffit  bien, 
si  l'on  fait  attention  aux  autres  défauts  que  peuvent  renfermer  les 
129  équations,   pour  faire   cesser  la  surprise  qu'on  a   dû   éprouver 

quand  il  a  paru  nécessaire  de  modifier  de  ^  la  masse  qui  sendjlail 

définitivement  calculée  avec  ime  précision  double.  Les  formules  nou- 
velles mettent  donc  ici  le  calcul  des  probabilités  à  l'abri  des  reproches 
qui  ont  pu  lui  être  faits  un  peu  précipitamment  à  cette  occasion.  Il 
est  très-probable  que  ,  dans  les  autres  cas  où  ce  calcul  parait  en  dé- 
faut, on  en  trouverait  également  la  cause  dans  quelque  omission  de 
l'analyse  ou  de  l'observation. 

§  n. 

L'application  de  la  méthode  des  moindres  carrés  suppose  qu "un 
grand  nombre  n  d'observations  a  donné  des  résultats  w, ,  Mj,..., 
«A,...,  w„  qui  auraient  pu  être  calculés  d'avance  en  fonction  linéaire 
de  plusieurs  éléments  x, ,  x <,,...,  ar,,...,  x,„  en  nombre  m,  si  ces  élé- 
ments étaient  connus.  Chaque  observation  fournit  des  lors  entre  la 
valeur  observée  et  la  valeur  calculée  correspondante,  une  équation 
telle  que 

(i)  rt,  _  /,  jc,  +  «2,  /,  Jr\,  -4-  . . .  -+-  rt,-.  /,  .r,  -t-  . . .  -f-  rt,„,  /,  cc,„  =  w/, , 

qui  se  rapporte  à  la  A'"'"'  observation.  Les  coefficients  <7,  /,  sont  des 
quantités  connues,  indépendantes  des  éléments  x, ,  x^,  etc.  Les 
indices  dont  ils  sont  affectés  marquent  l'inconnue  et  l'équation  aux- 
rpielles  le  coefficient  appartient.  Ainsi,  a,  .  est  le  coefficient  de  la 
troisième  inconnue  dans  la  septième  équation. 

Les  équations  en  nombre  n  que  représente  l'expression  (i)  ne  ren- 
feruiant  que  m  inconnues,  il  suffit  qu'il  s'en  trouve  m  qui  ne  rentrent 
pas  les  unes  dans  les  autres,  pour  qu'on  puisse  les  résoudre  par  les 
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procédés  ordinaires.  Mais  comme  l'observation  ne  donne  pas  rigou- 
reusement la  valeur  de  la  grandeur  observée  et  qu'il  s'y  joint  tou- 
jours quelque  erreur,  il  est  clair  qu'il  sera  plus  avantageux  de  faire 
servir,  par  une  combinaison  quelconque,  toutes  les  équations  obte- 
nues à  la  détermination  des  inconnues,  qu'il  ne  pourrait  l'être  d'en 
choisir  m,  peut-être  sans  motifs  valables.  Le  bon  sens  suffit ,  en  effet, 
pour  faire  présumer  que,  dans  la  réunion  de  tant  de  valeurs  dont  les 
erreurs  sont  dans  tous  les  sens  possibles,  il  se  fera  quelque  compen- 
sation qui  assurera  aux  inconnues  des  valeurs  plus  exactes  que  les 
solutions  de  m  équations  isolées. 

Les  combinaisons  les  plus  ordinaires  des  équations  du  premier 
degré  reviennent  à  les  ajouter  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  des  facteurs  arbitraires,  qui  servent  à  dégager  les  inconnues 
en  se  prêtant  à  diverses  transformations.  Appelant  K,, a  le  facteur  des- 
tiné à  la  h'""'"  équation ,  on  obtient  une  somme  d'équations  telle  que 

(a)       jr,  S.K,_A«,,A  -4-  x.S.K,,^,  a,,/,  +  . .  .  +  a",S.R,_y,  a,. /, -I-  .  .  .  =  S .  K,- , /, '-v,  ■ 

et  l'on  aura  immédiatement  x,  si  l'on  assujettit  les  71  facteurs  R,_,  ,■ 
K,_2,...,  K,-  „  aux  conditions  ci-après,  qui  rendent  nuls  les  coefficients 
de  toutes  les  inconnues,  excepté  le  coefficient  de  jr,  qti'elles  réduisent 
à  l'unité  : 

/  S.  rt,_AK.,-,A=  «1.1  K.,-..+  rt,,,R,-,2  +  ...  +  «,,A  K.,-.A  -I-...-+-  a,.„  K,-,„=  o, 
l  S.  a2,A  R,-,/,=  «2,1  K.M+  «2.2  R,.2^-...-^  ^2,  ;,  R,_ ,,  +  ... -+-  a2.„R,-.„=  o, 


(3)    ^  S .  a,.. ;,  R,- ,  A  =  a,-_ ,  R,  ,  +  «,'.  2  R,,  o  -f-  ...  +  fl,-. ^  R,,  ^  -l- . . .  +  «,-  „  R,-,„  =  o , 
S .  fl,-,  /,  R,-,  /,  =  a,-,  ,  R,-, ,  -I-  rt,.  2  R,-.  2  -1-  ...  -f-  n,-,  /,  R,,  /,+... -l-  rt,,  „  R,,„  =  i  , 

S.rt,„  /,  R,_A=  <2,„,,R,-, ,+  a,„_,  R.-.2  +  •••-!-  a,„.AK.,-,A  +.-.+  n„,^„Ki^„—  o. 

Il  ne  reste  alors  dans  l'équation  (2)  que 

Xi=  S.o)/,  R,,/,. 

Il  faut  remarquer  que  les  facteurs  R,, /,  étant  au  nombre  de  ri  ne 
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sont  nullement  déterminés  par  les  conditions  (3),  puisque  ces  condi- 
tions ne  sont  qu'au  nombre  de  m. 

En  prenant  un  autre  système  de  n  facteurs,  qu'on  désignerait 
de  même  par  R,.a?  on  obtiendrait  semblablement  la  valeur  de  la 
première  inconnue  ar, ,  pourvu  qu'on  astreignît  les  n  facteurs  K,,;;  à 
m  conditions  semblables  aux  conditions  (3)  qui  se  rapportent  à  l'in- 
connue Xi- 

Les  m  inconnues  seront  donc  fournies  par  m  systèmes  de  n  facteurs, 
déterminés  en  partie  par  m  systèmes  de  conditions  tout  à  fait  sem- 
blables, et  en  nombre  m  pour  chaque  élément  inconnu.  Comme  les 
facteurs  d'un  système  n'entrent  pas  dans  les  autres,  les  m^  conditions 
ne  détermineront  qu'un  nombre  égal  de  facteurs  sur  les  mn  employés, 
et  71  —  m  seront  indépendants  dans  chaque  système. 

C'est  de  ces  facteurs  restés  arbitraires  qu'on  disposera  pour  rendre 
les  valeurs 

.Xi  =  S .  «A  K.,-,  I, 

le  plus  exactes  possible;  et  c'est  ce  pour  quoi  il  faut  nécessaire- 
ment recourir  au  calcul  des  probabilités,  sous  quelque  forme  qu'on 
le  déguise. 

Effectivement,  la  valeur  des  coefficients  K,,/i,  quelle  qu'on  voulût  la 
fixer,  ne  modifierait  en  rien  la  valeur  trouvée  pour  j:,  en  fonction  de 
ces  arbitraires,  si  les  équations  étaient  rigoureusement  exactes.  Mais, 
puisqu'il  s'attache  toujours  quelque  erreur  plus  ou  moins  grande  au 
résultat  d'une  observation,  il  faudrait,  pour  avoir  des  équations  ri- 
goureuses, retrancher  de  toutes  les  quantités  u^  les  erreurs  respec- 
tives H/,  dont  elles  sont  affectées.  On  ne  le  peut  j)as,  et  la  somme 

.r;  =  S .  w/,  K.,-,  /, 
reste  affectée  par  suite  d'une  erreur 

r,  =  S.£/,  K,,A- 

La  grandeur  de  cette  erreur  dépendra,  on  le  voit,  du  choix  des 
coefficients  K,  et  en  même  temps,  de  la  loi  rie  probabilité  des  erreurs 
possibles,  qui  aura  régné  dans  le  cours  des  observations. 

11  y  aurait  à  faire  plus  d'une  remarque  sur  ce  qu'on  doit  entendre 
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par  celte  loi  de  probabilité,  et  sur  les  moyens  de  suppléer  à  l'igno- 
rance où  l'observateur  se  trouve  souvent  à  ce  sujet.  Mais  il  faut  se 
borner  ici  au  point  unique  en  discussion.  La  loi  des  erreurs  £/,  sera 
supposée  connue. 

Chacune  des  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  jc,  ,  jc.^,...,  x„, 
sera  entachée  d'une  erreur  r, ,  r^,...,  r^  respectivement,  qui  se  pré- 
sentera sous  la  forme  qui  vient  d'être  assignée  à  l'erreur  r,  de  l'élé- 
ment Xi  : 

l'i  ^  S.  SaI^i.  h) 

7'2  =  S  .  £/,  Rj,  /,, 

(â)  (  ''3  =  S.  î/,  K3,/, , 


1 —  S.c^  K„,/,. 

La  grandeur  de  chacune  de  ces  erreurs  résultera  de  ce  qu'il  s'est 
présenté  pendant  les  observations  im  système  d'erreurs  s,,  Sj,  Ej,..., 
j/, ,...,  £„  plutôt  qu'un  autre,  et  l'on  voit  que  toutes  les  erreurs  /•  se- 
ront modifiées  à  la  fois  par  les  changements  que  pourra  subir  le  sys- 
tème des  erreurs  s.  Chacune  des  erreurs  s  est  inconnue;  mais  si  la  loi 
en  est  connue,  c'est-à-dire  si  l'on  sait  qu'à  une  erreur, s  répond  une 
certaine  probabilité,  la  probabilité  d'un  système  donné  s, ,  ^2,...,  î„ 
d'erreurs  dans  l'ensemble  des  observations  sera  aussi  connue  et  égale 
au  produit  des  probabilités  de  chacune. 

Ce  produit  sera  donc  la  probabilité  du  système  (4)  des  erreurs  /■, , 
r-,,...,  r,„,  puisque  celles-ci  sont  déterminées  toutes  dès  que  les  er- 
reurs S/,  de  chaque  observation  reçoivent  des  valeurs  données. 

Désignant  par  fs  la  fonction  qui  exprime  la  probabilité  de  l'er- 
reur c,  de  sorte  que  fids  soit  cette  probabilité  infiniment  petite,  on 
aura,  entre  les  limites  dans  lesquelles  les  erreurs  peuvent  s'étendre. 


/ 


ir/î 


puisque  c'est  la  somme  des  probabilités  de  tous  les  cas  possibles.  Ue 
plus,  si  l'on  appelle  /Xg  la  moyenne  des  puissances  §  de  toutes  les  er- 
reurs possibles,  on  aura 


f 
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Par  exemple ,  la  moyenne  de  toutes  les  erreurs  possibles  s'exprimera 
par 

a,  =  j  idcOt; 

la  moyenne  de  leurs  carrés  par 

|u.2  =  /  £-  d£(pi,   etc. 

La  probabilité  d'un  système  de  valeurs  r,,  Tj,...,  r,„  étant  la  proba- 
bilité de  l'ensemble  des  valeurs  &,,  e.,,...,  e„  dont  elles  se  composent, 
s'exprimera  par  le  produit 

y£,  di,  X  ipSo  d£.j  X  (p^idss  X  ...  X  (pi„dz„. 

11  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  systèmes  de  valeurs  des  quan- 
tités r,  pour  lesquels  ce  produit  est  le  plus  grand ,  et  en  dehors  des 
limites  desquels  il  devient  dès  lors  très-peu  probable  que  ces  quantités 
puissent  se  trouver.  L'on  y  parviendra  évidemment  si  l'on  emploie  le 
procédé  de  Laplace,  qui  consiste  à  le  multiplier  par  une  fonction  des 
erreurs  /■,,  Tj,...,  r^  et  de  leurs  composantes  £,,  s,,...,  c„,  telle  que 
l'intégration  subséquente,  prise  dans  toute  1  étendue  de  la  probabi- 
lité, ne  laisse  subsister  que  la  somme  des  valeurs  correspondantes  à 
certaines  grandeurs  données  des  r,,  r,,...,  r„.  Ce  procédé,  dont  La- 
place a  tant  répété  l'emploi  sans  en  varier  la  forme,  est  au  fond  le 
même  que  Fourier,  et  plus  récemment  M.  Lejeune-Dirichlet,  ont  re- 
produit d'une  autre  manière  et  avec  un  si  grand  succès.  En  suivant 
Laplace,  au  lieu  de  former  d'abord  la  fonction  limitative  nécessaire, 
on  considérera  le  produit 

P=        /    f/c,  Çc,  X  ^£2962  X  ...  X  c/S/iÇE/iX  ...  X  di„(pi„ 

a,  v^^(i,K,  ,  +  e,K,  ,-l-63K-,.3  +  -.--f-E„K,  „) 
X  e 

a;  V'^  (e,  K,.  , -(- £,  K,, ,  +  E3  Kî.  , -I- . . . -h  £„  R,,  „  ) 


a,  v^^  («.  K„  ,  +  2,K.,  :  +  ...-h  £„  K.,,  „) 
X  e 

a„v/^(£,K„,,-)-e,K„  ,-(-... -t- s,, K™  „) 

X  e 
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qui  contient  en  exposant  les  erreurs  des  m  inconnues 

/■,•  =  £,  R,, ,  +  £2  K,,  2  +  . . .  +  £„  K,-, „  =  S  £/, R,,  A, 

multipliées  chacune  par  un  argument  spécial  a,,  qui  puisse  permettre 
de  la  distinguer  après  l'intégration  multiple,  prise  pour  toute  l'éten- 
due dans  laquelle  les  erreurs  £  sont  possibles.  Si,  après  cette  inté- 
gration relative  aux  s,  on  veut  se  rendre  compte  du  produit  P,  il 
faudra  se  le  représenter  comme  n'étant  plus  fonction  que  des  r,  et 
sous  la  forme 

//•i  a,  sj —  1  +  r,  a-,  y/ —  I  +  •  . .  -h  z'™  «m  s/ — 
di\  di\...  dr,„  (I>(r,,  r.,,...,  r,„)  e 

expression  dans  laquelle  la  fonction  0  sera  telle,  qu'elle  réunira  les 
probabilités  relatives  à  des  valeurs  égales  du  système  des  erreurs  r. 
C'est  réellement  cette  fonction ,  multipliée  par  le  produit  différentiel 
dr^  dfç,...  dr,n,  qui  est  la  probabilité  de  ce  système  d'erreurs,  et,  si 
on  la  connaissait,  il  n'y  aurait  plus  qu'à  intégrer  dans  des  limites 
convenables  pour  obtenir  la  probabilité  cherchée.  Pour  déterminer 
la  fonction  «P,  il  suffit  de  multiplier  P  successivement  par  une  série 
de  m  intégrales  de  la  forme 

—  r;  a,  V  —  I 


--r 


da,  e 


car  on  sait  que 

y.,  u  y- 


—  /      daie     '^'"'^     '       du(^{u)e^""'^     '=4>(r,). 

Si  donc  on  répète  cette  opération  presque  mécanique  pour  tous  les 
arguments  a^  et  les  erreurs  /v,  en  nombre  m,  on  obtiendra  la  loi  de 
probabilité  de  ces  erreurs.  Ce  sera  le  résultat  Q  que  voici  : 

=  ; — w      /       datda^...d(/.„,e       '  '^  "  "'"'*        xP. 

Partant,  Qdr,  dr^...  dr^  sera  la  probabilité  du  système  /•,,  rj,...,  r,„ 
des  erreurs  des  inconnues  or,,  Xj , . . . ,  x,„;  et  intégrant  entre  les 
limites  qui  renferment  les  grandeurs  de  ces  erreurs  dont  on  voudra 

6.. 
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connaître    la   probabilité   commune,  on  obtiendra   facilement   cette 
probabilité,  qui  sera 

m  J 

On  peut  aisément  reconnaître,  si  l'on  veut,  la  composition  de  la 
fonction  limitative  qui  n'a  été  introduite  que  successivement,  et  il 
serait  superflu  de  s'y  arrêter.  Il  reste  à  poursuivre  ces  intégrations 
successives. 

A  cet  effet,  on  modifie  le  produit  P  en  réunissant  dans  l'exposant 
tous  les  termes  qui  se  rapportent  à  une  même  observation,  et  séparant 
les  intégrales  relatives  aux  s,,  Sj,...,  £„,  on  a 

,  (a,  li,.  ,  +  a,R,, ,  -(-  «3  K3,  ,  -f-  ...  +  a„  K,„,  ,)  \/^ 


./.. 

:/</.., 


)£,  e 

e,  (a,K.,,  2+  «jK-,,  2+  a^Ks,  2-)-  ...  -+- a„,  K„,,  :)  V^— ' 


r    ,  £/,(a,K,,/,  +  a,K2,,,+  a3R3,A  +  ...  +  a™K.„.;,)  \j  —  l 


E„  (  a,  R, ,  „  +  «2  K2,  „  +  aj  K3,  „  4-  . . .  -H  «„  K„.  „ )  J- 

X  I  dE,,çî„e 


:  j  de,,  (f  £„ 
Isolant  une  de  ces  ?i  intégrales ,  on  peut  l'écrire 

£/,  v'—  1  2  .  a.  R,,  A 


/ 


di,,(i>s/,e' 


et  même,  afin  d'abréger,  on  peut  représenter  2a,K,. /, ,  somme  com- 
posée de  m  termes,  par  S/,,  au  moins  provisoirement;  on  peut  aussi 
supprimer  l'indice  h  de  £,  qui  n'a  été  employé  que  pour  la  clarté.  On 
aura,  en  développant  l'exponentielle, 

jr/£Çce    '■"       =J  ^£y£(^i+£SAv'-  '--^-  -g^V^>-<--^  +  -..  ). 
et,  en  intégrant  relativement  à  £,  qui  est  partout  explicite,  on  aura 
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à  cause  de 

/  (Ysçî  =  I     et      1  édsoB  =  ^^, 

On  pourra  ensuite  rétablir  cette  suite  en  exponentielle,  ce  qui 
donne 

F,S/,v/^-Ç(f;.,-p;)--T-(f-t3-3f.,[x,-f-2f.î)v/=:7  +  -^(,..-4f.,p,-3f.|  +  .2a,f.|-6,x;)- 

,  2  D  -54 

Rien  ne  serait  plus  facile ,  on  le  voit ,  que  de  supposer  la  loi  de 
probabilité  ç/ê  variable  d'une  observation  à  l'autre,  et  de  conserver 
cette  distinction  dans  le  reste  des  calculs.  Mais  on  reconnaîtra  bien- 
tôt que  la  niétbode  des  moindres  carrés  repose  sur  cette  hypothèse, 
que  les  moyennes  y.,  et  p-j  des  erreurs  b  possibles  et  de  leurs  carrés, 
ne  varient  pas  d'une  observation  à  l'autre;  de  sorte  que  la  variation 
de  la  loi  de  probabilité,  réduite  aux  moyennes  des  puissances  supé- 
rieures, aurait  peu  d'intérêt  dans  la  question  actuelle.  Il  n'en  sera 
donc  point  tenu  compte. 

Dans  cette  hypothèse,  le  produit  P  étant  formé  d'intégrales  toutes 
semblables,  se  présentera  sous  la  forme 

■A,  (S,  +  S,-...+  S„)v'^  — '''~'''   (S^-t-S',+...4-S„')  — ■■■, 
P  =  e  ^ 

les  troisième  et  quatrième  termes  de  l'exposant  étant  de  même 

-fii^^^'^(s?  +  s^+...-^S3)v/^:~7 


24 


■^(SÎ-f-S^  +  ...  +  S,t). 


Si  l'on  examine  à  présent  chacune  des  suites  qui  entrent  dans  les 
différents  termes,  on  verra  sans  peine  que  chaque  variable  a,  est  mul- 
tipliée dans  l'une  d'elles  par  tous  les  facteurs  K,-  /,  correspondant  à  la 
même  inconnue  a:,  ou  à  la  même  erreur  r,.  Ils  pourront  donc  être 
réunis  sous  des  formes  symétriques,  et,  pour  plus  de  clarté,  il  sera 
loisible  d'attribuer  aux  sommes  qui  comprennent  n  termes  le  signe  S 
plus  spécialement ,  et  à  celles  qui  n'en  renfermeront  que  m ,  le  signe  2. 
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On  peut  observer  que  les  premières  sont  celles  où  l'ordre  des  obser- 
vations en  nombre  n  amène  autant  de  lettres  différentes;  et  que  les 
secondes  sont  celles  qui,  dépendant  de  Tordre  des  inconnues  x,  en 
nombre  m,  ne  sauraient  comprendre  que  ce  dernier  nombre  de 
lettres. 

On  a  ainsi,  comme  précédemment, 

S/,  =  a,  R,, /,  -4-  «2  Rj,  A  +  •  •  •  +  «z  K./, /,-!-... 
+  cr-m'^m.h=  2a,-R,-,,,, 

où  la  somme  2  est  relative  à  l'indice  i,  qui  lui-même  ne  varie  que  de 
\  km,  nombre  des  inconnues.  Il  en  résulte,  pour  la  somme  des  pre- 
mières puissances  des  S/, , 

S,  +  So  4-  - . .  +  S/,  + . . .  -I-  S„  =  2a,- R,-. ,  +  2a.- R,-, , -t-  . . . 

+  2a,R,-,/,-l-  ...  -I-  2a,-R,,„, 

qu'on  pourrait  écrire  S(2a,R,  a)»  I«i  somme  finie  S  se  ra])portant  à 
l'indice  h. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  que 

S (2 a,-  R/,,,)  =  2  a,-  (R,-, ,  +  R,-,  ,  +  •■•+  R,./,  +  •••  ^  K,. «) 
=  a,  SR,.A-i-  aj  Sa, /,  -I-  ■  •  •  H-  a,„SR,„.  /, 
=  2(a,SR,-,0- 
De  même,  à  cause  de 

S,?  =  (a,  R,, A -f-aoRs, /,  +  -..  +  a,„R„.A)'=:(2a,-R,,A)' 
=  aiR?.A+a|K.5.,,-l-...-f-  a;.R^/, 
■+■  aa,  R,.A(a2Rj./,-<-  aaR,./, -1-...-I-  a,„R,„.A) 
-+-  aaîRï.AlajRa.A-l-...  +  a„R„.A) 

-t-  2  a„,_,  R,„_,,A  X  a„  R,„,/,, 
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on  a 

+  al(Ri.,  +  Ri.,+  Ki,3  +...+  Ri_/,  +  ...+  Kl.„) 

+  a^  (R,^, ,  +  R,l  j  +...+  R|.;i  +  ...+  R,^.„) 

+  2a,  a2(R,,,R2^,  +  R,,  jR^,  2 +  •••+ K.,, ^R^,;, +  ...-I-  R,,„R,_„j 

-f-  aa,  a3(R,,,R3.,  +  R.,oR3,2+...+  R,.AR3,A  +  ----l-  R,,„R3,«) 

+  2  a,-  a,'  (R,, ,  R,.. ,  -+-  R,-  ,  R,,, ,+...+  R,. ,,  R,.. ,,  +  ...+  R,.^  R .,_  „ ) 

+  2a,„_,a„(R„_,  ,  R,„.,+...+  R,„_,,AK„.A  +  ---+K„-.,„Km.«)» 

ou ,  en  abrégeant, 

=  aïSRr,/i  +  a|SRi,;i+aiSRi.,,  +  ...+  a2SR2./, 

+  2a,  (a2SR,,AR2,,,+  aaSRi.^Ks, /,  +  ...+  a„SR,,AR,„,/,, 

+  2a2(a3SRo,^R3,A-4-...+  a^SRj.AK.^,^) 

+  2am_,  amSRm_,,AK.m,  A- 

Ici  les  sommes  des  produits  ont  pu  être  aussi  facilement  désignées 
que  les  sommes  de  puissances ,  puisqu'il  n'y  a  dans  chaque  somme 
qu'une  seule  variable.  On  abrégerait  encore  davantage  en  écrivant 

2(a?SR?.,)-^22(a,a,-.SR,-,,R,-'.A), 

en  ayant  soin,  pour  former  la  seconde  somme  2,  de  ne  prendre  les 
indices  i  et  i'  que  sous  la  condition  i  <  /',  ou  bien  d'effacer  le  coef- 
ficient 2  qui  la  précède. 

Pa.ssant  aux  S^',  il  est  visible  que,  suivant  des  remarques  analogues, 

S?  +  S^  +  ...  +  S3  +  ...  +  S„» 

=  a?SR?.A+aiSRl,A  +  ...+af„SRâ,A 

+  3af  (a,SR?.,, R,,A+a,SR?./,R3. ,,+  ...  -t-a„SRÎ.AR,„,/,) 

+  3ai(a,  SRi,;,R,./,+  a3SRl,,,R3,;,  +  ...  -^  7.,„SKl,^K,„j,) 

4-  6a,a2a3SR,,AK.2,AR3.A  +  •■.  +  6a,a,'a,"SR,,/,  R,',a  R,",/,+  . .. 

+  6a„_2a„_,  a,„SR;„_2,;,  R,„_,.aK,„,a 
=  2(a?SR-?,A)  +  32(a?ai'SR7,/,Ri',A)  +  62(a,a.-.a,v,SR,-,AR,',/iK,".;,). 
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Il  est  presque  inutile  de  dire  qu'il  faut  entendre  par  les  sommes  1 
relatives  aux  indices  /,  lorsqu'elles  s'appliquent  aux  produits,  toutes 
les  combinaisons  possibles,  sans  double  emploi. 

Arrivant  enfin  aux  S/t,  on  aura  absolument  de  la  même  manière, 

St  +  S^  +  ...  +  S,î  +  ...  +  S*  =  S(2a,-R,-,;,)' 

\  +  24  2  a,-  a,'  ai"  a.in>  R,-.  a  R,',  h  K-.".  a  K-/"',  a         / 

=  2(atSRt,A)  +  4:S(«?ai'SR?.ARi'.A)  +  62(a?a?.SR?.AR?..A) 
-t-  1 2  2  ( af  a,' a,'/  SR?. ^  K./,  n  ^i".  a) 
4-  242  (a,a,' a," cc,'vSR,-./,R,'.ARi".AR<"',A)- 

Il  était  utile  de  montrer  les  formes  des  troisième  et  quatrième 
termes  de  l'exposant,  afin  qu'on  put  reconnaître  pour  quels  motifs 
très-difïérents  ils  sont  négligés  dans  les  applications. 

En  désignant  par  T,,  Tj ,  T3 ,  T^  les  termes  de  l'exposant  de  e  ,  qui 
viennent  d'être  développés,  le  produit  P  peut  s'écrire 

T,  v -^  —  -  T,  —  i  T ,  s/^  +   '  T,  +. . . 


T,  V  — I T, 


b  24  72 


en  s' arrêtant  aux  termes  du  quatrième  degré  en  a, ,  comme  précé- 
demment. 

Il  ne  restera  donc  plus  à  intégrer  que  relativement  à  ces  variables, 
pour  obtenir  la  fonction  O,  qui  se  présente  sous  la  forme 

j  /.  »  —  V,  a,  v^— I  —  r^aj  y/— I  —  ...  — r„a„\/— i 

0  =  r-  ^       I       dv.,<i(/..,...  dv.,„e  xP 

I  r"     /        ,  .         -ïr,a.v'^+v/ir7fi,I(a,SK„/,)-^T.  /         y/ZT^ 

Il  est  visible  que  les  premières  puissances  des  a  peuvent  se  mettre 
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en  facteur  commun ,  et  que  l'exposant  de  e  est  égal  à 

—  a,  \i—  I  (r,  —  [j.,  SR,./,)  —  a.  \'—  i  {i\  —  ix,  SK^,/,)  —  . . . 

-^  a^  V -^  (r^  -  p.,  SK,„,,,)  -  ~  T,. 

Laplace  et  plusieurs  autres  géomètres  ont  supposé  la  moyenne  a, 
réduite  à  zéro.  Mais  cette  condition  simplifie  très-peu  les  calculs,  et 
elle  oblige  en  quelque  sorte  à  les  recommencer  quand  cette  moyenne 
ne  peut  être  considérée  comme  nulle.  On  allègue,  à  la  vérité,  que, 
dans  un  système  d'observations  bien  dirigées,  cette  moyenne  p.,,  qui 
est  une  véritable  erreur  constante,  a  dû  être  reconnue  et  retranchée 
des  valeurs  observées.  N'est-il  pas  possible,  au  contraire,  qu'on  ne 
fasse  les  observations  que  pour  déterminer  les  erreurs  constantes,  et 
qu'on  doive  conserver  ij.,,  qui  est  alors  la  chose  cherchée.  Ici,  pour 
conserver  la  facilité  de  reprendre  cette  moyenne,  bien  que  la  re- 
cherche de  sa  valeur,  d'après  les  observations  mêmes,  ne  doive  pas 
faire  un  sujet  d'examen,  il  suffira  de  réduire  à  une  seule  lettre  les 
termes  de  la  forme  r, —  p.,  SK,ji.  On  introduira  ainsi  au  lieu  des  er- 
reurs r  d'autres  quantités  qui  n'en  différeront  que  de  quantités  con- 
stantes. On  peut  écrire,  par  exemple. 


(5)  /',-  —  y-,  SR,-, ^  =  p,- s'a  (fx»  —  ^7  ) ; 

(le  sorte  qu'une  erreur  r,  se  calculera  par  la  relation 


r,  =  p.,  SK,-./,  4-  Pi  va  (fio  —  ^.7  ), 
et 

De  cette  manière ,  on  voit  que 


O 1 —      /       da,dc/.....  da.,, 


V        6" 


Si  l'on  fait  subir  aux  a,  un  changement  analogue,  c'est-à-dire  qu'on 
pose 

rj.i  —  Zi ,-  >     «a,  = 
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il  en  résultera 

J2 

dii dai  =  dpi s/2  (fJL2  —  fxj)  X      .  =  ^ </p,  rfz,. 


v/î^- 


l^î) 


Déplus,  le  facteur  -  (|u.o  —  fx"^)   disparaîtra  du   terme  ^  T,;  de  sorte 
que  la  probabilité  du  système  d'erreurs  désignées  par  p,  ou  par 


qui  est  égale  à 

se  calculera  par  la  formule 

en  écrivant  Zo,  Z^,  Z^,  pour  abréger,  au  lieu  des  termes  suivants  que 
donne  le  changement  des  a,  en  —  =•  On  avait 

1  T,  =  !^1=^  [2  (a?  SR?,;,)  +  2  2(a,a,SR,-,,  K,-,;,)]; 

et  Ton  aura  plus  simplement 

Z,=  2(z?SR?.,)+  22(z,z.,-.SR,-,;,K,'.,,). 
De  même, 


_    |(.,-3p„.,+  (.;|       2(z3SR?.,)+32(z^=,SR?,,R,-,,)l 
'~^',_=^f      (  +  62(2,z,-z,.SK,-.,R,,,R,.,„)] 

\r2       ri  ^ 


(6) 


2(2?SR.\0  +  42(z?z,-SR?.,K,-.,: 
12  _  ,  f*,-4^fc,-3fA;+i2ft,fx;-6f.f)  +  62(z?2^,SR?,AR^/,) 
I    *-4  (.,-^;)'  +i2  2(z,z,-.z,«SR\,R,-..,R...,) 


+  -24  2(ZiZ,'Z,"Z,«'SR,-,AR,'.A  K,-.,/,  K,"'./,] 

Il  est  bien  aisé  de  remarquer  que  les  sommes  désignées  par  S  con- 
tenant n  termes  seront  de  la  forme  uM,  M  étant  une  valeur  connnune 


(8) 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  5i 

de  ces  tenues.  De  sorte  qu'il  suffira,  pour  rendre  très-petites  les 
parties  qui  les  contiennent,  de  donner  aux  variables  z  des  dénomina- 
teurs dans  lesquels  se  trouvent  n  à  une  puissance  supérieure  à  la  pre- 
mière, et  une  valeur  commune  M  à  peu  près  équivalente.  On  sait  que 
c'est  là  ce  qui  arrive  dans  l'analyse  de  Laplace. 

Pour  abréger  encore  l'écriture  de  l'exposant  de  e  et  pour  le  déve- 
lopper, on  pourra  mettre  indifféremment 

hi_  i'  =  S  K,-,  A  K./'.  h  =  ^i',  i 5 
ce  qui  entraîne 

De  cette  manière,  l'exposant  sera 

—  ap,Z,^  —  I  —  1  p^Z2\J  —  I   —  ...  —  2  p,-  z,-  V  —  I  —  •  ■  -  —  ipmZ,„  y  — 

—  Zji,.,  —  2Z,(z.i,.2-f-  Z3^>,,3-|-...+  Z,//,, ,+...+  z,„bt,„) 
—  2^*2,2  —  22,(23*2,3 +•■•-*-  Z,*2,  <  +  •••+  2„*2,m) 


Z? *,, ,  —  2 Z,-  (z,-+,  bi,i^,  -h. ..-h  z,„  bi. 


\ 

Si  maintenant  on  fait  à  la  fois 

=  z,  *,,,  +Z2  ^,,2-1-  23*,_3  -f-...-4-  Z,-^,.,-  -f-...+  Z,„/?,,,„+  /,  \j—  I, 
=  -I-  22^2.2  +    23*2.3  +•■•+   2|*2,  (■+•••+   2m*o,,„  +    ^2  V  —    I' 

=  +    2,  *,•,,+•••+   2n.  *,,  m  -'1-    ti  V  —    I  5 

■1=  +  -m  h,„,  ,n  +  t,„  V  —    I  5 

et  qu'après  avoir  élevé  au  carré  chacune  des  nouvelles  variables  S,,  on 
en  fasse  la  somme,  il  ne  s'y  trouvera  que  quatre  espèces  de  tenues  : 
En  z?  dont  le  coefficient  sera 

^r.i+  //!,, +  ...-(-  *?_,,,+  *f,i» 

et  contiendra  i  termes; 
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En  1  z-i  Zi'  dont  le  coefficient  sera  de  même 

^1. .  ^.,<'  +  ^2,  i  ^2,  ,'  +  ■••+  ^,-1,1  fii-,.i'  -+-  hii  hi^,', 
contenant  /  ternies; 

En  —  2  7,- V  —  I  multiplié  par  l'expression  variable 
t<  h,^i-h  t^h..^,  -(-...+  tih,,, 

contenant  encore  /  termes; 

Et,  enfin,  les  m  carrés  des  tj  pris  négativement. 

Si  donc  on  fait  les  coefficients  des  zj  égaux  à  ceux  que  ces  variables 
ont  dans  l'exposant  de  e,  et  qu'on  agisse  de  même  pour  les  coeffi- 
cients des  doubles  produits;  ce  qui  donnera 

^2,  a  =   ^1,2+   ^'2,2  7         1^2,3=    fii.^hui^   ^2,2  ^2.  J» 
^.1,3=   ^1,3+    ^1,3+   f>l.3} 

^2,4=  ^(.2  ^(,4  +   h.i^'i.if 

^3.4=  A.,  3  ^..4   +   fh.3^'2.:-^   ^3.  3  ^3,*  5 

*i.l=^l,«  +^2,4  +^3.4  -^    h'i_,, 

b,,i  =  h,_,  h,i, 

^2.1    =   ^1.2   ^1,1    +    ^2,2  ^2,  M 

^3./  =   ^),3   ^(.J    +   ^2.3  ^2..    +   ^3,3  ^3.1, 


(9) 


bii'=  fi,ih,i'-h  fi.^ih^_i'-h  ^3,, ^3., '  +  ...+  hi>,'h,'i, 


bii^hl^i         +Ai,,-  +^f,,,         4-...4- A:.,,H-...-H  A,,,, 

relations  dont   la  loi  est  facile   à  saisir;    puis,  qu'on  assujettisse  les 
nouvelles  variables  /, ,  qui  seules  multiplient  les  premières  puissances 
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des  z, ,  aux  conditions 

pi  =  ii  ^'.,1, 


il  est  manifeste  que  la  somme  des  carrés  des  variables  êj  sera,  sauf  le 
signe,  égale  à  la  fonction  des  Zi  et  des  p,  qui  formait  l'exposant  (7), 
moins  la  somme  des  carrés  des  variables  f,.  Ainsi  l'exposant  pourra 
être  remplacé  par  la  somme  négative  des  carrés  des  variables  nou- 
velles ê,  et  ti. 

D'un  autre  côté,  les  relations  (8)  et  (10)  assurent  immédiatement 

d%^  d%2  •  ■  •  d^m  =  (fz,  rfzo . . .  dz,„  h,_,  ^2, 2 . . .  h„,,„, 
dp,  dp2---  dp,„  =  dt,  dt^...  dt,n  h,  ,  h-y^^--  h,„_,„  ; 

de  sorte  que 

dp,  dpi  dp,n  X  dz,  dz^...  dz,„  =  dt,  dt^...  dt,„  x  d§,  rfê,...  dS,„. 

Partant,  les  variables  se  trouvent  complètement  séparées  dans  l'in- 
tégrale multiple ,  les  limites  des  g,  restant  infinies,  comme  celles  des  z, 
ou  des  a,  dont  elles  dérivent;  et  Ton  obtient  la  probabilité 


dt,  dto...  dt,„  e      '       '     ' 


r  X 


J 

Dans  cette  nouvelle  expression,  l'intégrale  multiple  relative  aux  ê 
s'obtient  sans  autre  peine  que  d'écrire,  attendu  les  valeurs  connues 

f"  d§e-^'=\/n,       r*  g="+'r/ge-«'=o, 

*/  —  00  J — co 


x; 


g^ ' dÊ e- «■  =  '•^-^•••^'~'  v'^ • 
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On  aura  doue 


,/: 


./§,  r/g,...  ^ê,„e"^'~^=  — •~^"'  =  (vt:)" 


Mais,  lorsque  la  fonction  sous  le  signe  sera  multipliée  par  les 
quantités  représentées  dans  l'équation  (6)  par  Z3  et  Z4  ou  par  Z^ ,  le 
résultat  sera  moins  simple.  On  reconnaît  sur-le-champ  qu'il  ne  con- 
tiendra que  les  parties  de  ces  expressions  multipliées  par  des  puissances 
paires  de  6,  les  puissances  impaires  disparaissant.  Il  en  ressort  que  Z3 
se  changera  en  une  fonction  B3  (vî^)'"  des  ^,,  ne  renfermant  que  les 
puissances  première,  deuxième  et  troisième  de  ces  nouvelles  variables  ; 
Zi  deviendra  B4  (y::)'"  et  ne  contiendra  que  les  puissances  zéro,  pre- 
mière, deuxième,  troisième  et  quatrième;  enfin  Z3  devenant  Bj  (vt^)"' 
offrira  les  puissances  zéro,  première,  deuxième,  troisième,  quatrième, 
cinquième  et  sixième  des  ^,.  Ces  termes  ne  seront  pas  développés, 
uniquement  pour  abréger. 

D'après  toutes  ces  remarques,  il  reste  pour  la  probabilité 

Jdt,d.....dt,„e-''-''--'"\.  -  lB,+  ^^B.-  ^^B,) 


(v/t)" 

Une  seule  difficulté  semblerait  peut-être  entraver  cette  transforma- 
tion (si  l'on  écarte,  bien  entendu,  celles  qui  tiennent  au  procédé  de 
Laplace,  dont  il  ne  sera  pas  question  ici).  La  difficidté  dont  il  s'agit, 
c'est  celle  qui  porterait  sur  la  détermination  des  arbitraires  //,,',  les- 
quelles ne  sont  déduites  des  coefficients  é,  ,-  que  par  des  équations  du 
deuxième  degré  (9),  et  pourraientclevenir  imaginaires.  ]Mais  c'est  là 
ce  qui  ne  saurait  arriver,  attendu  que  la  fonction  du  deuxième  degré 
en  c,,  Sav?  2;n  est  une  somme  de  carrés,  comme  on  peut  s'en  con- 
vaincre; et  cette  forme  permet  d'y  appliquer  la  marche  suivie  dans  un 
Mémoire  i)résenté  à  l'Académie  des  Sciences  en  i834  (tome  VI  du 
Ficcneil  des  Savants  étrangers).  La  transformation  successive  des  va- 
riables mettrait  en  évidence  les  sommes  de  carrés  qui  seules  entrent 
dans  les  radicaux,  et  les  rendent  nécessairement  réels. 

Ramenée  par  tout  ce  qui  précède  à  ne  plus  contenir  que  des  inté- 
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grales  de  la  forme 

dte-^"t", 


/• 


rien  ne  sera  plus  facile  que  d'obtenir  la  probabilité  p  lorsque  les 
limites  des  variables  t^  seront  déduites,  au  moyen  des  relations  (lo), 
de  celles  qu'on  voudra  assigner  aux  erreurs  p,.  Les  grandeurs  de  ces 
dernières  sont  arbitraires;  mais  on  voit  que  la  grandeur  assignée  à 
l'une  d'elles  influera  sur  la  forme  de  toutes  les  autres,  ou  tout  au 
moins  sur  la  forme  de  celles  qui  la  suivent  dans  l'ordre  des  rela- 
tions (lo).  Si  l'on  voulait  que  les  variables  p,  fussent  seulement  pro- 
portionnelles aux  termes  /,  /?,, ,,  qui  n'entrent  qu'une  fois  dans  chacune 
respectivement ,  on  n'y  parviendrait  qu'en  assignant  aux  variables  t, 
dans  l'intégrale  p  des  limites  qui  dépendraient  de  ces  variables;  si  bien 
qu'il  ne  serait  possible  d'évaluer  p  que  par  des  approximations  très- 
pénibles.  Mais  il  existe  des  combinaisons  d'erreurs  dont  la  probabi- 
lité peut,  au  contraire,  s'exprimer  sans  trop  de  difficultés. 

Ce  sont  celles  pour  lesquelles  l'exposant  de  e  ne  peut  prendre  que 
les  valeurs  inférieures  à  une  certaine  constante  y^.  On  voit  qu'il  faut 
intégrer  p  dans  cette  hypothèse  pour  toutes  les  valeurs  des  /,  qui 
satisfont  à  la  condition 

t\+  tl+...+  f]  +  ...+  tl  <  ■/-. 

On  y  parviendra  par  plusieurs  méthodes  bien  connues.  Il  pouvait  se 
trouver  quelque  intérêt,  il  y  a  quinze  ou  vingt  ans,  lors  de  la  pre- 
mière recherche  sur  ce  sujet ,  à  développer  ces  procédés.  Il  suffira 
aujourd'hui  de  montrer  qu'il  n'est  besoin  que  d'intégrations  très- 
simples. 

En  opérant  successivement  sur  les  variables  <,,  on  aurait  à  intégrer 
chacune  d'elles  entre  les  limites  égales  et  de  signes  contraires 


ti  —  ±:  s  y-  —  t']  —  tl  —  ...  —  t^_,. 

Or,  entre  de  semblables  limites,  il  est  visible  que  l'intégration  relative 
à  la  fonction  qui  a  été  désignée  par  B3  donnera  un  résultat  nul. 
B3  provient  effectivement  de  Z3,  où  il  n'entrait  que  des  produits  de 
degré  impair  des  z,,  et  où  il  n'est  resté  que  les  termes  affectés  de  puis- 
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sances  paires  des  c,,  c'est-à-dire  ceux  qui  offrent  des  puissances  im- 
paires des  ti.  Ils  donneront  lieu  à  des  intégrations  de  la  forme 


/_: 


cite-'-  f' 


Ainsi,  tout  ce  qui  est  relatif  à  Bj  disparaîtra. 

Quant  à  B^  et  B^,  il  s'y  trouve  des  produits  de  puissances  paires 
des  ti,  et  les  puissances  impaires  seront  affectées  de  \  —  i  ;  celles-ci 
feront  disoaraître  les  termes  imaginaires  où  elles  se  rencontrent.  Mais 
l'intégration  laissera  subsister  tous  les  termes  où  il  n'entre  que  des 
puissances  paires.  Le  résultat  ne  sera  donc  pas  nul.  Seulement,  tous 
les  termes  de  ces  fonctions  acquièrent,  par  la  substitution  des  valeurs 
de  z,  en  fonction  des  ê,  et  ^,,  des  diviseurs  qui  contiennent  les  carrés 
des  sommes  finies  des  facteurs  K,  /, ,  lesquels  sont  au  nombre  de  n  dans 
chaque  somme.  Ainsi,  quand  le  nombre  n  des  observations  sera  très- 
grand  ,  chacun  des  termes  sera  de  l'ordre  très-petit  —  Il  serait  super- 
flu de  s'arrêter  sur  ce  point  dans  la  question  présente.  On  sait  assez 
que  c'est  là  précisément  la  forme  qu'amène  l'analyse  de  Laplace.  Il 
n"v  aurait  à  le  montrer  par  le  calcul  même,  d'autre  difficulté  que  la 
longueur  de  l'écriture  de  ces  expressions  assez  complexes.  Toutefois, 
il  faut  faire  observer  que,  quand  il  y  a  /w  éléments  ou  inconnues,  et 

non  une  seule,  le  nombre  de  ces  termes  de  l'ordre  de  -  dépend  du 

nombre  m.  De  sorte  que  l'ensemble  de  ces  termes  n'est  que  de  l'ordi-e 

de  — ■  Il  est  donc  indispensable ,  puisque  l'on  néglige  constamment 

cette  partie  de  l'intégrale,  de  s'assurer  que  —  est  un  grand  nombre; 

assez  grand  surtout  pour  contre-balancer  l'influence  des  puissances 
de  7  qui  entrent  dans  ces  termes  jusqu'à  7°.  Ce  sera  donc  dans  les 

applications  une  condition  à  ne  pas  oublier,  que  7"  —  reste  de  l'ordre 

des  quantités  qu'on  croira  pouvoir  se  permettre  de  négliger.  S'il  n'en 
est  pas  ainsi,  on  ne  pourrait  s'assurer  quelque  exactitude  que  pour 
de  petites  valeurs  de  7;  et  c'est  ce  qui  n  a  pas  toujours  été  fait  avec 
l'atlention  que  ce  point  mérite. 
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D'après  ces  considérations ,  il  ne  reste  plus  à  s'occuper  que  de  la 
formule  d'approximation 

■  t\  —  ...  —  tl, 


fdt, 


dtn...  dt,„ e 


Entre  les  limites  égales  et  de  signes  contraires,  il  est  palpable  que 
les  valeurs  négatives  des  ti  donnent  des  résultats  égaux  à  ceux  que 
produisent  les  valeurs  positives.  On  peut  donc  doubler  le  résultat  de 
chaque  intégration ,  ou  multiplier  l'intégrale  ci-dessus  par  a'",  et  ne 
faire  le  calcul  que  de  zéro  aux  limites  positives.  C'est  ce  qui  s'exécute 
facilement  en  transformant  d'abord  l'une  des  variables  <„,  par 
exemple ,  au  moyen  de  la  relation 


t^  dt^  =  udu, 

a  du 


dt,„  = 


^Iw—t]  —t\—...—  tl,_. 


qui  entraîne  pour  les  limites  de  it  les  valeurs  zéro  et  7.  L'expression 
de  /j  se  ramène  ainsi  à 

et  sous  cette   forme  il  suffit  de  la  seule  intégrale  vraiment  élémen- 
taire , 


J^j-„                       0              o-hirf  n -H  -  )  ri -+i 
di  t"  {a  —  t-y  =  a         ^   —^ ^ 


pour  réduire  l'intégrale  multiple.  Les  fonctions  gamma  n'ont  ici  pour 
objet  que  d'abréger  l'écriture.  La  formule  qui  les  contient  est  propre- 
ment celle  qui  sert  à  réduire  les  termes  renfermés  dans  B^  et  B,.  Il 
faut  y  faire  r]  =  o,  pour  l'appliquer  à  la  valeur  approximative  de  p. 
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Elle  devient,  dans  ce  cas  particulier, 

Employant  {m  —  i)  fois  cette  expression,  en  ayant  soin  de  donner 
successivement  à  a  les  valeurs  {ir  —  t]  —  1%  —  ...  —  t,),  qui  résultent 
de  la  disparition  d'une  des  variables  «,  à  chaque  opération,  on  ob- 
tiendra 

r        dt.dt.....dt^_.         _,,»-./v^r-''G),,  r(.)   ./(^).,     x£^ 


r) 

Substituant  dans  ^,  il  en  résulte 

p=-— — -  /     u'"-^  due-"'. 


Ce  résidu  tort  simple  reçoit  deux  formes  très-différentes  selon  que  le 
nombre  m  des  éléments  ou  des  inconnues  est  pair  ou  impair.  H  est 
très-digne  de  remarque  qu'au  point  de  vue  du  calcul  numérique ,  la 
probabilité  soit  plus  simplement  exprimée  quand  il  se  présente  un 
nombre  pair  d'inconnues,  que  lors  même  qu'il  s'agit  d'une  seule. 

On  sait  effectivement  que 


'«  —  2  ..m-»  f'    '        m  —  2    w  —  4 


m  —  2    m  —  4 


e-V 


m  —  2     m  —  4         "'  —  2i/n  —  2 


•/o 


-^'-"r/Me-"'. 
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De  sorte  que,  pour  m  =  ^g, 

C  1  '  O  '  2  2  '  ■       f   ^- ■/' 

'      II"    'aMe-"=/  >- 

O  1  _    2g  — 2      2g  — 4  2  12 

\  2  2  2' 

2g  — 2      2g—  4  2      J^^ 

2  2  2       2 

qu'on  peut  écrire 


^t,  pour  7«  =  2  g:  —  I  , 


Jo 


2g  —  3    2g  —  5        3    I 

2  2  2      2 


1      f7a  e^  "" , 


•      5.       •  •      .  1      T-.  /2g —  l\  2ff — 3      2g- —  5  3     V'' 

qui  s  écrira  aussi ,  a  cause  de  T  \-^—     *         " 


X'" 


■'s-^due-'''  =  V 


xH'— ^K-^)-[;(%^;(%--;êj] 


On  aura  donc  enfin 


[p■is-^^=■-l=^  j     due-"'  —  e-/'  [    /'^  '    v+— 7-^ — 5T  +---H 7^  ■+-  "tW  1 


/^a„-  =:  1  —  e- 


Telles  sont  les   expressions  approchées  de  la  probabilité  que  les 

8.. 
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erreurs  p,  (lo),  exprimées  en  fonctions  des  variables  /,,  ne  peuvent 
pas  s'étendre  au  delà  des  limites  assignées  par  la  condition 

(12)  /j -4- «;  +  ...+ ^7.  <  7^ 

S'il  n'y  avait  que  trois  variables,  on  pourrait  exprimer  cette  condi- 
tion en  disant  que  les  points  qu'elles  déterminent ,  quand  on  les  re- 
garde comme  des  coordonnées  rectangulaires,  ne  sortent  pas  de  la 
sphère  de  rayon  y.  L'analogie  conduit  donc  à  dire  que  les  variables  t 
ne  peuvent  sortir  de  l'étendue  de  la  relation  analytique 

t^^  -h  tl -h  . . . -{-  tl  =  f, 

qui  ne  permet  à  aucune  d'excéder  ±:  y. 

On  reconnaît  sans  doute  déjà,  dans  les  formes  générales  de  la  pro- 
babilité (11),  combien  elle  sera  différente  selon  le  nombre  des  élé- 
ments; on  voit  qu'elle  diminue  pour  une  même  valeur  y,  à  mesure  que 
le  nombre  m  des  éléments  s'accroît,  et  c'est  ce  qui  doit  être,  confor- 
mément aux  principes  du  calcul  des  probabilités  rappelés  au  commen- 
cement de  ce  travail. 

C'était  là  le  but  principal  qu'il  s'agissait  d'atteindre;  et,  jusqu'à 
certain  degré,  il  serait  loisible  de  s'y  arrêter.  Car  on  reconnaît  sans 
peine  que  les  coefficients  K,  /,  peuvent  être  ceux  que  donne  la  méthode 
des  moindres  carrés,  puisque  ceux-ci  satisfont  aux  conditions  peu 
nombreuses  (3),  qui  seules  sont  imposées  à  ces  facteurs  K,  ;, ,  pour 
qu'il  en  résulte  des  valeurs  des  inconnues. 

Mais,  comme  les  expressions  des  erreurs  de  ces  éléments  sont  ici 
différentes  de  celles  qui  se  trouvent  répandues  dans  plusieurs  ou- 
\  rages  depuis  les  théories  de  M.  Gauss  et  de  Laplace,  on  se  deman- 
derait, sans  nul  doute,  si  les  résultats  de  l'analyse  précédente  rendent 
ou  non  nécessaires  les  facteurs  K.,  /,  particuliers  à  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Il  semble  donc  indispensable  de  prouver  que,  sous 
les  conditions  posées,  la  valeur  de  la  probabilité,  ou  plutôt  les  ex- 
pressions des  erreurs  dans  lesquelles  toutes  les  difficultés  de  la  ques- 
tion sont  réunies,  puisque  la  probabilité  n'est  qu'une  pure  constante 
qu'on  peut  calculer  d'avance  et  dont  on  a  des  Tables,  auxquelles 
il   ne  s'agit  que  d'appliquer  des   erreurs  de  grandeur  donnée;    il 
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semble  indispensable  de  prouver  que  les  erreurs  ne  seront  les  plus 
petites  possible  que  quand  on  emploiera  à  l'élimination  des  inconnues 
les  facteurs  K,,  ^  assignés  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  On 
verra  alors  clairement  que  l'omission  commise  sur  la  valeur  de  la 
probabilité  des  erreurs  n'altérait  que  cette  probabilité,  et  que  la 
modification  qui  la  répare  (formules  ii)  n'apporte  aucun  changement 
au  mode  d'élimination  prescrit  par  la  méthode.  C'est  ce  qui  va  être 
fait,  avant  de  procéder  à  quelques  applications  numériques. 

Mais  dès  à  présent  il  convient  de  le  redire,  les  formules  (i  i)  et  (lo) 
réparent  l'omission  complétem.ent.  On  reconnaît,  de  plus,  qu'elles 
s'appliquent  à  tous  les  systèmes  d'élimination  au  moyen  de  facteurs 
ou  de  combinaisons  linéaires  des  équations  données  par  l'observation. 
Elles  permettent  ainsi  de  calculer  l'erreur  et  la  probabilité  dans 
nombre  de  cas  où  l'on  ne  veut  pas  prendre  toutes  les  peines  qu'exige 
la  méthode  des  moindres  carrés. 

Elles  renferment  effectivement  le  calcul  de  la  probabilité  d'un  sys- 
tème de  fonctions  linéaires  r,  (4)  d'erreurs  s^  soumises  à  une  loi  de 
probabilité  y  (e),  quelle  que  soit  l'origine  de  ces  fonctions,  et  quelles 
que  puissent  être  les  déterminations  des  facteurs  K,^  /,.  Ces  formules 
offrent  donc  la  solution  d'une  classe  de  problèmes  assez  étendue,  dans 
lesquels  la  coexistence  de  plusieurs  fonctions  est  nécessaire,  et  où  l'on 
ne  saurait  dès  lors  avoir  en  vue  que  la  probabilité  de  leur  ensemble. 
Il  est  d'ailleurs  assez  digne  de  remarque  que  les  expressions  de  la 
probabilité  soient  les  mêmes  que  si  les  fonctions  r,  ou  pi  étaient  indé- 
pendantes, et  qu'il  ne  se  fût  agi  que  de  faire  le  produit  de  leurs  pro- 
babilités particulières,  puis  d'en  déterminer  la  valeur  sous  la  condi- 
tion (12);  il  est  bien  entendu  que,  dans  ce  cas,  les  relations  (10)  ne 
subsisteraient  pas.  Mais  il  faut  s'arrêter  dans  ces  indications ,  et  re- 
venir à  la  méthode  des  moindres  carrés. 

§  m- 

Il  s'agit  de  rechercher  quelles  sont  les  valeurs  des  facteurs  arbi- 
traires K,,  /,  qui  donneront  les  plus  étroites  limites  aux  erreurs  p,  pour 
une  probabilité  déterminée  par  la  constante  y. 

La  question  ne  saurait  se  résoudre  sans  la  connaissance  de  l'étendue 
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des  valeurs  que  peut  prendre  une  erreur  p,  dépendant  des  i, ,  selon 
les  formules  (lo),  quand  les  ^  sont  soumises  à  la  condition  (12), 

t\^tl-r...  +  tl<f. 

Qu'on  suppose  d'abord  les  variables  ti  liées  par  la  relation 

t\  +  tl+  ...  +  t-  =  «, 

et  qu'on  cherche  la  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir 

qui  ne  contient  que  i  des  m  variables  t.  On  pourra  considérer  ces 
/  variables,  qr.elles  que  soient  d'ailleurs  les  m  —  i  restantes  comme 
liées  par  l'équation 

l'artant .   on  aura,  pour  la  plus  grande  valeur  de  p,,   les  conditions 

dp,  ,  j       dt, 

ti'  dti'  +  ti  dti  =  o  , 

r,/  étant  l'une  quelconque  des  /  premières  variables,  v  étant  regardée 
comme  constante  relativement  à  ces  variables ,  et  ^,  se  trouvant  fonc- 
tion des  /  —  I  qui  la  précèdent.  On  déduit  de  là 

7  7      ti.  /,/       //,/,, 

hi'  i  —  «,  ,  —  =  o     ou     —  =  T-^  • 

t,  ti  hi_i 

Il  faudra  donc  que  les  t,'  soient  proportionnels  aux  ^,'  ,  correspon- 
dants. Posant 

on  en  conclut 

Or,  en  vertu  de  la  dernière  des  relations  (9),  la  somme  qui  multi- 
plie y  est  précisément  égale  au  coefficient  i,,;  on  a  donc 


Ph,  =  ^     et     f=\fi-' 
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La  valeur  la  plus  grande  de  p,  sera  donc 

—  bi,i\/-i^=Svbi,i. 

Cette  valeur  sera,  en  effet,  la  plus  grande  absolument,  car  on  peut 
s'assurer  que  le  signe  de  la  différentielle  seconde  totale  est  négatif  ou 
positif,  selon  qu'on  prend  le  facteuf  f  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire 
selon  qu'on  prend  p,  à  sa  limite  positive  ou  à  sa  limite  négative.  Au 
lieu  de  calculer  la  différentielle  seconde,  ce  qui  n'est  pas  très-com- 
pliqué, on  abrégera  cependant,  en  substituant  y^,', ,  +  (?,'  dans  p,  au 
lieu  de  t^',  ce  qui  donne 

p,.=/(^f_,+ Ai, ,  +  ...+  h-]j)  +  d\  A,.,  +  o\  Ao,, ■  +  ...  + o\ /!,,,• 
=/è,.,  +  â,  A,. ,  +  o\  //j, ,  +  . . .  4-  (?,  /i,, ,. 

Faisant  la  même  substitution  dans  v,  il  vient 

V  ^  f^h\,i  +  hl,,  +  ...  +  h^,  j) 
+  2/(0"',  A, , ,  +  c?.,  ^2, i  ^-  •  ■  •  +  ^i  hi,i) 

+    02   +   (?!  +  ...+    C?f, 

et,  par  suite  de  la  valeur  de  /%  il  ne  reste  que 

(?,  /?,.,+  ù^h._j  +  ...+  '}ih,,,=  -  ^^((??+ c?i +...  +  (??)• 
Ainsi 

p,=./[^.,,-l(r??  +  r?^  +  . ..  +  <?,)]• 
La  valeur  de 

est  donc  un  maximum  ou  un  minimum,  suivant  le  signe  de  y,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  bien  la  plus  grande  absolument. 

Il  ne  faut  pas  oublier,  maintenant,  que  «"  a  pour  limite  supé- 
rieure u,  ce  qui  suppose  que  tous  les  t  de  ^,+,  à  t,„  sont  nuis.  D'après 
cela,  les  limites  extrêmes  de  p,  sont  ±  \Jubi^i.  Puis,  comme  u  doit 
rester  inférieur  à  7°,  on  voit  que,  définitivement,  pour  une  probabi- 
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lité  déterminée  par  la  constante  7,  cette  constante  fixe  très-simple- 
ment l'étendue  des  limites  des  erreurs  p,  sous  la  forme 

Pi—  ±  7V*i,i- 

Au  surplus,  cette  forme  était  bien  facile  à  prévoir  d'après  la  première 
des  relations  (10)  et  la  symétrie  de  tout  ce  calcul.  11  y  a,  en  effet, 
dans  les  relations  (10),  une  symétrie  réelle  qui  dépend  de  ce  qu'une 
des  erreurs  peut  occuper,  à  volonté ,  un  rang  quelconque  dans  les 
transformations;  si  bien,  qu'il  est  permis  d'affirmer  que  ce  qui  peut 
se  reconnaître  sur  l'erreur  exprimée  le  plus  simplement,  a  lieu  néces- 
sairement pour  toutes.  Mais  l'apparence  asymétrique  des  relations 
posées  a  fait  préférer  une  preuve  plus  saisissable. 

Si  l'on  se  rappelle  actuellement  que  è,^ ,  n'a  fait  que  remplacer 
S.K?_^,  on  aura,  pour  les  limites  de  p,, 


p,=  ±:7VS.R?.A- 

11  ne  reste,  dès  lors,  pour  lestreindre  le  plus  possible  cette  étendue 
des  erreurs  pi,  qu'à  trouver  les  moyens  de  rendre  un  minimum  la 
somme  de  carrés  S.K^  ;;.  Or  on  sait  que  c'est  là  une  des  propriétés 
des  facteurs  par  lesquels  on  effectue  l'élimination  dans  la  méthode  des 
moindres  carrés. 

On  ne  peut  guère ,  pour  le  démontrer  brièvement ,  prendre  d'autre 
voie  que  la  comparaison  immédiate  des  coefficients  R,_  ^  qui  servent  à 
obtenir  la  valeur 

Xi  =  S  W/,  R,-_  /, , 

avec  les  facteurs  qui  donneraient  la  même  inconnue,  d'après  la  mé- 
thode des  moindres  carrés. 

Appelant  ces  facteurs  A,/,,  il  est  clair  qu'ils  satisferont,  comme  les 
K,,A>  aux  équations  (3),  dans  lesquelles  il  suffirait  de  substituer  une 
lettre  à  l'autre,  et  qu'on  trouverait 

x,  =  Sco^A,,/,. 

Mais  en  même  temps,  si  l'on  avait  opéré  directement  selon  les  pres- 
criptions de  la  méthode  en  formant  m  équations,  à  l'aide  de  la  multi- 
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plication  successive  des  n  équations  (il  par  les  coefficients  de  chaque 
inconnue,  ces  m  équarions  seraient 

^t  Srt^A  «.,/,+  -2  S«,./,  «2,/,-+-...+  a:,S(7,  /,  a,  ^,  +  ...  =  Sa,./,  w/,, 

ce,  Sa^^h  «.,/,+  -^sSAo, /,  rto, /,  +  ...+  XiSa^,,  a,^,,-^...  =  Sa.,./,  ojyi, 

X,  Sa,,/,  a,,/,-f- .ToSa,-,;;  «.,./,  +  ...+  .T,Sa,. ;;  n,_/,-h...  =  S«7,. /^  oj,, , 

■3^1  Sa„,/i  «,./,+  Jr„  Sa„, /,  «2,  /,  +  ...  -f-  Xi  Sfl,„.  /,  rt„  /,+...  =  Sa„,  /,  ov, , 

et  l'on  éliminerait  en  multipliant  par  m  facteiu's  B,,  B,,...,  B,,...,  B,„, 
qui  seraient  assujettis  à  autant  de  relations,  telles  que  l'on  eût 

x]  =  B,  Sa,/,  w/,  -h  BoSrto, /<«/,  +..--I-  B,„  Sa,„,^  w^i, 

ou  la  même  valeur  que  par  les  coefficients  A,./,. 

On  pourra  réunir  en  facteur  commun  tout  ce  qui   multiplie  o),. 
0)2,...,  o)„,  et  il  en  résultera 

x\  =  w,  2B,'fl,'  ,  -+-  «2  2B,'a,',2+  "3  2B,'(7,'^  ;j +  ...+  w/,  2B,-rt,', /, +  ... 

+  &)„2B,'fl,',„. 

En  rapprochant  cette  forme  de  la  précédente 

x,  =  Sw,i  A,-,/,, 

on  reconnaît  que  les  coefficients  A,,/,,  appliqués  directement  aux 
n  équations  données,  sont  liés  aux  facteurs  B, ,  B„ ,  etc.,  par  la  rela- 
tion 

A,-,A  =  2B,'fl,',/,. 

Que  maintenant  on  se  reporte  aux  relations  (3)  des  K,  /,  et  qu'on 
en  retranche  un  système  de  relations  semblables  dans  lesquelles  on 
aura  mis  A,,  a  à  la  place  de  K^  /, ,  ainsi  que  la  remarque  en  a  été  faite 
tout  à  l'heure;   la  soustraction   de   deux  relations   correspondantes 
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donnera  un  système  de  m  équations 

S«,,a(K,-,a- A,-,a)  =  o, 
Sa.,,,(K„A  — A„;,)  =  o, 


S«,'.a(K,-,/,  —  A,,,,)  =  o, 
S«,,/,  (K.,, /,  —  A,-,  ^)  =  o, 

Srt,«,A(K.„/,  —  A,-,/,)  =  o; 

et  il  devient  manifeste  qu'en  les  multipliant  par  les  lacteurs  B,»  res- 
pectivement, puis  les  ajoutant  toutes,  elles  donneront 

et,  comme  2£B,' «,/,;;  n'est  autre  chose  que  A,,  ^  dans  la  méthode  des 
moindres  carrés,  il  en  résultera 

S[A,-,;,(R,-,-A,.,)]  =  o, 
ou  bien 

SA,,  aK,-,,,  =  SA?,,, 

relation  singulière  entre  les  facteurs  arbitraires  K,,  /,  et  ceux  que  né- 
cessite le  minimum  des  carrés.  De  là  rien  n'est  plus  facile  que  de  con- 
clure l'identité 

SR?,A--2SA,-.AK„^  =  SR-^,;,-ciSA?,A, 
puis 

SR^,  -  SA!,,  =  SK?,,,  -  2SK„A  A„„  +  SA?,,, 

et 

SR?,  yi  =  SA?. ,  +  S  (K,-.;,  -  A,, ,)% 

expression  par  laquelle  M.  Gauss  a  démontré  que,  sous  les  rela- 
tions (3),  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  facteurs  R,,  y,  a  lieu 
quand  ces  facteurs  sont  précisément  les  facteurs  A,, ,  assignés  par  la 
méthode  de  Legendre. 

Cette  méthode  réduit  donc  les  erreurs  qui  entreront  nécessairement 
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dans  les  valeurs  des  x,,  aux  plus  étroites  limites  possibles,  pour  une 
probabilité  donnée.  Réciproquement,  si  un  système  de  limites  déter- 
mine une  probabilité,  comme  la  quantité  y  qui  sert  à  la  calculer 
sera  liée  à  toutes  les  limites  par  la  relation 

^=7ssTrG,. 

il  est  palpable  que  7  sera  un  maximum  pour  le  minimum  de  S.R;,/,, 
on  pour  le  résultat  de  la  méthode  des  moindres  carrés;  de  sorte 
qu'un  système  de  limites  étant  choisi,  la  probabilité  que  les  erreurs 
n'en  sortiront  pas  sera  la  plus  grande  possible,  quand  on  aura  déter- 
miné les  inconnues  par  cette  méthode. 

II  a  déjà  été  dit  effectivement  que,  dans  les  formules  f  1 1),  la  valeur 
de  j9  est  croissante  avec  7.  C'est  ce  qu'on  reconnaîtrait  immédiatement 
par  la  différentiation  de  ces  formules  qui,  toutes  deux,  lorsque  w  est 
le  nombre  2^  ou  2g^  —  i  des  éléments,  ont  pour  dérivées  la  quantité 

dPm    _    „ .  =        7""' 


(ï) 


expression  très-simple  qui    ne  changerait   de  signe  qu'avec  la   con- 
stante 7,  ici  regardée  comme  variable. 

On  peut  s'assurer  que,  pour  ;?i  ^  i,  quand  il  n"y  a  qu'un  seid  élé- 
ment ou  une  seule  inconnue  or,  toutes  ces  fornudes  rentrent  complè- 
tement dans  les  relations  connues 


f  =  a,  S .  A^  +  /S  \  2  (  Uj  —  /xp, , 
limites  de  p  =  ziz  7  yS.A^, 

On  connaît  les  procédés  simples  donnés  par  Laplace  et  par  M.  Gauss 
pour  déduire  les  quantités  fji,  et  fjij  des  observations  mêmes.  Ces  pro- 
cédés, qui  dépendent  de  ce  qu'on  a  appelé  la  théorie  des  probabilités 
à  posteriori,  ne  sont  pas  modifiés  par  le  changement  qui  vient  d'être 
développé.  Il  n'influe  heureusement  que  sur  la  grandeur  de  la  proba- 

9- 
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bilité,  ou  plutôt  sur  l'étendue  des  erreurs  les  plus  probables.  li  ne 
sera  donc  pas  question  ici  du  calcul  de  fx,  ni  de  a,.  Mais  il  a  paru 
nécessaire,  sinon  de  former  des  Tables  des  valeurs  numériques  des  for- 
mules (il),  du  moins  d'en  présenter  quelques  valeurs  intéressantes. 

Avant  de  procéder  à  cette  application  ,  peut-être  convient-il  de  faire 
observer  que  si  l'expression  de  la  probabilité  p  donnée  généralement 
(page  54), 

avait  été  intégrée  relativement  à  toutes  les  variables  excepté  une,  le 
résultat  aurait  été  la  probabilité  des  limites  assignées  à  l'erreur  p  cor- 
respondante, quelque  grandes  que  fussent  toutes  les  autres  erreurs  : 
en  d'autres  termes,  la  probabilité  de  cette  erreur  considérée  isolé- 
ment, et  comme  si  les  autres  n'existaient  pas.  On  arriverait  de  cette 
manière  aux  foi  mules  relatives  au  cas  d'un  seul  élément,  telles  qu'elles 
viennent  d'être  écrites,  c'est-à-dire  au  mode  ordinaire  de  calcul  de  la 
probabilité.  Mais,  encore  une  fois,  ce  mode  la  donne  beaucoup  trop 
grande ,  puisqu'il  compte ,  dans  le  calcul ,  toute  la  probabilité  des 
combinaisons  d'erreurs,  dans  lesquelles  les  autres  erreurs  ont  des 
grandeurs  qui  ne  perVnettraient  même  plus  de  se  fier  aux  équations. 
On  va  reconnaître,  au  surplus,  l'extrême  différence  des  deux  résul- 
tats. 

Les  mêmes  considérations  ont  empêché  d'avoir  égard  aux  valeurs 
moyennes  des  erreurs.  On  sait  qu'on  appelle  ainsi  la  somme  des  pro- 
duits des  erreurs,  prises  toutes  positivement,  par  leurs  probabilités 
respectives.  Cette  moyenne  arithmétique,  dans  laquelle  chaque  erreur 
entre  proportionnellement  au  nombre  des  chances  qui  peuvent  l'ame- 
ner, ne  peut  être  un  indice  exact  de  l'importance  d'une  erreur  que 
quand  elle  est  calculée  isolément.  Si ,  au  contraire,  il  se  rencontrait 
que  les  grandeurs  les  plus  considérables  de  l'erreur  d'une  inconnue 
fussent  précisément  celles  qui  dépendent  de  systèmes  d'erreurs  dont  la 
probabilité  est  (aible,  on  conçoit  que  la  moyenne  pourrait  donner  une 
idée  erronée  de  la  grandeur  la  plus  ordinaire  de  l'erreur  spéciale  à 
laquelle  elle  se  rapporte.  En  général .  l'emploi  des  valeurs  moyennes 
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est  chose  délicate,  à  moins  qu'elles  ne  fassent  l'objet  spécial  des  re- 
cherches. On  sentira  sur-le-champ,  par  exemple,  que  même  dans  le 
cas  le  plus  simple,  la  moyenne  des  erreurs  &,,  qui  se  calcule  en  inté- 
grant 

^  /     cite       ivS.K?.,,  ^-^VS.K?.,, 

ne  donne  pas  une  idée  bien  juste,  puisque  les  limites  entre  lesquelles 
il  V  a  un  contre  un  à  parier  que  peut  tomber  la  valeur  jO,  sont  dé- 
terminées par  l'équation 

fdt  e-  '■  =    f^dt  e-''  ='-  V  7f  -  f  'dt  e~  '", 
ou  bien 


X 


dti 


d'où  l'on  tire 


z=  0,476936. 


— =  est,  au  contraire,  égal  à  o,564  18. 

V'TT 

La  moyenne  des  erreurs  est  donc  loin  de  se  rencontrer  parmi  les 
erreurs  les  plus  probables.  A  la  vérité,  cette  moyenne  est  celle  de 
toutes  les  erreurs  prises  avec  le  signe  -+-,  et  la  moyenne  réelle 
est  o.  11  y  aurait  plus  d'une  observation  à  faire  sur  l'usage  des 
moyennes;  mais  il  faut  ici,  pour  éviter  trop  de  longueurs,  ne  pas  s'y 
arrêter,  non  plus  qu'à  un  grand  nombre  d'autres  points  utiles.  Il 
sufBt  d'avoir  montré  que  les  moyennes  n'ont  pas  toujours  le  sens  que 
les  habitudes  de  l'esprit  y  font  attacher,  dans  les  circonstances  les  plus 
ordinaires;  et  que,  en  conséquence,  elles  ne  sont  point  prppres  à  la 
démonstration  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  Aussi  est-ce  de 
cette  évaluation  de  la  moyenne  des  erreurs,  prises  avec  le  signe  posi- 
tif, que  M.  Gauss  forme  une  espèce  d'objection  à  l'analyse  de  Laplace 
[Theoria  Comhinatiotiis ,  etc.).  Le  fait  est  que  le  résidtat  ne  serait  point 
rigoureux,  si  cette  moyenne  ne  s'était  trouvée  proportionnelle  aux 
limites  des  erreurs.  Mais  il  en  est  de  même  de  la  moyenne  des  carrés 
des  erreurs  que  M.  Gauss  croit  pouvoir  adopter  à  priori  comme  crité- 
rium de  la  précision.  C'est,  au  contraire,  l'existence  de  ce  critérium 
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remarquable  que  démontre  l'analyse  de  Laplace,  de  même  que  tout 

ce  qui  précède. 

§  IV. 

Dans  les  applications,  la  valeur  de  la  constante  7,  la  plus  difficile 
à  trouver  peut-être,  sinon  la  plus  utile,  est  celle  pour  laquelle  la  pro- 
babilité est  égale  à  -•  Il  y  a,  pour  cette  valeur,  autant  à  parier  que  les 
erreurs  tomberont  dans  les  limites  qui  en  résultent,  qu'il  y  a  à  parier 
qu'elles  excéderont  ces  limites. 

Ainsi,  d'abord,  dans  le  cas  d'une  seule  inconnue  j:,  Bessel  a  donné 

la  valeur 

Y  =  0,4769364. 

La  dernière  décimale  paraît  inexacte,  et  il  faut  prendre 
y  =  0,47  693627  620. 

Mais  c'est  là  un  véritable  luxe  de  décimales,  en  fait  de  probabilités; 
car  il  sera  bien  rare  que  le  terme  négligé  qui  dépend  du  grand  nombre  n 
des  observations  permette  de  pousser  l'approximation  au  delà  des  pre- 
mières décimales. 

On  a  donc,  pour  une  seule  inconnue,  la  probabilité 

que  l'erreur  /'  de  la  valeiu-  de  oc  est  entre  les  limites 


r  =  fi,  S.  A/,  ±  0,4769....  v2(ft2  —  p.?)  S.  Aï, 

les  facteurs  A  étant  ceux  qu'indique  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Quant  aux  valeurs  p.,  et  p-j ,  elles  doivent  être  cherchées,  soit  en  dehors 
des  observations,  soit  par  les  observations  mêmes,  et  cela,  d'après  les 
procédés  connus  pour  les  probabilités  à  posteriori,  ainsi  qu'il  a  été  dit. 
Lorsque  rien  n'empêche  délever  la  valeur  de  7  jusqu'à  3  par 
exemple,  la  probabilité  que  l'erreur  est  renfermée  dans  les  limites 


r —  fx,  S.  A/,  =  ih  3  y/'î  {[J-i  —  ju.[)S.  A  = 
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est  exprimée  à  peu  près  par 


v/-i 


3 

^<e-''  =  0,99997790. 


C'est  ce  que  l'on  peut  voir  dans  les  Tables  qui  ont  été  publiées  pour 
les  valeurs  de  l'intégrale  —    /     dte~'  [noiammenl  da\}s\' Exposition 

V '=•  Jo 

de  la  Théorie  des  Chances,  de  M.  Cournot.  ) 

Ces  valeurs  sont  précisément  celles  qui  ont  été  appliquées,  par 
omission,  aux  problèmes  qui  comprennent  plusieurs  inconnues.  Elles 
ne  sont  rapportées  ici  que  pour  en  faciliter  la  comparaison  avec  celles 
que  donnent  les  formules  (11;. 

S'il  y  a  deux  inconnues,  il  faut  employer  la  deuxième  de  ces  for- 
mules, et  la  probabilité  est  alors  très-simplement 

p.,  =  i  —  e~''\ 

Elle  devient  égale  à  -,  pour  -  =  e~''  ,   ou  7  =  yla,  la  lettre  1  indi- 
quant les  logarithmes  népériens.  On  trouvera  sans  peine 
y  =  o,83  255461 

Ainsi,  dès  qu'il  y  a  seulement  deux  éléments  à  déduire  des  obser- 
vations, les  limites  comprennent  un  intervalle  presque  double,  et  les 
erreurs  peuvent  être  bien  plus  grandes,  par  conséquent. 

On  a  la  probabilité  -  que  l'erreur  de  l'élément  a:,  est  comprise  dans 
les  limites 


r,  —  fi,  S.  A,,fc  =  ■±.  o, 83 255....  v'2  (fij  —  \i.\)  S  .  A,^,,, 

ou,  si  l'on  veut  que  les  erreurs  puissent  varier,  on  dira  que  -  est  la 
probabilité  de  l'ensemble  de  tous  les  systèmes  pour  lesquels 


/■,  —  fi,  S.  A,,A  =  t,  \2  [ixo  —  /i.7)S.A^_;,, 


-  f..  S  .  A,,  =  t,  sj-.  (,a,  -  a?)  "-s.Af ;-^^' 
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les  variables  t,  et  U  étant  assujetties  à  la  condition 
t]-^tl<  0,69314718...; 

les  quantités  sous  les  radicaux  étant  déterminées  d'ailleurs  par  les 
relations  (9),  où  les  facteurs  A  de  la  méthode  des  moindres  carrés 
remplacent  les  arbitraires  K  dans  les  coefficients 

bi.i'  =  S.R,./,  K,',/,. 

Lorsque  dans  ce  système  on  voudra  atteindre  une  probabilité 
0,99997  790...  égale  à  celle  que  donne  7  =  3  quand  il  n'y  a  qu'une 
inconnue,  il  faudra  résoudre  l'équation 


,— "/' 


=  o>99  997  79«  ■ 


qui  élève  la  valeur  de  7  à  3,27  419 

Ainsi,  pour  des  probabilités  très-grandes,  les  limites  diffèrent  moins 
que  pour  de  faibles  probabilités,  quand  on  passe  du  cas  d'une  seule 
inconnue  au  cas  de  deux  inconnues.  C'est  ce  dont  il  est  facile  de  se 
rendre  compte,  puisqu'il  en  serait  absolument  de  même  si  les  deux 
inconnues  étaient  indépendantes  l'une  de  l'autre. 

Voici  maintenant  (afin  d'abréger)  le  tableau   des  valeurs  de  7  qui 

donnent  la  probabilité  égale  à  -  dans  les  formules  (11),  depuis  m  —  1 
jusqu'à  m  =  8.  Il  ne  serait  pas  difficile,  mais  il  serait  très-long  de  faire 
les  mêmes  calculs  pour  un  plus  grand  nombre  d'éléments  : 

m  —  i,     7,  =  0,47  693, 

in  =  i,     72  =  0,83  255,  =1,7456x7,, 

TO  =  3,     73  =  1,08  76,  =2,2814x7,, 

7^  =  1,29  55 1,  =.>.7i64X7,, 

75=1,4750,  =3,0927x7,. 

76=1,63  525,  =3,4287x7,, 

77=1,7812,       =3,73  47X7<' 
78=  1,91  623,     =4;Oi  78  X  7,. 

Il  ne  s'agit  que  de  comparer  chacun  de  ces  nombres  avec  le  pre- 


m 

= 

4, 

m 

= 

5, 

m 

= 

6, 

m 

= 

7' 

ni 

= 

8, 
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mier,  pour  reconnaître  sur-le-champ  l'étendue  réelle  des  limites  de 
l'erreur  probable ,  déjà  calculées  dans  un  système  d'observations.  Il 
n'existe,  effectivement,  aucun  changement  à  faire  subir  aux  calculs 
ordinaires,  sauf  celui  de  la  valeur  y-  H  est  presque  inutile  de  rappeler, 
de  plus,  que  Terreur  probable  est  ainsi  nommée  parce  que  c'est  préci- 
sément la  valeur  de  la  limite  correspondant  à  la  probabilité  -■ 

Voici  un  exemple  de  ce  rapprochement.  Bessei ,  dans  son  Mémoire 
sur  la  Comète  d'Olbers  [Untersiichungen  ûber  die  Bafin  des  Olbers- 
cheii  Kometen) ,  emploie  à  la  correction  des  éléments  de  l'orbite 
trois  cent  quarante-neuf  observations,  dont  il  forme  des  équations  à 
six  inconnues.  Il  en  conclut,  pour  l'une  de  ces  inconnues,  la  correc- 
tion de  l'excentricité,  une  erreur  probable  de  0,00017127  qu'il 
évalue  en  temps  à  environ  10 [  jours,  sur  les  74  ans  assignés  à  la 
révolution  de  l'astre. 

Dans  ce  calcul ,  Bessei  a  employé  le  facteur 
7,  =  0,47693. 

Puisqu'il  V  a  six  inconnues,  il  convenait  de  prendre,  au  contraire, 

Yç  =  1,63  SaS  =  3,428...  X  7,  , 

c'est-à-dire  plus  du  triple,  et  d'élever  l'erreur  probable  à  o,ooo58-2, 
ce  qui  entraîne  sans  doute  une  erreur  probable  de  près  d'une  année 
sur  la  durée  de  la  révolution. 

On  peut  très-bien  ici  reconnaître  la  Jiécessité  d'étendre  ainsi  les 
limites  de  l'erreur  probable.  On  sent,  en  effet,  qu'il  faut,  pour  que 
les  erreurs  des  autres  éléments  puissent  avoir  la  même  probabilité, 
tenir  compte  de  toutes  les  combuiaisons  dans  lesquelles  chacune  de 
leurs  valeurs  sont  en  droit  d'entrer. 

Bessei  fait  observer  avec  toute  raison  qu'il  est  fort  à  regretter  que 
les  circonstances  du  mouvement  géocentrique  aient  laissé  luie  si  grande 
incertitude  sur  cet  élément,  tandis  que  les  autres  n'offrent  que  des 
erreurs  bien  moindres  comparativement.  La  comète  d'Olbers  ne  de- 
vant revenir  au  périhélie  que  le  9  février  1887,  ce  ne  sera  pas  avant 
trente-cinq  ans  que  ces  calculs   pourront   offrir    un   intérêt  positif. 

TomeXVU.  — Février  iS52.  I<^ 
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^lais  on  voit ,  dans  le  Mémoire  de  Bessel ,  qu'il  assignait  une  proba- 
bilité de  66,85  contre  i,  à  la  limite  d'un  an,  tandis  qu'on  ne  peut 
parier  beaucoup  plus  de  i  contre  i  que  la  comète  n'excédera  pas 
cette  limite,  en  avance  ou  en  retard.  Pour  obtenir  66,85  contre  i  ,  il 
faudrait  résoudre  exactement  l'équation  résultant  de  la  deuxième  des 
formules  (i  i),  ce  qui  donnerait  à  ■/  une  valeur  (2,812)  plus  que  quin- 
tuple de  la  valeur  y, ,  et  entraînerait  une  limite  d'erreurs  possibles , 
bien  que  peu  probables,  d'environ  dix-neuf  mois. 

Il  serait  presque  inutile  de  faire  exactement  ce  dernier  calcul ,  cai- 
le  nombre  des  observations  n'étant  que  de  349,  ^^  '^  nombre  des 
éléments  s'élevant  à  6,  le  diviseur  des  termes  négligés  n'atteint  que  58  ; 
de  sorte  que  ces  termes  pourraient  avoir  une  grande  influence  sur  les 
premières  décimales  de  la  probabilité.  Il  suffit  d'avoir  indiqué  le  sens 
dans  lequel  influaient  les  omissions.  Quant  aux  petites  valeurs  de  ■/, 
il  est  bien  plus  difficile  que  les  termes  négligés  aient  un  effet  capable 

d'altérer  sensiblement  la  probabilité -^  ou  toute  autre  aussi  faible,  et 
r  2 

c'est  par  cette  raison  que  le  calcul  a  été  fait  avec  exactitude. 

Voici  un  second  et  dernier  exemple  de  l'application  des  for- 
mules (11). 

Dans  le  premier  Supplément  à  la  Théorie  analjtique  des  Probabi- 
lités, Laplace  évalue  à  1  000000  contre  1  la  probabilité  que  la  masse 
de  Jupiter,  qu'il  corrige  à  l'aide  de  129  équations,  dans  lesquelles  il 

a  fait  cette  masse  és;ale  à  — ^ — "—.  et  qu'il  réduit  à  r^^,  n'est  pas 

"  1007,09  '■  1070,35  ' 

en  erreur  de  —  de  la  première  valeur.  Cependant  elle  est  portée, 
actuellement,  à  — ^  dans  X Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes,  f^a 

lODO  " 

différence  est  d'environ  ^ — ^;  ce  qui  fait  à  peu  près  le  double  des  limites 

assignées  avec  une  si  haute  probabilité. 

Cette  différence  considérable  peut  dépendre  de  la  manière  dont  les 
1 29  équations  ont  été  formées,  et  peut  être  même  une  conséquence 
toute  naturelle  du  défaut  de  précision  des  observations  employées,  ou 
des  formules  de  réduction.  Mais,  si  l'on  considère  que  les  129  é(|ua- 
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lions  renferment  6  inconnues,  et  que,  par  suite,  ii  ne  fallait  attacher 
aux  limites  de  z'  que  la  probabilité  de  l'ensemble  des  limites  assignées 
à  toutes  ces  inconnues,  et  auxquelles  elles  doivent  satisfaire  à  la  fois, 

,,.,.,,.  .     p,    .  ,       I  ooo  ooo  , 

on  trouve  une  probabilité  bien  intérieure  a  ,  ou ,  plus  exac- 

'  I  ooo  ooi  ^ 

tement,  i  —  0,00000  100 4,  que  donnent  les  valeurs  rapportées  par 

Laplace. 

La  valeur  de  la  correction  ,  telle  que  la  donne  Laplace,  est 


z'  =  0,00  3o5  +  7  v// 


345, 885  )• 


Le  diviseur  sous  le  radical  est  un  peu  trop  grand,  parce  qu'il  ne  fal- 
lait prendre,  pour  lac)  observations  et  6  inconnues,  que  laS  fois  (ou 
12g  —  6)  un  certain  dénominateur.  En  tenant  compte  de  cette  légère 
rectification,  dépendant  de  ce  que  6  n'est  pas  à  négliger  auprès  de  1 29, 
on  a ,  pour  z',  les  limites 

z'  =  0,00  3o5  ±  y  X  0,00  296. 

L'erreur  possible  de  z'  devant  être  telle,  que  l'erreur  de  la  masse  soit 

au-dessous  de  —  de      ,. ,  il  en  résulte 

100        1007,09 

7  X  0,00296 I  I 

1067,09  100    1067,09 

ou  bien 

7=  3,37745. 

Cette  valeur  de  y  aurait  encore  donné  à  Laplace  la  probabilité 
0,99999821,  ou  à  peu  près  56o488  à  parier  contre  i. 

Mais,  si  on  la  fait  entrer  dans  la  seconde  des  formules  (n),  en 
posant  /n  =  6 ,  on  trouve 

P.^^-e        (-7+7"+' 

et,  tout  calcul  fait, 

P^  =  0,9991389, 

,    1 160 
ou  a  peu  près  — jj-- 
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Il  n'y  avait  donc  que  i  i6o  à  parier  contre  i,  que  la  masse  -^^^-35 

n  était  pas  en  erreur  de 

Cette  probabilité  peut  déjà  paraître  assez  grande;  mais  il  ne  faut 
pas  perdre  de  vue  que  les  formules  (1  i),  comme  celle  de  Laplace, 

négligent  des  ternies  qui  ne  dispaïaissent  que  quand  —  est  assez  petit 

pour  permettre  d'employer  des  valeurs  de  7  aussi  grandes  que  3,37745. 

Ces  ternies,  sans  nul  doute,  rendent  ici  la  formule  erronée,  puisque  —, 

loin  d'être  un  grand  nombre ,  n'est  que 

-^  =   21,5. 

o 
La  valeiu- 

P  =  0'999i^^9 

résultant  de  l'approximation,  est  donc  ici  très-imparfaite;  et  lors  même 
qu'on  s'en  tiendrait  à  la  formule  de  Laplace,  la  valeur  qu'il  a  donnée 

de  '  °°" °°°  „e  pourrait  être  admise  à  cause  de  la  grandeur  certaine 
1000 001  ' 

des  termes  négligés  par  lui. 

11  faut  reconnaître  que  129  équations  ne  permettent  d'employer 
cette  analyse  approximative  que  pour  de  faibles  valeurs  de  y.  jMais 
alors,  dira-t-on  avec  M.  Gauss,  la  méthode  des  moindres  carrés  n'est 
donc  plus  démontrée  pour  les  cas  les  plus  fréquents  dans  la  pratique, 
pour  des  nombres  d'observations  très-grands  relativement  aux  peines 
qu'ils  donnent  aux  observateurs,  mais  trop  petits  pour  assurer  une 
"rande  probabilité;  cette  mélliode,  qui  parait  précieuse,  ne  serait 
donc  le  plus  souvent  qu'une  règle  commode  par  son  uniformité  et 
par  les  avantages  que  Legendre  avait  signalés  dès  l'origine? 

A  ces  regrets  trop  fondés,  il  faut  répondre  affirmativement  sans  la 
moindre  hésitation.  Il  n'est  besoin,  en  effet,  que  du  simple  bon  stiis. 
destitué  de  tout  calcul ,  pour  reconnaître  que  des  observations  alfec- 
tées  d'erreurs  ne  peuvent  donner  les  valeurs  cherchées  que  quand  il 
se  fait  des  compensations  entre  les  erreurs;  et  tout  le  monde  sent  que 
ces  compensations  ne  sauraient  avoir  lieu  que  sur  de  grands  nombres. 
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Employer  une  moyenne  quelconque  d'un  petit  nombre  de  faits,  c'est 
nécessairement  courir  le  risque  que  les  erreurs  s'ajoutent.  I!  en  est 
ainsi  dans  toutes  les  circonstances  où  l'épreuve  ne  peut  être  répétée  à 
volonté,  et  alors  la  connaissance  qu'on  acquiert  ne  doit  plus  être  im- 
prudemment étendue  au  delà  des  limites  des  plus  grandes  erreurs  pos- 
sibles. Certes,  ce  serait  une  véritable  aberration  de  prétendre  que  la 
moyenne  arithmétique  de  10  mesures  dont  chacune  peut  être  affectée 
d'une  erreur,  en  plus  ou  en  moins,  de  o  à  1  centimètre,  aura  un 
grand  avantage  sur  toute  autre  combinaison  de  ces  10  mesures.  Sans 
nid  doute,  il  vaudrait  mieux  pouvoir  démontrer  qu'elle  jouit  tou- 
jours, même  pour  de  si  petits  nombres,  d'une  probabilité  supérieure; 
mais,  par  la  nature  seule  des  choses,  la  différence  serait  très-petite. 
Aussi,  est-il  superflu  de  rechercher  ce  qui  se  passe  dans  de  petits 
nombres.  A  cet  égard,  on  sera  toujours  et  de  toute  nécessité  contraint 
de  revenir  à  la  réflexion  de  Gibbon  :  «  Les  lois  de  la  probabilité,  si 
vraies  en  général,  si  trompeuses  en  particulier.  »  Il  faudra  donc, 
même  quand  on  aurait  prouvé  que  tel  ou  tel  procédé  est  le  plus  pro- 
bable ,  ne  s'en  servir  qu'en  tenant  compte ,  non  plus  des  erreurs 
moyennes,  mais  des  erreurs  les  plus  grandes  possibles;  car  la  proba- 
bilité des  unes  et  des  autres  ne  différera  jamais  assez  pour  qu'on 
puisse  se  permettre  de  négliger  les  unes  plutôt  que  les  autres.  La  pro- 
babilité n'est  fondée  que  sur  la  possibilité  des  choses,  et  dans  un  petit 
nombre  d'observations,  un  événement  possible  a  chance  de  prendre 
sa  place  comme  tout  autre  de  même  possil)ilité.  Ce  n'est  que  dans  les 
grands  nombres  que  certaines  classes  de  faits,  certaines  combinaisons 
deviennent  impossibles,  ou  plutôt  très-peu  possibles,  par  conséquent 
improbables.  Et  cette  condition  impérieuse  du  grand  nombre  n'a 
rien  de  particulier  à  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Qu'il  faille  continuer  d'appliquer  cette  méthode  à  de  petits  nombres 
d'observations,  c'est  ce  qui  n'est  point  douteux.  L'analyse  qui  la  dé- 
montre reste  vraie  pour  de  petits  nombres  de  même  que  celle  qui 
prouve  la  valeur  des  résultats  moyens  de  toute  espèce.  Seulement, 
les  termes  négligés  ne  laissent  plus  ressortir  un  maxinuun  absolu  de 
probabilité;  mais,  reprenant  leur  influence,  ils  viennent  altérer  un 
peu  le  résultat  de  l'approximation,  et  l'on  voit  que  ce  résultat  n'est 
pas  fort  éloigné  du  maximum.  S'il  en  diffère,  ce  n'est  que  de  petites 
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quantités  dont  les  diviseurs  croissent  proportionnellement  au  nombre 
des  observations;  si  bien  que  la  méthode  reprend  cette  propriété  de 
donner  le  maximum  d'avantage,  des  que  ce  nombre  a  quelque  va- 
leur, et  cela  bien  avant  qu'il  soit  assez  grand  pour  permettre  d'appli- 
quer, sans  scrupule,  les  formules  d'approximation  au  calcul  de  la 
probabilité.  11  y  aurait  à  ajouter  à  ces  motifs,  tirés  de  la  marche  des 
calculs ,  tous  ceux  que  Legendre  fit  d'abord  valoir  en  faveur  de  son 
procédé.  Mais  ce  n'en  est  point  ici  le  lieu;  ils  sont  connus  et  ap- 
préciés. 11  ne  s'agissait  que  de  montrer  les  moyens  de  combler  ce  qui 
avait  paru  être  une  lacune  fâcheuse  dans  une  théorie  si  utile.  Car 
rien  n'est  plus  nuisible  au  progrès  vers  la  vérité  que  la  confiance 
erronée  qui  se  croit  en  possession  de  résultats  dont  la  science  est 
encore  éloignée. 
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DISTRIBUTION   DE    LA   LUMIÈRE 

SUR    UNE    SURFACE   ÉCLAIRÉE    PAR    PLUSIEURS    FAISCEAUX 

DE  LUMIÈRE  PARALLÈLE; 

Par   m.   Philippe  BRETON, 

Ingénieur  des  Ponis  et  Chaussée!.. 


1.  Les  points  dune  sui-face  mate  et  opaque  étant  rapportés  à  trois 
coordonnées  rectangulaires,  soient  /,  /',  /",  etc.,  les  intensités  d'un 
nombre  quelconque  de  faisceaux  de  lumière  parallèle,  et  a,  a/ 
a.",  etc.,  S,  S',  ê",  etc.,  7,  7',  y",  etc.,  les  angles  formés  respectivement 
avec  les  axes  des  coordonnées  positives  par  les  rayons  de  chaque 
faisceau. 

Le  point  [x,j,z)  de  la  surface  reçoit  du  premier  faisceau  un 
rayon  qui  fait  un  angle  w  avec  la  normale  à  la  surface  en  ce  point.  En 
nommant  ). ,  a,  y  les  angles  que  cette  normale  fait  avec  les  trois  axes, 
on  a 

(i)  cos  ço  ;=  cos  /  cos  a  +  cos  |x  cos  ë  -+-  cos  v  cos  7  , 

et  l'élément  de  la  surface  éclairée  dont  le  point  {jc,j-,  z)  est  le  centre 
reçoit  du  premier  faisceau  une  quantité  de  lumière  par  unité  super- 
ficielle égale  à  /cosw.  Pour  avoir  l'éclairage  total  de  cet  élément,  il 
faut  ajouter  les  quantités  de  lumière  qu'il  reçoit  de  tous  les  faisceaux. 
On  aura  donc ,  pour  l'expression  de  cet  éclairage , 

(2)   ^  i  cos  ',i  =  cos  Xy*  i  cos  a  -1-  cos  p.  V  /'  cos  ê  -f-  cos  v  V  '  <^os  y. 

Pour  divers  points  de  la  surface,  les  sommes  désignées  par  le 
signe  V  embrassent  des  systèmes  différents  de  faisceaux  de  lumière. 
La  composition  des  systèmes  peut  varier,  entre  les  diverses  parties  de 


8o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

la  surface  éclairée,  par  Teffet  de  plusieurs  causes,  telles  que  l'inter- 
position d'un  corps  opaque  étranger,  ou  l'opacité  du  corps  même  sur 
lequel  la  lumière  tombe. 

En  combinant  l'équation  de  la  surface  éclairée  avec  celle-ci, 
cos  M  :=  o 

(dans  laquelle  on  remplace  a,  ê,  7  par  leurs  valeurs  données  et  cos  >., 
cos  /JL,  cos  V  par  leurs  valeurs  connues  en  fonction  des  coefficients 
différentiels  des  coordonnées  de  la  surface),  on  obtiendra  la  ligne  de 
séparation  des  parties  qui  reçoivent  la  lumière  du  premier  faisceau 
et  de  celles  où  cette  lumière  est  interceptée  par  l'opacité  du  corps.  Les 
lignes  de  séparation  analogues  relatives  à  tous  les  faisceaux  de  lu- 
mière étant  tracées  sur  la  surface  éclairée,  celle-ci  se  trouvera  parta- 
gée en  un  certain  nombre  de  régions,  pour  chacune  desquelles  les 

sommes  V  embrassent  un  même  système  de  faisceaux  éclairants  dans 

toute  l'étendue  de  la  région. 

Soient  1  l'intensité  et  A,  B,  C  les  angles  de  direction  d'un  faisceau 
fictif,  tel  que  l'on  ait 

il  cos  A  =  2  '  '^os  a . 
I  cos  B  =y'  /  coso  , 
I  cos  C  =  y*  /  cos  7 , 

et,  en  ajoutant  les  carrés,  à  cause  de  la   relation 
cos"  A  -+-  cos^  B  -+-  cos'  C  =  I , 


(4  \  =  )^{"^icosff.y -^  y^'cosëj   +  (21' cos  7)   • 

Soit  ii  l'angle  formé  par  les  rayons  du  faisceau  fictif  avec  la  nor- 
male à  la  surface  au  point  {.r,j^,  z).  On  aura 

(  5  cos  i>  =  cos  /  cos  A  +  cos  p.  cos  B  +  cos  v  cos  C , 

et  ce  faisceau  donnerait  sur  cet  élément  de  la  surface  un   éclairage 
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exprimé  par  I  cos  û.  Or,  en  remplaçant  cos  û  par  sa  valeur  ci-dessus, 
et  en  substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de  I  cos  A  ,  I  cos  B  ,  I  cos  C , 
données  par  les  équations  (3),  on  trouve 

(6)  I  cos  Q.  =z'S^i cos  w . 

Ainsi  le  faisceau  fictif  donne,  sur  chaque  point  de  la  région  que 
nous  considérons,  le  même  éclairage  que  ce  point  reçoit  réellement 
des  faisceaux  qui  éclairent  la  région.  Le  calcul  par  lequel  I,  A,  B,  C 
peuvent  être  déterminés  est  identique  avec  celui  de  la  résultante  d'un 
système  de  forces  dont  /,  /',  /",  etc.,  sont  les  grandeurs,  et  dont  les 
directions  sont  parallèles  respectivement  aux  faisceaux  éclairants.  Je 
donnerai  à  ce  faisceau  fictif  le  nom  de  faisceau  résultant;  il  est  clair 
qu'on  peut  le  construire  géométriquement  par  le  moyen  d'une  série 
de  parallélogrammes  ,  comme  les  résultantes  des  forces. 

2.  Dans  la  région  de  la  surface  éclairée  par  le  système  de  fais- 
ceaux i,  i',  i",  etc.,  dont  le  résultant  est  I,  les  lignes  d'égale  teinte 
sont  déterminées  par  la  combinaison  de  l'équation  de  la  surface 
éclairée  avec  l'équation 

(  y  )  cos  Q.  =  constante , 

dans  laquelle  on  remplace  A,  B,  C  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (3),  et  X,  p.,  V  par  leurs  valeurs  connues  en  fonction  des  coeffi- 
cients différentiels  des  coordonnées  de  la  surface  éclairée. 

Les  limites  d'une  région  ne  font  pas  généralement  partie  des  lignes 
dégale  teinte  de  la  région.  11  y  a  une  exception  pour  les  régions 
éclairées  par  un  seul  faisceau  ,  qui  ont  un  côté  commun  avec  celle 
qui  ne  reçoit  aucune  lumière.  Ce  côté  fait  partie  de  la  série  des  lignes 
d'égale  teinte  déterminées  par  l'équation 

(8)  cos  0)  :=  constante, 

dans  laquelle  on  fait  passer  cos  w  par  une  série  de  valeurs  positives 
commençant  par  zéro.  C'est  précisément  cette  hypothèse, 

cos  w  =  o , 

Tome  XVII  -Mars  i352.  '^ 
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qui  donne  en  même  temps  un  des  côtés  de  la  région  éclairée  par  un 
seul  faisceau,  et  la  première  ligne  de  la  série  des  lignes  de  teinte  de 
la  région.  Mais  les  autres  côtés  de  la  région  coupent  chacun  une  partie 
des  zones  d'égale  teinte  de  la  région,  et  celles-ci  passent  avec  leur 
teinte  dans  la  région  contiguè  sans  interruption ,  mais  avec  un  chan- 
gement brusque  de  direction. 

3.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  considérons  une  sphère 
éclairée  par  trois  faisceaux  de  lumière  parallèle.  Les  trois  grands 
cercles  perpendiculaires  aux  faisceaux  éclairants  divisent  la  sphère  en 
huit  triangles  sphériques,  dont  un  ne  reçoit  aucune  lumière,  et  est 
adjacent  à  trois  triangles  éclairés  chacun  par  une  seule  lumière;  ce 
triangle  obscur  est  opposé  à  un  triangle  éclairé  par  la  réunion  des 
trois  lumières;  celui-ci  est  adjacent  à  trois  triangles  éclairés  chacun 
par  une  combinaison  de  deux  lumières.  Nous  avons  donc  un  triangle 
obscur  et  sept  triangles  éclairés. 

Considérons  maintenant  un  parallélipipède  construit  sur  trois 
droites  représentant  en  intensité  et  en  direction  les  trois  faisceaux  de 
lumière;  on  aura  les  trois  arêtes  représentant  les  faisceaux,  les  diago- 
nales des  trois  faces  représentant  les  faisceaux  résultants  de  deux  lu- 
mières,, et  la  diagonale  intérieure  du  solide  représentant  le  faisceau 
résultant  des  trois  lumières  réunies.  Si  l'on  a  fait  partir  les  arêtes  du 
parallélipipède  du  centre  de  la  sphère,  ces  sept  lignes  droites  sont  les 
axes  d'autant  de  systèmes  de  petits  cercles  d'égale  teinte  distribués  cha- 
cun dans  un  des  triangles  éclairés.  Dans  le  cas  où  tous  ces  axes  percent 
la  sphère  dans  l'intérieur  des  triangles  auxquels  ils  appartiennent 
respectivement,  on  a  dans  chacun  de  ces  triangles  une  série  de  petits 
cercles  d'égale  teinte  qui  sont  entiers  ;  la  teinte  s'éclaircit  sans  inter- 
ruption d'un  cercle  à  l'autre  jusqu'au  pôle  de  la  série.  L'éclairage  est 
maximum  en  ce  point,  que  je  désigne,  pour  abréger,  sous  le  nom 
(le  point  brillant  circulaire.  Les  petits  cercles  d'égale  teinte  d'une  ré- 
gion de  plus  en  plus  éloignés  de  leur  pôle  commun  sont  de  plus  en 
plus  sombres;  en  continuant  à  s'éloigner  de  ce  pôle,  ils  vont  successi- 
vement toucher,  puis  couper  en  deux  points  les  trois  côtés  du  triangle 
auquel  ils  appartiennent,  excepté  dans  les  triangles  éclairés  par  une 
seule  lumière;  dans  ceux-ci  les  cercles  d'égale  teinte  sont  parallèles  à 
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nn  côté  du  triangle  et  ne  peuvent  toucher  et  couper  que  les  deux 
autres  côtés. 

Dans  le  cas  que  nous  examinons,  c'est-à-dire  lorsque  les  sept 
points  brillants  circulaires  existent  réellement,  les  trois  angles  du 
triangle  qui  reçoit  les  trois  lumières  peuvent  présenter  une  particula- 
rité remarquable  :  c'est  qu'ils  sont  moins  éclairés  que  des  points  très- 
voisins  pris  sur  la  sphère  dans  une  direction  quelconque;  ce  sont  des 
points  autour  desquels  sont  placées  des  séries  de  lignes  d'égale  teinte 
formant  des  circuits  fermés  avec  une  teinte  de  plus  en  plus  claire  à 
mesure  qu'on  s'éloigne  du  sommet  commun  à  quatre  triangles  éclairés. 
Ces  circuits  sont  des  quadrilatères  ayant  pour  côtés  des  arcs  de  petits 
cercles  appartenant  à  quatre  des  séries  de  cercles  d'égale  teinte,  savoir, 
à  la  série  normale  à  une  des  arêtes  du  parallélipipède  des  lumières,  à 
celles  qui  sont  normales  respectivement  aux  diagonales  des  deux  faces 
du  parallélipipède  adjacentes  à  cette  arête,  et  à  celle  qui  est  normale  à 
la  diagonale  intérieure  du  solide.  Les  sommets  de  ces  quadrilatères  sont 
situés  sur  les  deux  grands  cercles  qui  limitent  les  quatre  triangles  aux- 
quels l'angle  dont  il  s'agit  est  commun.  Cet  angle  forme  donc  un  point 
sombre  quar/rangulaire.  Si  l'on  voulait  construire  une  image  exacte  de 
la  sphère  ainsi  éclairée  par  un  procédé  qui  a  été  appliqué  à  la  décora- 
tion de  certaines  poteries ,  où  une  terre  blanche  est  recouverte  d'un 
vernis  coloré  et  transparent  qui,  pendant  la  cuisson ,  s'accumule  dans 
les  creux  pour  former  les  parties  sombres  du  dessin,  et  reste  mince 
dans  les  parties  que  l'artiste  veut  rendre  claires;  la  surface  de  la  terre 
blanche  présenterait,  avant  l'application  du  vernis,  un  cercle  divisé 
en  sept  régions  par  des  demi-ellipses ,  construites  sur  des  diamètres  du 
cercle  comme  grands  axes  ;  dans  chacune  des  régions  la  surface  serait 
une  portion  d'ellipsoïde  présentant  sa  convexité  en  dehors;  les  trois 
demi-ellipses  limites  des  régions  formeraient  des  arêtes  rentrantes,  et 
à  leurs  points  d'intersection,  on  aurait  l'intersection  de  quatre  sur- 
faces bombées  formant  un  angle  rentrant  quadrangulaire. 

i.  Si,  sans  changer  les  directions  des  trois  faisceaux  composants, 
on  augmente  l'intensité  de  l'un  d'eux  ,  on  éclaircit  les  teintes  dans  les 
quatre  régions  qu'il  éclaire,  et  elles  restent  sans  changement  dans  les 
trois  qui  ne  sont  éclairées  que  par  les  deux   autres  faisceaux.   Les 

II.. 
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cercles  d'égale  teinte  du  triangle  éclairé  seulement  par  la  lumière  aug- 
mentée conservent  leur  pôle;  dans  les  trois  triangles  éclairés  adja- 
cents à  celui-là,  les  points  brillants  circulaires  se  rapprochent  de  celui 
qui  est  resté  immobile ,  et  dans  ce  mouvement ,  le  cercle  qui  possède 
une  teinte  déterminée  coupe  toujours  au  même  point  le  grand  cercle 
de  contact  de  la  sphère  et  des  rayons  augmentés.  Si  l'augmentation  est 
suffisante,  les  pôles  d'une,  deux  ou  trois  séries  de  cercles  d'égale  teinte 
peuvent  passer  dans  la  région  éclairée  seulement  par  la  lumière  aug- 
mentée; alors  un,  deux  ou  trois  points  brillants  circulaires  sont  ab- 
sorbés par  cette  région  et  disparaissent. 

Quant  aux  points  sombres  quadrangulaires ,  voici  quelle  est  la 
marche  de  leur  déformation  lorsqu'un  des  trois  faisceaux  éclairants 
augmente  d'intensité  sans  changer  de  direction.  Soient  AMB,  CMD 


deux  grands  cercles  limites  de  régions  qui  se  coupent  en  M.  Ce  point 
était  d'abord  un  point  sombre  quadrangulaire;  l'angle  AMD  contient 
le  triangle  éclairé  par  le  faisceau  augmenté  seul.  Si  cet  accroissement 
se  fait  successivement  par  degrés  insensibles,  il  y  a  un  instant  où  le 
cercle  d'égale  teinte  dans  l'angle  AMC  qui  passe  par  le  point  M  touche 
en  ce  point  l'arc  MC  ;  alors,  le  cercle  d'égale  teinte  dans  l'angle  CMH 
touche  également  MC  au  point  M.  A  cet  instant  on  cesse  d'avoir  des 
quadrilatères  fermés  autour  de  M.  Si  l'angle  AMC  est  aigu,  le  point 
brillant  circulaire  de  cette  région  a  déjà  disparu,  tandis  que  celui  de 
la  région  CMB  subsiste  encore;  si  les  angles  en  M  sont  droits,  les 
points  brillants  circidaires  des  régions  AMC  et  CMB  disparaissent  en- 
semble en  arrivant  sur  le  cercle  limite  de  ces  régions,  à  l'instant  où 
les  petits  quadrilatères  d'égale  teinte  autour  de  M  cessent  d'être  fer- 
més. Dans  ce  même  instant,  tous  les  cercles  d'égale  teinte  des  régions 
AMC,  CMB  coupent  normalement  l'arc  de  grand  cercle.  AMB. 
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5.  En  éclairant  une  sphère  par  un  nombre  quelconque  n  de  fais- 
ceaux de  lumière  parallèle,  on  aurait  ii  grands  cercles  normaux  res- 
pectivement à  chaque  faisceau,  partageant  la  sphère  entière  en  un 
certain  nombre  de  polygones  sphériques,  dont  les  sommets  sont  en 
nombre  n[n  —  0.  Le  nombre  de  ces  polygones  a  pour  limite  supé- 
rieure a",  mais  la  détermination  précise  de  ce  nombre  de  polygones 
augmente  rapidement  de  complication  avec  n.  Lorsque  n  =  3  ,  on  a 

■2"  =  8 , 

ce  qui  est,  en  effet,  le  nombre  des  triangles  déterminés  dans  la  sphère 
par  trois  grands  cercles.  Mais  si  l'on  fait  n  =  4  en  introduisant  un 
grand  cercle  de  plus ,  le  nouveau  grand  cercle  ne  peut  couper  que  six 
des  huit  triangles  qu'on  avait  en  faisant  «  :=  3.  Ces  six  triangles  sont 
ainsi  partagés  chacun  en  un  triangle  et  un  quadrilatère.  Ainsi,  quatre 
grands  cercles  divisent  la  sphère  en  huit  triangles  et  six  quadrilatères, 
en  tout  quatorze  polygones.  Si  donc  on  a  quatre  faisceaux  éclairants , 
ce  qui  donne  seize  combinaisons,  savoir  : 

Aucune  lumière i   cas. 

Une  seule  des  quatre  lumières  composantes 4 

Deux  quelconques  des  quatre 6 

Trois  quelconques  des  quatre 4 

Les  quatre  lumières  réunies l 

Nombre  total  des  combinaisons i6 

les  quatre  grands  cercles  diviseront  la  sphère  en  quatorze  polygones 
correspondant  chacun  à  une  des  seize  combinaisons  ci-dessus;  deux 
de  ces  combinaisons  ne  correspondent  à  aucune  région  de  la  sphère. 
La  détermination  des  quatorze  régions  ne  dépendra  que  des  directions 
des  quatre  faisceaux  de  lumière ,  quelles  que  soient  leurs  intensités. 
La  construction  des  cercles  d'égale  teinte  dans  chaque  cas  particulier 
de  ce  genre  n'offre  aucune  difficulté. 

Sans  chercher  à  résoudre  complètement  la  question  des  nombres 
de  polygones  que  l'on  obtient  en  menant  au  hasard  n  grands  cercles 
sur  une  sphère,  je  remarquerai  seulement  que  le  nombre  des  sommets 
est  toujours  «  («  —  i),  à  moins  que  plus  de  deux  grands  cercles  ne  se 
coupent  suivant  un   même  diamètre;   sous  la  même   restriction,   le 
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nombre  des  côtés  des  polygones  est  double  de  celui  des  sommets. 
Ainsi,  en  nommant  C,  le  nombre  des  triangles,  C,  celui  des  quadri- 
latères, C5  celui  des  pentagones,  etc.,  on  aura  toujours 

3C3  H-  4C4+  5C5  +  ...  =  in{n  —  i). 

Il  est  à  remarquer  encore  que  tous  les  nombres  €3,04,05,  etc.,  des 
polygones  de  chaque  espèce  sont  toujours  pairs,  car  chaque  polygone 
a  son  opposé  qui  lui  est  égal.  Dans  le  problème  de  la  distribution  de 
n  lumières,  si  l'un  des  polygones  est  éclairé  par  une  certaine  combi- 
naison des  n  faisceaux  de  lumière  qui  en  embrasse  un  certain  nombre  / 
A  l'exclusion  des  {n  —  i)  autres .  le  polygone  opposé  se  trouvera  éclairé 
par  ces  [n  —  /)  faisceaux. 

6.  Si  l'on  veut  faire  une  expérience  dans  laquelle  on  puisse  observer 
les  effets  que  nous  venons  d'étudier,  on  peut  exposer  an  soleil  une 
sphère  sur  laquelle  on  dirigera,  en  outre,  la  lumière  réfléchie  par 
plusieurs  miroirs  plans.  On  reconnaîtra  que  l'œil  le  plus  exercé  dis- 
tingue difficilement  dans  la  nature  les  dispositions  singulières  indi- 
quées par  l'analyse  dans  la  distribution  de  la  lumière. 

Si,  pour  faire  cette  expérience,  on  voulait  remplacer  la  lumière 
solaire,  directe  et  réfléchie,  par  celle  de  plusieurs  lampes  placées  à 
de  petites  distances  d'une  boule,  les  lignes  d'égale  teinte  présente- 
raient des  raccordements  sans  changement  brusque  de  direction,  et 
les  points  sombres  quadrangulaires  seraient  remplacés  par  des  points 
sombres  elliptiques.  Pour  que  l'œil  aperçoive  un  changement  brusque 
de  direction  ,  il  faut  que  les  corps  éclairants  n'aient  que  de  très-petites 
dimensions  angulaires  vues  des  points  de  la  surface  éclairée,  afin  que 
les  zones  de  pénombre  n'aient  que  des  largetirs  très-petites,  ainsi  que 
nous  allons  l'expliquer. 

7.  En  effet,  si  une  partie  de  la  lumière  est  fournie  par  un  corps 
éclairant  qui,  vu  de  la  surface  éclairée,  présente  des  dimensions  an- 
gidaires  sensibles,  on  pourra  toujours  remplacer  la  lumière  fournie 
par  ce  corps  par  un  faisceau  unique  qui  sera  un  faisceau  résultant 
dont  la  détermination  dépend  d'une  intégration.  Ce  faisceau  résultant 
reste  le  même  pour  tous  les  points  de  la  surface  éclairée  qui  voient  le 
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corps  éclairant  en  entier.  Pour  les  points  de  cette  surface  auxquels 
elle-même  cache  une  partie  du  corps  éclairant,  il  faut  exclure  de  l'in- 
tégration qui  donne  le  faisceau  résultant  unique  toute  la  partie  ca- 
chée du  corps  lumineux.  Ainsi,  quand  on  passe  de  la  région  qui  voit 
tout  ce  corps  à  celle  qui  n'en  voit  aucune  partie,  la  lumière  de  ce 
corps  disparait  par  degrés  insensibles.  De  là  vient  que  les  régions 
éclairées  par  diverses  combinaisons  de  lumière  émanée  de  corps  qui 
ont  des  dimensions  angulaires  finies  sont  séparées,  non  par  des  limites 
linéaires ,  mais  par  des  zones  de  largeur  finie ,  dans  lesquelles  les  lignes 
d'égale  teinte  se  dévient  peu  à  peu  sans  changement  brusque.  Par 
exemple,  si  l'on  éclaire  une  sphère  par  la  lumière  du  soleil  directe 
et  par  cette  même  lumière  réfléchie  sur  deux  miroirs,  il  faudra  con- 
cevoir ,  de  part  et  d'autre  des  trois  grands  cercles  étudiés  ci-dessus , 
des  couples  de  petits  cercles  embrassant  trois  zones  dont  la  largeur 
angulaire  est  égale  au  diamètre  du  soleil.  Ces  zones  sont  des  pé- 
nombres et  se  croisent  suivant  des  losanges  sphériques.  C'est  dans 
leur  largeur  que  le  changement  de  direction  des  lignes  d'égale  teinte 
se  fait  réellement  d'une  manière  continue;  mais,  à  cause  de  la  peti- 
tesse du  diamètre  apparent  du  soleil ,  on  ne  peut  pas  voir  ce  raccor- 
dement, et  le  changement  de  direction  entre  deux  systèmes  de  petits 
cercles  d'égale  teinte  piraît  brusque,  même  à  l'oeil  le  plus  exercé. 
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THÈSE  DE  MÉGANIQUE,     . 


Par  m    a.  TISSOT, 

Ancien  Elève  de  TÉcole  Polytechnique. 


Mouvement  fV  un  point  matériel  pesant  sur  une  sphère. 

.1.  Dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  la  seule 
action  de  la  pesanteur,  et  assujetti  à  rester  sur  une  sphère,  le  temps 
dépend,  par  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  de  la  dis- 
tance z  du  mobile  au  plan  horizontal ,  qui  passe  par  le  centre  de  la 
sphère,  et  l'angle  <h  du  plan  vertical,  qui  contient  ces  deux  points, 
avec  un  plan  vertical  fixe,  s'exprime,  au  moyen  de  z,  par  la  somme 
de  deux  intégrales  de  troisième  espèce.  L'application  des  principes 
exposés  par  M.  Jacobi,  dans  les  Fundanienta  nova,  etc.,  et  l'emploi 
de  la  transcendante  0  permettront  donc  d'obtenir,  en  fonction  du 
temps,  les  variables  de  la  question  [*].  Ainsi,  la  solution  complète  du 
problème  ne  sera  plus  bornée  au  cas  où,  le  mobile  s'écartant  très-peu 
du  point  le  plus  bas  de  la  sphère,  on  serait  autorisé  à  négliger  les 
quantités  très-petites  du  troisième  ordre;  de  plus,  les  caractères  de 
périodicité,  qui  n'ont  été  constatés  que  pour  ce  cas  particulier,  et 
dans  les  limites  de  l'approximation  indiquée,  se  trouveront  établis 
d'une  manière  rigoureuse,  quelle  que  soit  l'amplitude  du  mouvement. 

Calcul  (le  z  en  fonction  du  temps. 

2.  Si  l'on  appelle  R  le  rayon  de  la  sphère,  g  l'intensité  de  la  pesan- 
teur, et  si  l'on  représente  le  temps  par  t,  on  aura,  en  prenant  l'axe 

[*]  Cette  application  sera  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  par  M.  Jacobi  à  la  rotation 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  exté- 
rieures. (Tome  XIV  du  présent  Journal;  et,  pour  le  Mémoire  complot,  Journal  de 
M.  Crelle,  tome  XXXIX. 
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des  z  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  en  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  que  le  mouvement  ait  d'abord  lieu  de  bas  en  haut  [*] , 

—  R^ 


ch  = 


V/(R'  — z')(2g'3-|-G)  — G'' 


Soient,  au  point  de  départ,  Zq  la  valeur  de  z,  l'o  la  vitesse,  et 
M  l'angle  que  fait  la  direction  de  cette  vitesse,  avec  la  tangente  hori- 
zontale menée  à  la  sphère  par  le  même  point;  les  constantes  G  et  G' 
auront  pour  expressions 

G  =  vl  —  ^  gZg ,     G'  =  i^o  cos  0)  v'R°  —  Zo  ' 
et,  SI  l'on  pose 

G'=cv2g,     i'l  =  igizo  —  h), 
ce  qui  donne 

G=  -  igh,     c'  =  {R'-zl){Zo-h)cos'r,,, 
il  viendra 

dt 


\f%g  ^J{V^.^'  —  z'){z  —  h)  —  c' 

3.   La  quantité  soumise  au  radical,  lorsqu'on  y  remplace  z  succes- 
sivement par 

—  X),      —  R,     Zo,       R, 
prend  les  signes 

+  ,  -,       -+-,--, 

en  l'égalant  à  zéro,  on  trouverait  donc  pour  z  trois  racines  réelles  :  la 
plus  grande  comprise  entre  Zo  et  R,  la  seconde  entre  —  R  et  Zu  >  la 
troisième  négative  et  plus  grande  aue  R  en  valeur  absolue.  Si  l'on 
représente  ces  racines,  dans  l'ordre  indiqué,  par  a,  |S  et  — y,  on 
aura 

V2?V'(7-<-z)(«  — 2)(2-P) 
On  voit  que,  dans  le  cours  du  mouvement,  z  restera  compris  entre 

[*  ]  Mécanique  de  Poisson  ,  tome  I"^. 

Tome  XVII    -  Mars  i85a.  I  a 
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les  limites  a  et  |3,  et  passera  alternativement  de  l'une  à  Tautre,  sans 
que  le  mobile  s'arrête,  puisque  la  vitesse  de  ce  mobile  sur  la  courbe 
qu'il  décrit ,  savoir 

v  =  s/2g{z-  h), 

ne  devient  jamais  nulle. 

La  relation,  qui  existe  entre  les  racines  et  le  coefficient  du  troisième 
terme  de  l'équation  en  z,  donne 

(a  +  i3)7  =  R^  +  a/3, 

de  sorte  que  la  somme  a  +  /3  est  positive;  par  conséquent ,  il  en  est 
de  même  de  a.  La  courbe  décrite  par  le  mobile  est  donc  toujours  si- 
tuée, au  moins  en  partie,  dans  l'hémisphère  inférieur.  Pour  qu'elle 
coupe  la  circonférence  du  grand  cercle  horizontal ,  il  faut  que  le  point 
de  départ  soit  situé  au-dessus  de  cette  circonférence,  ou  bien  que 
la  vitesse  initiale  satisfasse  à  la  condition 


0  ^      O   OR^sm-w  +  zJcos^w 

4.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  compterons  le  temps  à  partir  de 
l'une  des  époques  où  le  point  matériel  est  le  plus  bas  possible;  nous 
aurons,  à  un  instant  quelconque  , 

t  =  -^   f -'' 

On  peut  poser 

n     •     ■>  ,  o         a  —  S 

Z  =  a  cos-  C5  +  a  sin*  o     et     A-  = , 

^  '  a-f-7 

A  étant  une  quantité  réelle  et  plus  petite  que  l'unité;  alors,  si  l'on 
désigne  par  u  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  dont  1  ampli- 
tude est  <p,  et  qui  a  pour  module  k,  il  viendra,  d'après  la  notation 
de  M.  Jacobi, 

a  —  z—  [a.  —  j3)  sin'-'  am  u, 

z  —  j3=  (a  —  ]3)cos-am  u, 

7  -I-  z  =  (  a  -f-  y  )  A"  am  M  ; 
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en  représentant  par  K  l'intégrale  complète,  et  en  posant 


v/2g(a4-7 
on  aura  donc 

//  =  —  i     et     2  =  a  cos^  am  u  -\-  (i  sin^  am  u. 


5.  Appelons  k'  le  complément  \  i  —  k"^  du  module  A  ,  K'  l'intégrale 
complète  qui  a  pour  module  /{',  et  soient 

^  '  2K  2T    ' 

si  l'on  désigne  par  0  (« )  et  par  H(^^)  les  développements  tres-conver- 
gents 

( I )      &( j  =  I  —  9t ^  cos  1JC  -h  29*  cos 4 .r  —  iq'  cos 6x  -+-  ..., 

(a)    H  ( I  =  2  V7  sinx  —  a  V7°  sin  Sx  -4-  2  y^''  sin  5.x-  —  ..., 

et  si  l'on  fait 

0(K-m)  =  0,im),     H(R  —  m)  =  H,(«^), 

on  aura  [*] 

I    H(«) 
sm  am  u  ^  —=  ■   ,   .  ; 


A'H,(«) 

0(«)' 


,-7-,  ©,  (k 
A  am  u=^  \!  K 


et,  par  conséquent, 

_  aA'H;(«)  +  PH'(«). 
*0'(«) 

de  sorte  que  z  est  connu  en  fonction  de  t. 

6.  Le  temps  que  le  point  matériel  emploie  pour  passer  de  l'un  à 

[*]  Fnndamenta  nova  theoriœ  Fanctionum  rllipticnrum  de  M.  Jacobi,  page  i83. 

12.. 
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l'autre  des  deux  plans  horizontaux,  qui  limitent  le  mouvement  dans  le 
sens  vertical,  est  T.  Toutes  les  fois  que  t  augmente  de  2T,  u  augmente 
de  2R;  or  les  formules  (1)  et  (2)  donnent 

e(2R  +  m)  =  0(m),     h(2K  +  m)=  -  H(/0; 

z  est  donc  une  fonction  périodique  du  temps,  et  la  période  est  2 T. 
Les  mêmes  foriiuiles  donnent  encore 

0(K-+-m)  =e(K- f/),        H(R  +  m)  =  H(R-«); 

par  conséquent,  z  prend  la  même  valeur,  à  des  intervalles  de  temps 
égaux,  avant  et  après  la  fin  de  chaque  demi-période. 
Pour 

am  M  =r  7 , 
4 


et  pour 

on  a  [*] 


z  =  ~  ; 


sur  am«  ^ 


K             ^                      p  +  X-'a 
M  =   —  et  z  =    '^ JT- 

1  I  +   A- 


Ainsi,  au  milieu  d'une  demi-période,  le  mobile  ne  se  trouve  pas  à 
égale  distance  des  deux  plans  limites,  mais  au-dessus  de  cette  posi- 
tion. 

7.  L'expression  de  z  peut  être  elle-même  développée  en  série;  car, 
si  l'on  pose 

A=;-^ 


B  = 


(>-?)-•        («-<?')'        (<-?')' 


[*]   Traité  des  Fonctions  ctlijitirjitcs  de  Legendrc,  tome  !"■. 
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on  aura  [*J 

I   /XK\-    .    ,          2Kx        ,         7COS2X         2.q'cosi.x         'ia'i 
-    —     sin^  am =  A  — ^ ^ '— 


s6^ 


'  —  -7  t—r  1—9" 

I    /'/-K\'  ,  -iKx  ^^  a  COilX  7.q'C0slx  3<7'C0s6x 

-    —     cos"  am  - —  =  B  + 1 ^ 1 '- 1-  . . . , 

3   \    77    /  ;r  i—  ,f-  ,—  fj<  ,  _  rf 

et,  par  conséquent, 

'  /^'^\    »        k  o    .    T>       ,    /  '         o\  /9COS2X       2o'cos4'^       3o'cos6x  \ 

8.  Ce  développement  sera  d'autant  plus  convergent,  que  a  diffé- 
rera moins  de  /S,  ou  que  la  courbe  suivie  par  le  mobile  s'écartera 
moins  d'u!i  petit  cercle  horizontal  ;  mais  lorsque  c  sera  voisin  de  zéro, 
et  h  de  —  R,  c'est-à-dire  lorsque  le  mobile  décrira  sensiblement,  d'un 
mouvement  très-lent,  le  grand  cercle  vertical  qui  passe  par  le  point 
de  départ,  il  sera  plus  avantageux  de  développer  la  valeur  de  z  suivant 
les  puissances  de  la  quantité 

/  '   K'  loffa 

q  =  e  =L  e  ^^1 

qui  sera  alors  peu  différente  de  zéro.  Or,  à  cause  de  la  formule  [**] 
cosam  [u,  k)  =  séc  am  (iu,  k'), 

dans  laquelle  i  représente  le  radical  imaginaire  \  —  i,  cette  valeur  de  z 
peut  s'écrire 

z  =  j3  -(-  I  a  —  /3 )  sâ|C^  am[iu,  k'); 

on  a,  d'ailleurs  [***], 

1  /X'KN'     .   ,          aKx              _              I               o'coszo: 
-    —     sec^  am =  —  B  +  5 — - — h 

2  \    TZ     /  TT  O  cos'  X  1  —  q^ 

2  9*  cos 4-^         3q'cos6x 
'—■7'  >  — 9' 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  la  précédente,  après  avoir  rem- 

[*]  Fundamcnta  nova,  etc.,  page  i  lo. 
[**J  Fundamenta  nova,  etc.,  page  34- 
[***]   Fundamenta  nova,  etc.,  page  1 13. 
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placée  par  ^^  puis  u  par  iu,  et  A"  par  A',  on  trouvera,   en   tenant 
compte  de  la  relation 

■izu  ÎTU  oc  X 


2K' 


=  9'        +7' 


et  en  représentant  par  B'  ce  que  devient  B,   lorsqu'on  y  met  q'  an 
lieu  de  ç, 


o  R'    1                    ' 

1     '"    .     i~ 
1    o'='          "^"^ 

_4x          4x 

^           1  —  7" 

6x             (jx 

"^            I— 9« 
Calcul  de  l'angle  i\ 

9.   De   l'équation  que   fournit  le  principe  des  aires,  appliqué  au 
plan  horizontal ,  savoir, 

dt  ' 

on  tire,  en  remplaçant  r-  ou  R^  —  z^    et  dt  par  leurs  valeurs. 

2Rrf« 


d'il  = 


y/a  +  7  [R+a  —  (a  —  p)sin=ama][R  —  a  +  (a  — p)sin'am«] 


Si  l'on  intègre,  après  avoir  décomposé  en  fractions  simples,  on  aura 
donc 


iV 


du 


yfôT^  y  J^     R  +  a  —  (a  —  p)sin'am« 
du 


-.4=  r 


^a+7jQ    R  — a-(-(a  —  p)sin'am« 

Dans  le  coefficient  de  la  première  intégrale,  remplaçons  la  constante  c 
par  sa  valeur 

c  =  v/(R  +  a)fR-»-/3)(7-R)» 
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déduite  de  l'équation 

(3i  (R--z.^)(z-/i)  — c^  =  {7  +  z)(a-  z.i(z-p,. 

en  y  faisant  z  ^  —  R,et  décomposons  la  fraction  ,  qui  est  sous  le  signe 
somme,  en  deuK  autres,  dont  l'une  ait  en  numérateur  sin'^ampw; 
cette  intégrale  deviendra 

V'iy  —  Rj(R  +  p)  (g— p)  s/(7  — R)  (R+l)      f"  sin-^mudu 

v/(a+7)(R+a)  "  '^  (R  +  «)s/(7T^)(R  +  «)   i       , _  ?L^  sin' am  a 

R-(-  a 

Or,  soit  u.  un  angle  compris  entre  o  et  -,  et  tel  que  l'on  ait 

sin  am  la,  k')^\ /^~    , 

/     »  ,N         /R  +  s 
cos  am  uï ,  A  )  =  i  /  -^ — ^  -, 
\   '    /      y  p+^y 

A  am(rt,  k')  =  \/ ^: 


SI  J  on  pose 


les  formules  [*j 


sin  am  [iu)  =  /  tang  am  {ii,  k'), 
cos  am  [iu] 

A  am  [iu)  ^ 


cosam  (b,  A') 

4  am  (  M ,  X-'  ) 


donneront  donc  ici 

sin  am 

cos  am  (  la 

A  am 


cos  am  ( « ,  f:')' 


(*]  Fundamenta  nova,  etc.,  page  34- 
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D'ailleurs,  si  l'on  applique  aux  intégrales  ia  et  K  les  formules  d'addi- 
tion, on  trouve 

cos  am  [ia] 


sin  am  (ia  4-  K) 


cos  am  [ia  4-  K)  =  — 

A  am  [ia  -i-  K.)  =  —     ,. 
^  '        À  am  (  (a 


ûam  [ia] 

k'  sin  am  [\d] 

A  am  (  ia  ) 
k' 


ou  bien,  en  ayant  égard  aux  valeurs  précédentes, 

sin  am  [ia  -+-  K^  =  1/  „        ^ 
cos  am  [ia  -(-  K)  =  —  /  W  rXo^' 


/R  -(-  6 


On  a  donc 


y/(,/_R)  (R  +  P)_  g  cosam  (lo  +  K)  Aam(/fl  +  K) 
v/(=<-H7)(R^~'  sinam(/«-hK) 

-^=:A:-  sin°  am  [ia  +  K.), 


R+(7 


(a-fi)v/(7-R_HR+l)  ^  -^.2  gin  am  (/rt-H  R^  cos  am  (/a  +  R  )  A  am  (/«  4-  R); 

(R4-a)\/(7  +  «)(R  +  «) 

et  si  l'on  pose,  avec  M.  Jacohi, 

r"  X'  sin  am  a  cos  am  a  a  am  a  sin'  am  «  du. 

W[u,  a\^  \      — n~-~ -l ' 

■     '      '         /  I  —  A-'  sin-  am  a  sin'  am  u 

«/o 

l'intégrale  ci-dessus  deviendra 

!^ -l -\ +  /Il  [u,  m  -I-  R). 

sm  am  ((fl  +  K) 

La  formule  qui  exprime  les  fonctions  H  ,  au  moyen  de  ia  transcen- 
dante e,  est  [*] 

n  M ,  a)  =  — °    ^   ^  «  -h  -  loe  ~] r  -, 

^     ^      I  da  2       "  0(m  -+-  a) 

[*]  Fundamenta  nova,  etc.,  page  i46- 
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on  a  d'ailleurs 

I  cosam  (ia  +  K)  Aam  (f'«  +  K) t^/logsinam  (('a  +  K) 

sin  am  (  ia  H-  K  )  da 

d  log  H,  (ia)         ^/log  ©,  (/a) 

En  effectuant  les  substitutions,  on  trouvera  donc,  pour  la  première 
intégrale, 

rfloeHi((a)  I    ,       @,(u  —  ia) 

j — ^     " log  — ^• 

da  11       »  0,(a-(-  la) 

La  seconde  intégrale  se  calcule  d'une  manière  analogue;  seulement 
il  faut  prendre,  pour  la  constante  c,  l'expression 


c  =  v/(R-a)(R-/3)(7  +  R), 


obtenue  en  faisant  z  =  R  dans  l'équation  (3),  et  donner  au  paramètre 
la  forme  —  k^  sin*  am  (/a,)  ;  à  cet  effet ,  on  pose 

[j.f   étant  un  angle  compris  entre  o  et  -5  et  l'on  obtient  pour  dernier 
résultat 

da,  li       ^0(«  — l'a,) 

L'angle  tj;  étant  la  somme  des  deux  intégrales,  si  l'on  pose 

4|_  _  «;logH{îa,)  t/logH,  (>a) 

K  ~  la,  '  Ta 

^  =  Ï7  '"g  0  («  -  ia,)  -  J7  '°g  ^(ITT^  ' 
on  aura 

10.  Puisque  ©(«<)  et  0,  (m)  conservent    leurs   valeurs   lorsque    u 
augmente  de  2K,  '\'  est  une  fonction  périodique  du  temps.  L'angle  tj/ 
se  compose  donc  d'une  partie  proportionnelle  au  temps  et  d'une  par- 
Tome  XVU.  -  Mars  i853.  1  3 
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tie  périodique  ;  et  si  l'on  imagine  que ,  dans  le  plan  horizontal ,  sur 

lequel  est  projetée  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  l'axe  polaire  tourne 

H' 

autour  du  centre  de  la  sphère  avec  une  vitesse  angulaire  constante  -■> 

le  rayon  vecteur  de  la  projection  oscillera  de  part  et  d'autre  de  cette 
droite.  Pour  t  =  o,T,  2T,  3T,  etc.,  on  a  (|/'  =  o;  de  plus,  pour  deux 
valeurs  de  t  égales  à  un  multiple  quelconque  deT,  augmenté  ou  dimi- 
nué de  la  même  quantité,  t|<'  prend  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Ainsi,  à  la  fin  de  chaque  demi-période,  le  rayon  vecteur 
est  revenu  coïncider  avec  l'axe  mobile,  dont  il  s'était  d'abord  écarté, 
et  pendant  la  demi-période  suivante,  il  exécute  le  même  mouvement, 
mais  de  l'autre  côté  de  cette  droite,  les  écarts  se  reproduisant  symé- 
triquement et  dans  un  ordre  inverse. 

De  la  fin  d'une  demi-période  au  commencement  de  la  demi-période 
suivante,  l'angle  décrit  réellement  par  le  rayon  vecteur  est  W. 

1 1 .  Pour  obtenir  le  développement  en  série  de  — ,  faisons 


=  la. 


-m 


dans  la  formule  [*] 


(4)  {  '/- 

I  2\q&(0) 

et  posons 

b,  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Nous  aurons,  en 
remplaçant  les  cosinus  d'arcs  imaginaires  par  des  exponentielles. 

Si  l'on  prend  les  logarithmes,  et  qu'on  dérive  par  rapport  à  rt,,  il 


[*]  Fundamenta  nova,  etc.,  page  172. 
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viendra 

/:  +  -Jt z!:!l  \ 

^/logH   la.)  _    77  /  -i  •  — ?'■  1  —  7'-*'  \ 

rfâi  ~   kI  y'+*'  9'-''  7'+*'  I" 


De  cette  expression,  on  déduit  celle  de  — 2i^l^,   gj,    remplaçatit 
/Vz,  par  K  —  /Vt  ,  ou  è,  par  ; — '- è;  et  comme  on  a 

±  /7r=  log(— 1), 

cela  revient  à  remplacer  (f^  par  —  cf ,  et  ^~*'  par  —  q-^ .  On  trouvera 
donc 


rflogH,(ja)  ,r  /   2  1+9"  H-7' 


rfa  K  \  9'+*  7'- 


La  somme  de  ces  deux  séries  surpasse  -^  ;  ainsi,  l'angle  que  nous 

avons  représenté  par  ^  est  toujours  plus  grand  que  -•  C'est  ce  qui  a 
été  démontré  d'une  autre  manière  par  M.  Puiseux  [*]. 

12.  Outre  les  développements  qui  précèdent,  il  convient  d'en  avoir 
d'autres,  suivant  les  puissances  de  9',  pour  le  cas  où  le  module  k  serait 
voisin  de  l'unité.  Les  formules  [**] 


(5) 


fH,(m,A)=y/|;e^'^'^'0f«,Â:'), 


[*]  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  tome  VII. 
[**]  Fundamenta  nova,  etc.,  page  175. 

.3. 


6) 
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jointes  à  l'équation  (4),  et  à  la  suivante  [*], 


m 


e(o) 


V< ; (l  —  2qC0S1X-\-q'){l—2g'C0S1X-\-q'){l—2q'C0S7.X-i-  ç'M... 

,_9)(l_ry')(i  — çM...]» 


permettent  d'obtenir  ces  nouveaux  développements,  et  donnent 

d\osE.(ia,)        Tzb,  tt         ^7:6, 

da,  2K        2K'  2 

+  :=7  sin  nb.     T~-^ — 7 r  H TT-^ — ,    ^    ,,  -I-  . . . 

K  '  \i — 27 'coswè, -f- 9  '        I — 27  *  cos  TT  p, -h  7  • 

rflogH,  ((fl)         nb 


2K 


....). 


13.   Chacun  des  facteurs  du  second  membre  de  l'équation    6)  peut 
s'écrire 

\  —  iq"  cos  IX  -^  q^"  =  (i  —  ^"  e^'*)  (i  —  ^"  e"*'''), 

7i  étant  un  nombre  entier  quelconque.  En  remplaçante"  par  j:-i-  ^  logç, 

pour  obtenir  0  (m  +  /a,) ,  et  par  a: '-.  log  q,  pour  obtenir  0  (w  —  /«,) , 

puis,  en  divisant  le  premier  résultat  par  le  second,  on  trouve 
I  —  y»-*i  e-'''      I  —  7"+*'  e'  " 

or,  si  on  représente  la  première  de  ces  deux  fractions  par  e-" ,  et  la 
seconde  par  e~^"' ,  il  viendra 

o»-*'  sin  2x 
r  =  arc  tane  — - — -r ? 

■'  °  l  —  q"-*!  COS  2  X 

qi+t,  sin  2X 

r,  =  arc  tane  — — -7 ; 

•^  ''  I  —  ^"■♦^'cosix 


[*]  Fundami'nta  nova,  f/c,  page  172. 
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on  a  donc 


r  '*^g  ^/ ^  =  arc  tang  - 


9' 


-«.< 


,3-4, 


—  9'~°'  COS  2X 

^*— *■  sin  2x 

q'~'''C0S2,X  D    1  —  q^-i'  COS  2^ 


+  arc  tang  -^ h  arc  tang 

I  —  o^   °'  COS  2ar  O 


"•^i  sin  2  X  0^+*' 


arc  tang  ,., arc  tane  - 


9^"^°' Sin  2jr 


—  arc  tane . .... 

^   I  —  (y'"^"'  ces  2  j: 

I/autre  développement  peut  se  déduire  de  celui-ci,  en  y  rempla- 
çant u  par  K  —  II,  ou  a?  par  -  —  or,  ce  qui  donne 

—  loe  — ; —[  =  arc  tane  —^ > 

2  1       "0,  (u-l-ja)  "  I +  .7'-'coS2jr 

o'— 'sin2j;                                 o^"-'sin2.r 
+  arc  tang  -^ — -r h  arc  tane  --^ j \-  .  . . 

o'"^sin2j;  o^"*-*sin  2j; 

—  arc  tang —r arc  tane  — ~ — -t 

^   t  +  9'-*-'cos2J:  ï»  H-9'"^'cos2a: 


—  arc  tang  - 


9*"^°  sin  2.x 
-+-  (7>'^COS2; 


Comme  on  a,  à  l'origine  du  temps,  x=^o  et  i|/'=o,  on  peut 
prendre  pour  chacun  des  arcs  qui  entrent  dans  ces  formules,  celui 
qui  s'annule  en  même  temps  que  jc. 


R' 


14.  Si  l'on  calcule  tang- p.,  —  tang- |j.,  en  ayant  égard  à  la  valeur 

de  y,   on  obtient  un  résultat  qui  est  évidemment   positif;  on  a  donc 

toujours  a,  >  ,u.,  et,  par  conséquent,  A,  >  h.  De  là  on  conclut  que  la 

première   des   deux    séries    du  numéro   précédent    l'emporte  sur   la 

seconde ,  lorsque  t ,  abstraction  faite  des  périodes ,  est  compris  entre 

X 
zéro  et  -;  l'angle  '|',  qui  est  la  différence  entre  les  deux  séries,   est 

alors  positif.  Ainsi ,  pendant  la  première  moitié  du  temps  que  le  corps 
emploie  à  monter,  le  grand  cercle  vertical  qui  le  contient  est  en  avance 
sur  le  plan  qui  tournerait  autour  de  l'axe  des  s  avec  la  vitesse  angu- 
laire  constante  —  ;  le  contraire  a  lieu  pendant  la  seconde  moitié  du 
temps  que  le  corps  emploie  à  descendre.  Dans  l'intervalle,  si  le  som- 
met le  plus  élevé  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile  appartient  à  l'hé- 
misphère inférieur,  l'écart  ne  changera  de  sens  qu'au  moment  où  ce 
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sommet  sera  atteint;  c'est  ce  qu'on  peut  établir  par  des  considéra- 
tions géométriques. 

Le  premier  terme  de  la  première  série  atteint  son  maximum  lorsqu'on 
a  cos  2x^q'~^',  et  devient  alors  arc  sin  ^'~*';  l'écart  est  donc  tou- 
jours moindre  que  arc  sin  ^'~*',  et,  à  plus  forte  raison,  que  -• 

En  prenant  la  dérivée  de  (|i'  par  rapport  à  t ,  on  obtiendrait  la 
vitesse  angulaire  du  mouvement  d'oscillation  ;  cette  dérivée  est  négative 
pour  x  =  j:  par  conséquent,  au  milieu  de  la  première  demi-période, 

l'écart  va  déjà  en  décroissant.  Elle  est  aussi  négative  pour  x  =^-  +  j- 
mais,  comme  alors  ij''  est  lui-même  négatif,  ce  signe  indique  qu'au 
milieu  de  la  seconde  demi-période ,  l'écart  n'a  pas  encore  atteint  son 
maximum. 

l'>o  On  peut  trouver,  au  moyen  de  la  seconde  des  équations  (5), 
les  séries  dont  il  faudrait  se  servir  pour  calculer  '^',  si  k  était  voisin  de 
l'unité.  On  tire  de  cette  équation 

_  loe  -^ -i  = — I —  lo»     ^ — ' . 

2/      »0(a  — ifl,}  2KK'        2/      »H,  (a,-f-(«,>t') 

el  il  vient,  en  développant, 

/  rî      i  \ 

i    ,        @(u  +  ia,)  ^  la         — rt'  :r*i    \ 

-  log  rT -^  =  3rc  tang  (   ï— '—  tane  — 

^.  a'     ^  -t-  a'^  / 


sinTrôi.ç'  _  sin  7:6, 9' 


i>,x-h    >  I  arc  tang -  —  arc  tang 

y  an 

""'  14- cos  TT  A,.  17'  "  I -f- cos  Tri,  .17' 

En  remplaçant,  dans  cette  formule,  x  par  -  —  x ,  et  a,   par  n.  on 
aura  aussi 

2/       V  0,  (k-I-  ia] 


2    1                        sin  7:6  7'               ~                                sin  nbq' 
arc  tang arc  tang 

■2n-+-l  —  ^^ 
I -*- cosrr  Ai/'  ~  H-costtAi/' 
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m.  De  la  valeur  trouvée  pour  l'angle  t|;',  on  déduit 

a'f &{u-\-ia,)@,{u-hia) 

©(«  —  ia,)Q,  (u  —  ia)  ' 

si  l'on  pose 

R^  =  0  (m  +  in,)  0  (m  —  ia,)  0,  {u+  ia)  0,  {u  —  m), 

il  viendra  donc,  pour  les  lignes  trigonomélriques  de  cet  angle, 

,,        @(ii-i-  ia,)0,(u-i-ia) — &[u  —  ia,)@Ju — ia) 

SU)  di   =:  — !^ ^ = ^ ; . 

^  2/R 

, ,        0,  (tt  -t-  /«,)0,  (u-i-ia)  +eiu  —  ia,)  0,  (u  —  ia] 

COSlL   =:    — ^ —^ ^^ ^ ^ 5 

'  2R 

I    ©(«-(- (O,)  ©I  (u  +  ;fl)  —  0  (tt  —  ffl,)  0,  («  —  ia) 

^T  ,-  0(a  _f-,a,)@,  („  -^/„)  _l_  ©(„  —  ffl,)  0,  (u  — /a) 

En  appliquant  la  formule  (i)  aux  fonctions  (0),  qui  entrent  dans  ces 
expressions,  et  en  posant 

p,  =  I  —  q*-^'  (  I  +  q'"'<)cos  9.x  -+-fy'"'*'  li-hq"'')  cos  ^x 

-7^-'*' (1+ </"'')  cos6x+..., 

Q,  =  7'-*'(i-7»*')sin  2JC  — r/^--*'  {i  — q"'')  sin  ^x 

-^q'-'''{i-q^'>')sm6x~..., 

P  =n-7'-*(i  +  7^')  cos  2X+  ^'-^  (1  +  9'')  cos 4a: 

+  9»-»*(i  +  7»')sin6a:+..., 
Q  =7'-*(i— 7-*^sin  ax  +  7'-'*  (1  +  7**)  sin  4:^ 

on  trouvera 

PP,  +  QQ,  ^  ,,       PQ,-QP, 

cos  di  ==   ^         ;  tang  d;  =:  — :^ ^^ — 

^  R  "  ^         PP,  +  QQ 

On    obtiendrait   des  développements  suivant  les  puissances  de  q', 
pour  le  cas  où  q  serait  voisin  de  l'unité,  en  partant  de  la  double  for- 
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mule 

0  («±/a,  A)  =  t/— ,e        4KK'    H,  (rtzp  ?■«,  A:'), 

qui  est  donnée  par  l'équation  (5). 

1 7 .  Le  mobile  étant  rapporté  à  l'axe  des  z  et  à  deux  axes  horizontaux 
des  x'  et  des  j'  perpendiculaires  entre  eux,  et  passant  par  le  centre 
de  la  sphère,  on  aurait 

x'  =  /'  cos  i}/',    y  ^=r  sin  i];', 

et  les  trois  coordonnées  seraient  des  fonctions  périodiques  du  temps, 
si  les  deux  derniers  axes  tournaient  autour  de  l'origine  avec  ia  vitesse 

H' 

angulaire  — •  L'abscisse  et  l'ordonnée  seraient 

f  ,    •     "J'  ,         ^'  ,    ■     '( 

x^x  cos  —  «  —  r  sin  —  <,    >'  —  r  cos  —  f  -t-  x  sm  —  f . 
T  "^  1  "^  1  1 

si  Ton   prenait  deux  axes  fixes,  dont  le  premier  fiit  situé  dans  le  plan 
du  grand  cercle  vertical  qui  passe  par  le  point  de  départ. 

Calcul  de  Varc  s. 

18.  La  vitesse  du  mobile,  à  un  instant  quelconque,  est,  en  fonction 
de  M, 


ds 


—  =y  2  g  s/y  —  |3  — (a  —  j3)sin^  am«; 

de  cette  équation  on  tire,  en  remplaçant  <f/  par  sa  valeur  proportion- 
nelle à  du^  et  en  intégrant, 

A=V^«^X    y/._^Psin»am«rf«. 
Pour  ramener  cette  expression  aux  fonctions  elliptiques,  posons 

et 

(7)  am  (v,  Z)  =  "  —  coam  («,  A); 
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nous  aurons,  en  différentiant, 

Acoam  {u,  k)du  =  Aam  (v,  /)rfv. 

D'ailleurs,  les  formules  d'addition  appliquées  aux  deux  fonctions  A  et 

Il  —  A  donnent 

cos  coam  u 

sin  ani  M  = ■: 

A  coam  u 

on  peut  donc  obtenir  sin  am  u  et  du,  en  fonction  de  v,  au  moyen  de 
Téquation  (7).  Si  l'on  effectue  les  substitutions  dans  la  valeur  de  —, 
on  trouvera 

s  kk'  r"  A=am  (v,  /) 


i; r         A'am(v,/)         ^^. 

'WT' Jn    ^-"-l-A'sin=am(v, /)        ' 


2  R        ^k-'  +  k' 
puis,  en  posant 

l'''  =  \—l\     tangv  =  —    c=    /     ~j====^-> 

et  en  appliquant  la  formule  relative  aux  fonctions  11 , 

s  f^locH,  (f'e)  I    ,         ©(vH-i's) 

^ ^^ —  '  V  H loe  — ^ —• 

2R  <ii  ^  0.,^  0(v  — /s) 

19.  La  quantité  auxiliaire  v  n'est  pas,  comme  u,  proportionnelle 
au  temps;  mais  c'est  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  dont 
on  connaît  le  module  /,  et  dont  l'amplitude  est  donnée  par  l'équa- 
tion {']).  En  vertu  de  cette  équation,  le  développement  de  am(v,  /) 
s'obtiendra,  en  remplaçant  dans  la  formule[*] 

^2  lia:)  aosinax        2  o' sin  4  ^^        2(7^sin6x 

77  ^      1+9'  2(1  +  9')  3(1  +  9")  ' 

X  par  X  —  -7  et  en  ajoutant  -  au  second  membre,  ce  qui  donnera 

,       ,,  2  (7  sin  2  X         20- sin  4-^       ao'sinGx 

am  (v,  /)  =  a: ; -, ^. 1^. -r  — .... 

^   '    '  1  +  9'  2(1  +9*)        3(i+9«) 


[*]  Fundamenta  nova,  etc.,  page  I02. 
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20.  On  a  en  même  temps  M  =  oet  v=:o,  M=Ketv=:L,L  repré- 
sentant la  fonction  complète  dont  le  module  est  /;  de  plus,  si  u  aug- 
mente de  2  K,  V  augmentera  de  2  L,  de  sorte  que  l'expression  f  —  ^ 
ne  change  pas,  lorsque  le  temps  augmente  de  2 T.  On  a  donc 

L 

V  =  -  «  -f-  V  , 

v'  étant  une  fonction  périodique  du  temps.  Pour  la  même  raison  ,  la 
valeur  de  — :log  "^  ne  change  pas,  lorsque  t  augmente  de  2T; 
par  conséquent ,  si  on  pose 

S  =  2  RL  — ^-T-^ — - )         S  =  -  \'  +  t\os  ~ -~ : 

di  L  (        »    0(v  —  ;  ■) 

d'où  il  résulte 

S 

■! 
on  aura  décomposé  5  en  deux  parties,  l'une  proportionnelle  au  temps, 
et  l'autre  périodique.  Ainsi,  le  mouvement  du  point  matériel,  sur  la 
courbe  qu'il  décrit,  est  un  mouvement  d'oscillation  périodique,  effec- 
tué de  part  et  d'autre,  d'un  point  fictif  qui  glisserait  sur  cette  courbe 

5 
avec  la  vitesse  constante  -•  S  représente  la  longueur  de  l'arc  compris 

entre  deux  sommets. 

Cette  longueur  est   toujours  inférieure  à  ;rR,  et  plus  grande  que 


L 

-h-  I 


Cas  particuliers  du  mouvement. 

21.    Les  formules   précédemment  obtenues  s'appliquent  aux  cas 
limites. 

Supposons  d'abord,  comme  dans  le  cas  traité  par  Huyghens,  que 
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ia  vitesse  initiale  soit  dirigée  horizontalement ,  et  ait  pour  valeur 


..  =  v/^ïîi^'- 


ce  qui  suppose  que  le  point  de  départ  appartienne  a  l'hémisphère  in- 
férieur ;  il  viendra 

a  =  Zo  =  /3,     k  :=  o ,      K  =  ~,     K'  =  oo,     ^  =  o; 
le  développement  de  z,  dans  lequel  on  a 

donnera  donc 

Z=Cf., 

comme  on  devait  s'y  attendre. 

Il  vient  aussi 

b  =  o ,     b,  :=  o; 
d'où  il  résulte 

H'  , .        1  —  o'         , .        I  +  <?*' 

(il  =  O     et     —  =  hm —,  -h  lun V  • 

or,  pour  A-  =  o,  on  a 


I  —  q"         f"  —  e~ 


i-hq"        e"  -f-  c" 


=  T  tang  {ia)  =  -:  tang  am  {ia). 


Cette  dernière  expression  peut  être  remplacée  par  sin  am{a,  k'),  ou 
par  sin  (x  ;  on  aura  donc 

hm \  =  i/^ 

On  trouvera  de  même 

I  -t-  o*' 


I  —  (j"'        sin  (*i 
d'où  il  résulte 


.  A  +  R . 

V  7-l-a  ' 


^=7-^^=     et     ^  =  v/^.; 

I^  V^2a(7  +  a)  ^  Va' 


y/a  a  (Y  ■ 
c«  qui  s'accorde  avec  les  résultais  connus  [*]. 

[*]  Mécanique  analytique ,  tome  H,  page  2o5. 

i4.. 
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Pour  01.=:^  °,  on  a  aussi 

Z  ^  o , 
et ,  par  conséquent , 

V  ^  m; 
il  vient,  de  plus, 


^-j^ — ^=:  sini;  =    /  — .      et      ^   =  l/-(R- —  a-)  f. 

d^  V'2a(7  +  a)  V    =^ 

22.  Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ou  si  elle  est  tangente  à  un  grand 
cercle  vertical,  le  mouvement  s'effectuera  sur  la  circonférence  de  ce 
cercle,  et  l'on  aura 

d'où 

/r  /^ 

T  =  K  w  -,     "  =  V/  5  ^  »     r  =  R  —  (R  —  A)  sin'^  ain  u  ; 

c'est  le  cas  du  pendule  circulaire.  Il  n'y  a  pas  lieu  alors  à  chercher 
l'angle  t!/. 

L'arc  *  se  calculera  en  faisant  /'  =  o  dans  les  développements  qui 
ont  été  donnés  pour  le  cas  où  le  module  serait  voisin  de  l'imité;  ces 
développements  deviendront 

— ^-j-^ — -  =  O ,     —.  loe-4 —\  =  lim  arc  tane  (  -~ tane  — îr7  )• 

n  a  ici 

nr  £  /•  ,        ^  /  TT        am  V  \         ,  coam  ti 


Or.  on  a  ici 


d'où  l'on  tire 


e'  —  e~''                                        h'  %vc\  am  « 
-— : ;  :=  cos  coam  n  =  — — 


il  viendra  donc,  par  la  substitution, 

i^  =  2  R  arc  sin  (  A-  sin  am  j^)  =  2  R  am  [ku,  ~\- 

25.  Soit,  de  plus,  h  —  —  ^,  on  aura  A=:  1,  T  =  00  ,  de  sorte  que 
le  mobile  s'approchera  indéfiniment  du  point  le  plus  haut  delà  sphère, 
où  sa  vitesse  serait  nulle,  sans  jamais  l'atteindre;  c'est  le  seul  cas  où 
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la  périodicité  disparaisse:  alors  la  quantité  auxiliaire  v  est  nulle,  mais 
le  rapport  de   , à  A'  reste  déterminé  en  fonction  de  m,  et  il  vient 

z  =  R    1  —  2    ,     5=aRarcsin 

Mouvement  d'une  ligne  matérielle  pesante  autour  d  un  de  ces 

points. 

24.  Le  niouvenaent  d'un  point  matériel  pesant  sur  une  sphère  serait 
réalisé  en  supposant  ce  point  fixé  au  centre  par  une  ligne  inflexible 
et  sans  masse.  Si  l'on  ne  fait  plus  abstraction  de  la  masse  de  cette 
ligne,  les  formules  données  plus  haut  ne  seront  pas  immédiatement 
applicables,  mais  on  pourra  toujours  déterminer  sur  la  tige  un  point 
dont  le  mouvement  sera  le  même  que  celui  d'un  pendule  simple  [*]. 

Soient  m  la  masse  d'un  point  quelconque  de  la  tige,  tv  sa  vitesse, 
p  sa  distance  au  point  de  suspension  ,  Ç  la  projection  sur  une  verticale 
de  cette  distance,  comptée  dans  le  sens  de  la  pesanteur  ;  si  l'on  appelle 
Wq  et  Ço  les  valeurs  initiales  de  w  et  de  Ç ,  le  principe  des  forces  vives 
donnera 

(8)  lm[iv'-wl)='xglm[^-^,). 

Considérons  un  point  particulier  de  la  tige,  pour  lequel  les  quan- 
tités p,  Ç,  u',  Çy  et  îv„  soient  respectivement  égales  à  R,  z,  t»,  Zq  et  t'j,: 
nous  aurons 

<^'  ^  ç  So  p  . 

de  sorte  que  l'équation  (  8  )  deviendra 

[v""  -  vl)lmp^  =  2gR(z  — Zo)2/n,s. 

Or,  si  Ion  désigne  par  J  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  tige 
au  point  de  suspension,  par  M  la  masse  de  cette  tige,  et  par  M).^  son 

[*]  Je  dois  ceUe  remarque  à  M.  Sturm. 
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moment  d'inertie  par  rapport  an  centre  de  gravité,  on  a 

2/np='  =  M(y--(-X='),     Iinp  =  MJ; 
il  vient  donc,  par  la  substitution, 

2gR./   ,  , 

^'-  =  <  +  j^A^--^o^- 

Pour  le  pendule  simple,  dont  le  point  considéré  formerait  l'extrémité, 
on  aurait 

v-=ivl+  ag(z-Zo), 

et.  comme  le  principe  des  aires  appliqué  au  point  horizontal  fournit 
la  même  équation  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  il  suffit  de  prendre ,  pour 
satisfaire  à  la  condition  énoncée, 

R  =/+  ^. 

On  pourra  donc  appliquer  les  formules  ci-dessus  au  mouvement  du 

point  ainsi  déterminé,  en  y  remplaçant  R  pary^+  y-  Ainsi,   dans  le 

plan  vertical  qui  se  meut  avec  lui,  le  pendule  oscille  continuellement 
entre  les  deux  droites  qui  passent  par  le  point  de  suspension ,  et  qui 

font  avec  la  verticale,  des  angles  ayant  pour  cosinus  ^  et  |-;   à  des 

intervalles  de  temps  égaux ,  avant  et  après  le  moment  où  il  coïncide 
avec  l'une  de  ces  droites,  il  se  trouve  occuper  la  même  position.  Enfin, 
la  projection  de  la  tige,  sur  le  plan  horizontal  qui  passe  par  le  point 
fixe,  et  la  tige  elle-même,  dans  un  des  plans  tangents  au  cône  décrit 
l)ar  elle,  et  sur  lequel  on  aurait  fait  le  développement  de  la  surface, 
sont  animées  chacune  d'un  mouvement  d'oscillation  périodique,  de 
part  et  d'autre  d'une  droite  tournant,  avec  une  vitesse  angulaire 
constante,  autour  du  point  de  suspension. 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une  surface  de 
révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

2o.  Le  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  la  seule  action  de 
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la  pesanteur,  et  assujetti  à  rester  sur  une  surface  de  révolution  qui  a 
son  axe  vertical,  présente  des  caractères  de  périodicité,  dont  l'exis- 
tence est  subordonnée  toutefois  à  la  forme  de  la  surface  et  à  la  na- 
ture des  circonstances  initiales.  Lorsque  le  mouvement  a  lieu  sur  une 
sphère,  la  question  dépend,  comme  on  l'a  vu,  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  les  formules  auxquelles  on  est  conduit  mettent  d'elles-mêmes 
en  évidence  la  périodicité.  Mais  on  peut  déterminer  les  cas  dans  les- 
quels elle  se  produit,  et  l'établir  pour  tous  ces  cas,  sans  particidariser 
la  surface. 

L'axe  des  z  étant  pris  sur  l'axe  de  révolution  ,  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  et  l'axe  des  jc  sur  l'une  des  droites  horizontales  du  méri- 
dien qui  passe  par  le  point  de  départ,  soient,  au  bout  du  temps  t, 
V  la  vitesse  du  mobile,  r  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan 
des  xy  ^  (|i  l'angle  décrit  par  cette  projection  ou  par  le  plan  vertical 
qui  tourne  avec  elle  autour  de  l'axe  des  z,  5  l'angle  que  fait  dans  ce 
plan,  avec  une  ligne  horizontale,  ia  tangente  au  méridien  menée  par 
la  position  du  mobile.  Appelons  fo,  Zq,  ^o  'es  valeurs  initiales  de  f , 
de  z  et  de  /■,  et  représentons  par  w  l'angle  de  la  direction  de  la 
vitesse  initiale  avec  la  tangente  au  parallèle  mené  par  le  point  de 
départ.  Si,  dans  l'équation 

dz-  +  f/r'  +  /■  Vtf'  =  t^^  dl-, 
nous  remplaçons  dr  et  d<^  par  les  expressions 

dr  =  cot  d  dz,     rtcj;  = —  at , 

dont  la  dernière  résulte  du  principe  des  aires  appliqué  au  plan 
des  xy,  nous  aurons 

sin  9 

zzz    "*~ 

Or,  soit 


l9)  rf.  =  -  -7-  v'r'  ^'  ~  ''o  ^l  cos'''  « . 


X  =  9  (z) 

l'équation  du  méridien  qui  est  dans  le  plan  des  zx;  celle  de  la  sur 
face  de  révolution  sera 

/■  =  cp  (z)  ; 
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de  plus,  si  l'on  pose 

z.  "l 

le  principe  des  forces  vives  donnera 

i>^  ^=  ag{z  —  h). 

Le  second  membre  de  l'équation  (9)  peut  donc  s'exprimer  au  moyen 
de  z  seulement,  et,  par  une  quadrature,  on  obtiendra  t  en  fonction 
de  cette  variable;  l'équation  des  aires  fournira  l'angle  ij;  par  une  nou- 
velle intégration. 

26.  I/expression  ci-dessus  de-v»  ne  renfermant  pas  l'angle  t\i,  per- 
met de  considérer  le  mouvement  du  point  matériel ,  sur  le  méridien 
qui  tourne  avec  lui  autour  de  l'axe  des  z,  indépendamment  de  ce 
mouvement  de  rotation.  Si  l'on  pose 

c^  =  ri  (Zo  —  k)  cos^  w , 
cette  expression  devient 

-  =  ±  V'  ^g-^  s/r'  {z-h)~  c\ 

Imaginons  que,  dans  le  plan  des  zx ^  on  construise  la  courbe  qui  a 
pour  équation 

X-  (  z;  —  ^  )  =  6-^  ; 

cette  courbe  se  composera  de  deux  branches  E  et  E'  symétriques  lune 
de  l'autre  par  rapport  à  l'axe  des  z,  tournant  leur  convexité  vers 
l'origine,  et  ayant  pour  asymptotes  l'axe  des  z  et  une  parallèle  H  à 
l'axe  des  x,  menée  à  la  distance  h,  au-dessous  de  laquelle  elles  seront 
situées.  Puisque  l'on  a 

rl[z,-h)-c^>o, 

le  point  de  départ  du  mobile  se  trouve  dans  la  concavité  de  l'une  des 
aeux  branches,  de  E  par  exemple:  cela  posé,  il  faut  considérer  trois 
cas  : 

1°.   La   portion    du    méridien,    à   laquelle   appartient   le   point  de 
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départ,  sera  une  courbe  fermée,  tracée  tout  entière  dans  l'intérieur 
de  E. 

i".  Cette  courbe  ,  fermée  ou  non  ,  coupera  E  en  deux  points  M  et  N. 

3".  On  bien  enfin,  elle  s'étendra  jusqu'à  l'infini,  sans  rencontrer  E, 
soit  d'un  seul  côté,  soit  des  deux  côtés  du  point  de  départ. 

27.  1°.  Dans  le  premier  cas,  la  vitesse  du  mobile  sur  le  méridien, 
savoir  : 

ne  devient  jamais  nulle,  de  sorte  que  ce  méridien  est  décrit  tout 
entier,  et  toujours  dans  le  même  sens,  un  nombre  de  fois  indéfini. 
IjH  temps  que  le  point  matériel  emploie  pour  parcourir  un  arc  déter- 
miné G  est,  en  appelant  z,  et  z^  les  valeurs  de  z  pour  les  deux  extré- 
mités de  cet  arc, 

I         r',  ±rdz 

^"^S  Jz     sin  9  v''"'  (z  —  h)  —  r' 

ou  une  somme  d'intégrales  analogues,  si  l'arc  g  présente  des  sommets 
pour  lesquels  la  tangente  soit  horizontale.  Ces  intégrales  ont  la  même 
valeur  à  chaque  révolution,  et,  en  particulier,  le  temps  employé  par 
le  point  matériel ,  pour  décrire  le  méridien  tout  entier,  est  une  quan- 
tité constante  2 T.  Ce  point  reprenant  donc  sur  le  méridien  la  même 
position,  après  chaque  intervalle  de  temps  égal  à  2T,  on  voit  que  z 
et  r  sont  des  fonctions  périodiques  de  t. 

28.   L'angle  6  est  donné  par  l'intégrale 

—  r'ir 

'h  =  c\ig   I    -, 

«/o    r 

OU  par  l'aire  de  la  courbe,  dont  les  points  ont  pour  abscisses  les  di- 
verses valeurs  de  i,  et  pour  ordonnées  les  valeurs  correspondantes 

de  ^-^^-72.;  par  conséquent,  si  l'on  mène  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses, 

à  une  distance  —  telle,  que  les  deux  aires  situées,  l'une  au-dessus  , 

l'autre  au-dessous  de  cette  parallèle,  et  comprises  entre  elle  et  la 
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courbe,  soient  équivalentes,  on  aura 

d-  =  ^  i  -H  f , 

4»'  prenant  la  même  valeur  toutes  les  fois  que  t  augmente  de  2 T. 
L'angle  tj;  se  compose  donc  d'une  partie  proportionnelle  au  temps  et 
d'une  partie  périodique.  Cette  dernière  devient  nulle  pour  ^  =  0,  2T, 
4T,  etc.,  et  au  moins  une  fois  pendant  chaque  intervalle;  de  sorte  que 
le  rayon  vecteur  de  la  projection  du  mobile,  sur  le  plan  des  xj, 
exécute  des  oscillations  périodiques  de  part  et  d'autre  de  la  ligne,  qui 
tournerait  dans  ce  plan,  et  autour  de  l'origine,  avec  la  vitesse  angu- 
laire constante  -  •  L'angle  décrit  réellement  par  ce  rayon  vecteur,  pen- 
dant la  durée  d'une  période,  est 

De  même,  si  l'on  pose 

28  =  V2g^    I       V  z  —  hdt, 

la  longueur  de  l'arc  de  courbe  parcouru  par  le  mobile,  au  bout  du 
temps  t,  sera 

s  =^  -t-hs', 

s'  représentant  une  fonction  périodique  du  temps. 

On  peut  supposer  que  l'axe  des  x  et  l'axe  des  j  participent  au 
mouvement  de  rotation  uniforme  qui  a  pour  vitesse  angulaire  ;j,  :  le 

mouvement  du  point  matériel  rapporté  à  ces  axes  et  à  l'axe  des  z  sera 
alors  complètement  périodique. 

Pour  obtenir  la  courbe  tracée  sur  la  surface ,  il  suffirait  de  faire 
tourner  autour  de  l'axe  de  révolution,  un  nombre  de  fois  indéfini,  et 
chaque  fois  de  l'angle  2  W,  la  portion  qui  en  a  été  décrite  pendant  un 
intervalle  de  temps  égal  à  21. 

29    2".   Dans  le  second  cas,  le  point  matériel  oscille  continuellement 
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entre  le  point  M  et  le  point  N,  sur  le  méridien  qui  tourne  avec  lui 
autour  de  l'axe  des  z,  et  le  mouvement  est  encore  périodique.  De  plus, 
les  temps  employés  à  parcourir  un  arc  déterminé  de  haut  en  bas,  et  de 
bas  en  haut,  sont  les  mêmes;  car,  pour  passer  de  l'un  à  l'autre  cas,  il 
tant  changer  à  la  fois  le  signe  de  dz  et  l'ordre  des  limites  de  chaque 
intégrale  définie.  \  .e  mobile  se  trouve  donc  au  même  point  du  méridien , 
à  des  intervalles  de  temps  égaux,  avant  et  après  le  moment  où  il  a 
atîeint  l'une  de  ses  deux  positions  extrêmes. 

Cette  symétrie  se  reproduit  sur  la  courbe  dont  l'aire  a  servi  à  éva- 
luer l'angle  t|/;  par  conséquent,  pour  deux  valeurs  de  t  égales  à 
un  multiple  quelconque  de  T  augmenté  ou  diminué  de  la  même 
quantité,  <]^'  prend  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi  le 
rayon  vecteur  de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan  des  xy  coïncide, 
à  la  fin  de  chaque  intervalle  de  temps  égal  à  T,  avec  la  droite  qui 
tourne  autour  de  l'origine  d'un  mouvement  uniforme ,  et  les  écarts  qui 
se  sont  produits  pendant  une  demi-période,  se  reproduisent  symétri- 
quement pendant  la  demi-période  suivante.  L'angle  décrit  réellement 
par  le  rayon  vecteur,  pendant  chacune  de  ces  demi-périodes,  est 

La  courbe  tracée  sur  la  surface  par  le  point  matériel  présentera  une 
suite  de  sommets  correspondants  aux  positions  M  et  N  du  mobile  sur  le 
méridien,  et  sera  divisée  par  cliacun  de  ces  sommets  en  deux  parties 
symétriques. 

30.  11  peut  se  faire  que  le  méridien  et  la  branche  E  soient  tangents 
en  l'un  des  points  M  etN,  eu  M  par  exemple;  alors,  en  représentant 
par  a  la  valeur  correspondante  de  z,  et  en  posant 

F(z)  =  ç(z)-(z  — /?)  — c^ 
on  aura 

F(a)  =  o,     F'(a)  =  o, 

et,  suivant  que  le  contact  sera  du  second  ordre  au  moins,  ou  seule- 
ment du  premier, 

F"(a)=o, 

i5.. 
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ou 


F"  (a)  =  2C  v'a  -  h  (p"(a)  -  -^^_^^./ 

Cette  expression  ne  pourrait  devenir  infinie  qu'autant  que  l'on  aurait 

(p"  (a)  =  QO  ; 

si  donc  on  fait  abstraction  du  cas  où  le  méridien  présenterait  en  M 
un  point  singulier,  pour  lequel  on  aurait  tp"  (2)  =»  ,  en  même  temps 

F  (z) 
que  <f  (2)  et  f'  (z)  seraient  finis  et  différents  de  zéro,  le  rapport  ._ 

restera  fini,  pour  z=^a.  quel  que  soit  l'ordre  du  contact.  On  en  con- 
clut que  T  est  infiniment  grand ,  par  conséquent  la  périodicité  dispa- 
raît, et  le  mobile  s'approche  continuellement  du  point  M,  sur  le 
méridien,  sans  jamais  l'atteindre.  Comme  d'ailleurs  l'angle  9  croît  au 
delà  de  toute  limite,  la  courbe  tracée  sur  la  surface  forme  une  infinité 
de  spires,  qui  tendent  à  se  confondre  avec  le  parallèle  mené  par  ce 
point. 

Lorsque  le  méridien  est  extérieur  à  la  branche  E,  et  la  touche  seu- 
lement au  point  de  départ,  le  mobile  décrit  un  parallèle  d'un  mouve- 
ment uniforme. 

51.  3°.  Dans  le  troisième  cas,  le  mouvement  n'offre  plus  aucun  ca- 
ractère de  périodicité,  et  le  point  matériel  s'éloigne  jusqu'à  l'infini. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


SUR  LES  INTEGRALES  TRANSCENDANTES 

e~  ^  dx 


r    e-'^'dx  Çe~'''x'dx  Ç 


v/a-(-pa;'  J    v/a  +  P^'  «^     (7  +  Sx^)  \/ a -j- px- 

Par  m.  William  ROBERTS. 


1.  Dans  une  petite  Note  insérée  dans  ce  Recueil  (janvier  i85i),  je 
suis  parvenu  à  un  cas  particulier  d'une  formule  d'Abel ,  en  me  servant 
d'une  application  simple  des  coordonnées  elliptiques. 

Il  est  évident  que  la  même  méthode  conduira  au  théorème  dont  il 
s'agit,  dans  toute  sa  généralité.  En  effet,  transformons  I  intégrale 
double 

Ile  X  J  dx  ay . 

en  posant 

cela  donnera 

-  f  e-''  i!.^-b^r-  l.'"-'  di..£"  e-Uh'-  -^'f"  ^^"'^'  d., 

formule   qu'on   peut  facilement  rendre  identique  avec  celle  d'Abel, 
savoir 

r(a)r(i3)=r    e~"  cixx""'  {i  —xf~'-  j      e"" dxx  ~\a+xf 

e       dxx{\—x)         j       e      dx  x       {a-\-x)       » 
qu'on  trouve  au  tome  I*"^  de  ses  OEuvres,  page  100. 
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Je  ne  m'arrêterai  pas  ici  pour  développer  la  formule  qui  résulterait 
du  changement  analogue  des  variables  dans  l'intégrale  multiple 

^^     p-^     /.=:       _(j,=_Hr'-t--.-^ï')       -iP-i       -il  —  '  ar-i 

/       /       /       e  X         y         ...-.         dx  ciy. ..  (iz. 

Je  veux  plutôt  démontrer  quelques  relations  qui  se  rapportent  non- 
seulement  aux  valeurs  complètes  des  transcendantes  de  l'espèce  que 
cette  méthode  suggère,  mais  aussi  aux  valeurs  indéfinies  des  mêmes 
intégrales.  En  effet,  considérons  la  valeur  (V)  de  l'intégrale  doufjle 

\  \  e        ^      dx  dj. 

qu'on  étend  à  tous  les  éléments  de  l'espace  terminé  par  le  quart  de 
l'ellipse 


et  par  ses  demi-axes.  On  aura  évidemment,  en  exprimant  V  par  des 
coordonnées  elliptiques, 

Mais  si  l'on  fait  jt  =  r  cos  w ,  j"  =  r  sin  u ,  on  a 

V=  r  C'^  e~'' rdrdM  =  l  H'^  i^i-e" 

d  où  l'on  déduit,  en  vertu  de  l'équation  de  l'ellipse, 

En  posant 

2  *' If*' — b'')cos'o> 

fi'  —  é'cos'w 
il  viendra  donc 


V=     ::  — -avfi.-- A=  <^  /    T, — ; 


b 

(fi' —  b'-hz-)\/b'  ■ 


Ecrivons  maintenant  v  pour  z  dans  cette  dernière  intégrale  detiine  , 
et  nous  obtiendrons  la  formule  suivante,  en  identifiant  les  i\fi\\  va- 
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leurs  de  V, 

in  {  ^ 

\  Jj        ^pî_è'     *Jo        \/¥^^  Jb      \J'^b''jo      s/V-^^' 

2.   Considérons  encore  la  même  intégrale  double,  étendue  à  tous  les 
éléments  de  l'espace  infini  terminé  par  le  quart  de  l'hyperbole 

et  par  son  axe  réel,  prolongé  indéfiniment.  On  aura,  dans  ce  cas, 

V  =r    /       /      e"'    rdrd(,)  =  -    j      e~'^  ^m  , 
Wa  étant  l'angle  fait  par  l'asymptote  avec  l'axe  réel  ;  et ,  par  conséquent, 

,      /^  arc  (  cos  =  7  1      —  — r 

Faisons 

b^{b''  —  V-)  cos-w 


z-  = 


è^  cos'o)  —  V- 
ce  qui  nous  donnera 

En  écrivant  fx  pour  z  dans  cette  expression,  et  identifiant  le  résultat 
.^vec  la  valeur  de  V,  exprimée  en  coordonnées  elliptiques ,  on  en  dé- 
duira la  formule  que  voici  : 


—      r°°  e~^>Vp       r^e-'-'rfv  /•"(?-/'■' rf(x       r''  f-'^'dv 

Jb        \/ii' — 6'      Jj     y/b-  —  V-        Jb      \/fi^—b'    Jj      \lb''  —  v' 


On  doit  observer  qu'il  n'est  pas  permis  de  faire  v  =  o ,  dans  cette 
formule ,  parce  qu'alors  la  quantité  auxiliaire  z  cesse  d'être  fonction 
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de  G)  et  devient  égale  à  h.  Dans  ce  cas,  reportons-nous  à  la  valeur 
de  V,  exprimée  en  w,  et  nous  trouverons 

(III)  ;.e-^'=  r^zz££^.  fçji-  rçz±.  riii^% 

comme  nous  l'avons  obtenu  déjà.  On  tombera  aussi  sur  cette  équation 
en  posant  dans  l'équation  (I)  ^a  =  ce  . 

5.   En  résumé  donc,  on  voit  comment  la  valeur  complète  de  l'ui- 
tégrale 

~^  dx 


/, 


Sx'')  sj^  +  ^x"- 


s'exprime  en   vertu   des  équations  (I)  et  (II),    à  l'aide    des  valeurs 
indéfinies  et  complètes  des  transcendantes  ayant  pour  type 


J    \/a  +  bx^        J      \/a- 


bx' 

La  formule  (III)  peut  être  regardée  comme  analogue  à  la  relation 
bien  connue  entre  les  fonctions  elliptiques  complètes  des  deux  pre- 
mières espèces,  à  modules  complémentaires;  et,  pareillement,  les 
théorèmes  qui  sont  exprimés  par  les  équations  (I)  et  (II)  répondent 
à  la  réduction ,  effectuée  par  Legendre  ,  des  fonctions  complètes  de 
troisième  espèce  à  celles  de  première  et  de  seconde  espèce.  L'équa- 
tion (III)  est  due  à  Abel,  comme  je  l'ai  remarqué.  Quant  aux  for- 
mules (I)  et  (II),  je  crois  qu'elles  n'avaient  pas  encore  été  déjà  don- 
nées. 

Dublin,  le  lo  février  i85j. 
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MÉMOIRE 

Sur   les    intégrales  communes   ci   plusieurs   problèines 
de   Mécanique; 

Par   m.   J.   BERTRAND. 

'Présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  12  Mai  i85i.) 


Les  théorèmes  généraux  de  la  Mécanique  peuvent  se  partager  en 
deux  classes.  Les  uns,  comme  le  principe  des  forces  vives,  sont  des 
propriétés  générales  dans  leur  énoncé,  mais  variables  dans  leur 
expression  analytique  avec  les  forces  qui  agissent  sur  le  système.  Les 
autres ,  comme  le  principe  des  aires  et  le  principe  du  mouvement  du 
centre  de  gravité,  exigent  seulement  que  les  forces  remplissent  cer- 
taines conditions  et  fournissent  alors  des  intégrales  indépendantes  de 
leur  expression  précise.  Il  m'a  semblé  intéressant  d'examiner  quelle 
est,  entre  ces  deux  classes  d'intégrales,  celle  que  l'on  doit  regarder 
comme  exceptionnelle.  Pour  y  parvenir,  j'ai  résolu  le  problème  sui- 
vant : 

Étant  connue  une  intégrale  d'un  problème  de  Mécanique,  trouver 
l'expression  des  forces  qui  produisent  le  mouvement,  c  est-à-dire  trou- 
ver quel  est  le  problème. 

La  solution  suppose  seulement  que  les  composantes  des  forces 
puissent  s'exprimer  en  fonction  des  coordonnées  des  points  du  sys- 
tème; elle  fait  connaître  une  équation  différentielle  partielle  du  second 
ordre  à  laquelle  doivent  satisfaire  toutes  les  intégrales  des  équations 
du  mouvement ,  quelle  que  soit  l'expression  des  forces  en  fonction 
des  coordonnées  des  différents  points. 

Mais  il  arrive  que,  dans  certains  cas,  la  méthode  générale  est  en 
défaut  et  conduit,  pour  les  forces,  à  des  expressions  indéterminées. 
Ces  cas  sont  les  seuls  dans  lesquels  l'intégrale  puisse  convenir  à  plu- 
Tome  XVII.  —  Avril  i852.  '  6 
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sieurs  problèmes  différents.  La  méthode  fait  connaître  les  conditions 
nécessaires  pour  que  ces  cas  se  présentent. 

J'étudie  particulièrement  le  cas  où  le  système  se  réduit  à  un  point 
unique.  En  supposant  que  le  mouvement  s'exécute  dans  un  plan ,  je 
fais  voir  que  les  intégrales  qui  peuvent  convenir  à  plusieurs  pro- 
blèmes différents  sont  au  nombre  de  deux,  qui,  l'une  et  l'autre, 
comprennent  le  principe  des  aires  comme  cas  particulier.  En  sup- 
posant ensuite  que  le  point  soit  placé  sur  une  surface,  je  suis  con- 
duit à  cette  proposition  remarquable  :  Pour  que  les  équations  du 
mouvement  d'un  point  placé  sur  une  surface  aient  une  intégrale  indé- 
pendante du  temps,  et  commune  à  plusieurs  problèmes,  il  faut  que  la 
suiface  soit  de  révolution,  ou  applicable  sur  une  surface  de  révolu- 
tion. En  supposant  cette  condition  remplie,  je  donne  la  forme  de  l'in- 
tégrale, et  l'expression  générale  des  forces  dans  les  problèmes  aux- 
quels elle  s'applique.  J'examine,  enfin,  le  cas  plus  général,  où  un 
point  peut  se  mouvoir  librement  dans  l'espace.  Le  nombre  des  inté- 
grales communes  à  plusieurs  problèmes  devient  alors  infini.  Après 
avoir  fait  connaître  une  forme  générale  qui  les  comprend  toutes,  je 
montre  comment  on  pourra  obtenir  autant  de  cas  particuliers  qu'on  le 
voudra.  Il  suffit,  en  effet, 'de  résoudre  un  problème  quelconque  rela- 
tif au  mouvement  dans  un  plan ,  et  de  faire  subir  à  ses  intégrales  une 
transformation  très-simple;  on  obtient  ainsi  une  intégrale  nouvelle  qui 
convient  à  un  nombre  infini  de  problèmes  différents  relatifs  au  mou- 
vement dans  l'espace. 

I. 

Considérons  un  système  de  points  complètement  libres  et  sollicités 
par  des  forces  dont  les  composantes  dépendent  de  leurs  diverses  coor- 
données. En  désignant  par  X,,  Y, ,  Z,  les  composantes  des  forces  accé- 
lératrices qui  sollicitent  le  point  x,,  _^, ,  z, ,  les  équations  différentielles 
du  mouvement  sont 

fl)  '^-X  '^■>'_Y  '^'^•-7 

l'indice  *  devant  prendre  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  de  points  dans  le 
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système.  Soit 

( 2 )  a  =  F  (jr,- ,  j,- ,  z, , . . . ,  x', ,  j,  z, ...,  t) 

une  intégrale  contenant  une  constante  arbitraire  a,  et  résolue  par 
rapport  à  cette  constante;  nous  allons  montrer  que  l'on  peut,  en  gé- 
néral, de  cette  seule  intégrale,  déduire  l'expression  de  toutes  les  for- 
ces. Différentiôns,  en  effet,  l'équation  (2)  par  rapporta  t;  nous  ob- 

dx       dj'      dz 

tiendrons,  après  avoir  remplacé  --'  ,  —^1  —r   par  X,,  ^,,  Z,, 
'1^  r  f/f       lit      fit    ' 

/,, ,  de/.        -xr^dy.      ,  dy.      ,  d'j.    ,        ■^ydy.    „  da.  ^  dy. 

le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs   entières   de  i,   comprises 

entre  l'unité  et  le  nombre  n  des  points  considérés;  or  il  est  facile  de 
voir  que  cette  équation  (3)  doit  être  une  identité,  car  on  peut  évi- 
demment, à  une  époque  donnée,  assigner  des  valeurs  arbitraires  aux 
coordonnées  des  différents  points  et  aux  composantes  de  leurs  vitesses, 
c'est-à-dire  aux  seules  quantités  qui  figurent  dans  cette  équation. 
L'équation  (3)  étant  identique,  on  peut  la  différentier  par  rapporta 
x\ ,  ji ,  z, ,  et  former  ainsi  des  équations  nouvelles,  en  nombre  égal  à 
celui  des  coordonnées  des  points  du  système.  Ces  équations,  toutes 
du  premier  degré  par  rapport  aux  composantes  des  forces,  permet- 
tent, £>«  geneVa/,  d'en  déterminer  la  valeur,  et  nous  pouvons,  par 
conséquent ,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Connaissant  une  intégrale  des  équations  du  mouvement  d'un  système 
libre ,  on  peut ,  en  général ,  en  déduire  l'expression  des  composantes 
des  forces  accélératrices  et  trouver ,  par  suite ,  quel  est  le  problème  qui 
a  conduit  à  cette  intégrale. 

Le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  rapidement  conduirait  pres- 
que toujours  à  des  contradictions,  si  l'on  se  donnait  au  hasard  l'inté- 
grale dont  on  vent  déduire  l'expression  des  forces.  Il  arriverait  en 
effet,  en  général,  que  les  composantes  X,,  Y,,  Z,  renfermeraient,  dans 
leur  expression,  le  temps  et  les  composantes  des  vitesses,  tandis  que 
le  contraire  a  été  supposé.  De  plus,  les  valeurs  des  composantes  ayant 

.6.. 
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été  déduites  des  équations  obtenues  par  la  différentiation  de  l'équa- 
tion (3),  ne  satisferaient  pas,  en  général,  à  cette  équation  (3)  elle- 
même,  et  seraient  par  conséquent  inadmissibles.  On  voit,  d'après  cela , 
que,  sans  connaître  l'expression  des  forces,  on  peut  assigner  un  grand 
nombre  de  conditions  que  doivent  remplir  les  intégrales  des  équations 
du  mouvement.  On  peut  aussi  rattacher  l'une  à  l'autre  deux  intégra- 
les d'un  même  problème,  en  écrivant  que  toutes  deux  conduisent  à 
assigner  aux  forces  la  même  expression.  Je  me  borne  à  indiquer  ici 
ces  remarques,  dont  le  développement  présenterait  peut-être  quelque 
intérêt. 

II. 

La  méthode  exposée  pour  obtenir  l'expression  des  forces  à  l'aide 
d'une  seule  intégrale  donne  lieu  à  une  seconde  remarque.  Les  équa- 
tions du  premier  degré,  auxquelles  satisfont  les  composantes  des 
forces  accélératrices,  peuvent  rentrer  les  unes  dans  les  autres,  et  les 
valeurs  de  celles-ci  devenir,  par  suite,  indéterminées.  Dans  ce  cas, 
l'intégrale  proposée  ne  suffit  pas  à  la  détermination  des  forces  et  peut 
convenir  à  plusieurs  problèmes  différents. 

L'examen  de  ces  cas  remarquables  fait  l'objet  du  présent  Mémoire. 
Je  m'occuperai  spécialement ,  dans  ce  premier  travail ,  du  cas  où  le 
système  se  réduit  à  un  point  unique. 

III. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  essentiel  de  préciser  la  nature  des 
intégrales  dont  nous  voulons  nous  occuper.  Si  le  système  considéré 
se  compose  de  n  points,  les  intégrales  complètes  doivent  contenir 
6m  constantes  arbitraires  en  fonction  desquelles  et  du  temps,  on  peut 
exprimer  les  coordonnées  des  différents  points  et  les  composantes  des 
vitesses,  ce  qui  fera  en  tout  6rt  équations.  Si  l'on  conçoit  que  ces 
6n  équations  soient  résolues  par  rapport  aux  constantes,  on  ob- 
tiendra des  relations  contenant  chacune  une  constante  arbitraire  :  ce 
sont  les  intégrales  que  nous  considérons.  On  peut  faire,  au  sujet  de  la 
forme  de  ces  intégrales,  une  observation  importante.  Le  temps,  ne 
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figurant  dans  les  équations  du  mouvement  que  par  sa  différentielle, 
doit  entrer,  dans  les  intégrales,  ajouté  à  une  constante;  en  sorte  que , 
dans  les  équations  qui  font  connaître,  en  fonction  du  temps,  les 
coordonnées  et  les  vitesses  des  points  du  système,  l'une  des  6n  con- 
stantes est  combinée  au  temps  par  voie  d'addition.  Eors  donc  qu'on 
résoudra  ces  équations  par  rapport  aux  constantes,  en  éliminant 
pour  cela  toutes  les  constantes  excepté  une,  le  temps  ne  pourra 
subsister  dans  le  résultat  que  si  la  constante  non  éliminée  est  celle 
dont  il  est  inséparable,  et,  dans  ce  cas,  en  cherchant  la  valeur  de 
cette  constante  a,  le  calcul  devra  donner  a  -h  t,  et,  par  suite,  la 
valeur  de  a  sera  de  la  forme 

a  =  <p  -  t, 

ç)  ne  contenant  pas  t.  D'après  cela,  nous  admettrons  dans  les  inté- 
grales que  nous  allons  étudier,  et  qui,  par  hypothèse,  sont  résolues 
par  rapport  à  la  constante  qu'elles  renferment,  que  le  second  membre 
est  ou  indépendant  du  temps  ou  de  la  forme  f  +  t;  en  sorte  que, 
en  désignant  l'intégrale  par 


7.  =  d;, 
—  soit  égal  a  o  ou  a  —  i . 

IV. 


Supposons  d'abord  que  le  mouvement  se  fasse  dans  un  plan  et  que 
la  position  du  point  mobile  dépende,  par  conséquent,  de  deux  coor- 
données X  et  y.  Les  équations  du  mouvement  sont  alors 

^    '  dt-  ^         dt'  ^ 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  j. 
Soit 

{■>.)  a  —  '3{x,   Y,  x',r',  t) 

une  intégrale  du  système,  on  aura  identiquement,  comme  nous  l'avons 


126  JOURNAI.  DE  MATHEMATIQUES 

remarqué  plus  haut, 

,«.  doL  da.      ,         rfa       ,         d'j.  da   ,^ 

*     '  dt  dx  '  dy  dx'  dy'  ' 

en  différeiitiant  l'équation  (3)  par  rapport  à  x\  puis  par  rapport  à  j' , 
on  obtient  les  deux  suivantes  : 

(4) 
(5) 

X  et  Y  devant  satisfaire  aux  équations  (3),  (4),  (5),  leur  valein-  sera 
déterminée ,  à  moins  que  deux  de  ces  équations  ne  rentrent  dans  la 
troisième.  On  en  conclut  que  le  seul  cas  où  l'intégrale  a  puisse  con- 
venir à  plusieurs  questions  est  celui  où  les  coefficients  de  X  et  Y,  dans 
les  équations  (3),  (4),  (5);  sont  proportionnels,  c'est-à-dire  le  cas 
ou  l'on  a 


d-'oi 

d'à 

d'à 
dx'dy' 

d'à. 

dx'' 

dx'  dy' 

dy" 

da    ~ 

-      du      ' 

dix 

da. 

Ix' 

dy' 

dx' 

W 

(6) 


Les  équations  (6)  s'intègrent  facilement;  elles  prouvent  que  log  —,-, 

log  -T77  ont  les  mêmes  dérivées  par  rapport  à  x'  et  à  j^'.  La  différence 

de  ces  deux  logarithmes  dépend  donc  des  seules  variables  x  etj^,  et  l'on 
a,  par  suite, 

I     \  da.  ,  .    da. 

équation  qui  s'intègre  facilement  et  de  laquelle  on  conclut 
a  =  F  [j'  ■+■  x'œ  (x,  y),  ce ,  j,  t]. 

Telle  est  donc  la  forme  la  plus  générale  que  puisse  avoir  une  intégrale 
commune  à  plusieurs  problèmes.  îl  est  facile  de  vérifier  que  ,  récipro- 
quement, toutes  les  fois  qu'une  intégrale  aura  cette  forme  ,  la  méthode 
indiquée  pour  en  déduire  les  forces  sera  en  défaut.  En  répétant  même 
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plusieurs  fois  la  différentiation  par  rapport  à  a:'  et  à  j'  des  résultats 
obtenus,  les  équations  ainsi  formées  rentreraient  toutes  les  unes  dans> 
les  autres. 

V. 

Nous  allons  chercher  maintenant  dans  quel  cas  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  peuvent  avoir  une  intégrale  de  la  forme 

(i)  a  =  F[j'  + jr'(p(x,  7),  X,  ;■,  ^]; 

de  cette  équation  on  conclut,  comme  il  a  été  dit,  l'identité 

,     ,  dj.         d y.      ,  d  j.       ,         d -j.  I ^-         _.  ,,  d'^  ,      ,  da\ 

(^)  dF-^T.'^^d^-r  -^d^V'^^^-^'^'TÙ^''^-  7^)=^''^ 
dans   laquelle,   pour   abréger,   nous  représentons    par  u  la   somme 

En  remplaçant,  dans  l'équation  (2),  j''  par  u  —  x'(f,  nous  aurons 

dx         doL      ,         d  y.  ,  , 

Cette  équation  étant  identique,  on  peut  égaler  à  zéro  le  coefficient 
de  jc'*  :  on  a  ainsi 

df^  d  tù 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

d  (^ 

dy 
et,  par  suite, 

rf^  t/y       ^         d^      ^  dvj 

,  ,  ,  ,  dx  dr  dx  dt  a' 

U  =  y    -\-  <f  .  x'  =  jr'  -\-  x'  -f-  =    ~ -z —    =  —  =  -L  : 

'  '  -^  fly  aç  aç         «^ 

dx  dy  dy         dy 
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d'où  l'on  conclut,  en  remarquant  que  ~  est  une  fonction  de  x  et  de/, 


ut,  en  remarquant  que 

que  l'intégrale 

a  =  F  (j'  4-  J^'9,  X ,  j,  t) 
peut  s'écrire 

a  =  F  (ç',  X,  y,  t) , 

5^'  désignant  la  dérivée,  par  rapport  à  t .  d'une  fonction  ç  [x  ,  j   qui 
satisfait  à  l'équation 

do  dt^ 

dx  '   dy 

Or    cette  dernière    équation    s'intègre    sans    difficulté,    et    l'on    en 
conclut 

J  =  ^?  -I-F^ip), 
en  sorte  que  l'équation 

ç  =  constante 

représente  une  série  de  lignes  droites. 

Nous  pouvons  donc,  en  résumant  les  résultats  obtenus  jusqu'ici, 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  intégrale  des  équations  du  mouvement  d'un  point  datis  un 
plan  com'ient  à  deux  problèmes  différents ,  elle  est  de  la  forme 

a  =  F{(p',x,j;t), 

©'  éta/it  la  dérivée  d'une  Jonction  qui  ^  égalée  à  une  constante ,  repré- 
sente les  équations  d'une  série  de  lignes  droites. 

VI. 

Pour  déterminer  plus  complètement  la  forme  de  l'intégrale  que 
nous  étudions ,  substituons  aux  coordonnées  XGtjr  deux  variables  q, 
et  ^2 ,  dont  l'une  soit  précisément  la  fonction  o  dont  la  dérivée  figure 
dans  notre  intégrale,  et  dont  l'autre  soit  telle,  que  les  courbes  dont 
l'équation  est 

qn  =  constante 

soient  orthogonales  aux  droites 

</,  =  constante. 
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L'intégrale 
(1)  a=  F(ç5',  X,  y,   t) 

prendra  alors  la  forme 

(2^  a=F  (7',,  7,,   70,   0- 

Pour  former  les  équations  du  mouvement,  par  rapport  à  ces  nou- 
velles variables ,  nous  ferons  usage  des  formules  générales  données  par 
Lagrange.  Soit 

l'expression  du  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins; 
l'expression  de  la  demi-force  vive  sera  alors 

(4)  T=±(x-+j-)  =  UA7r--B'7?)- 

Or  les  équations  du  mouvement  sont,  d'après  les  formules  générales 
de  la  Mécanique  analytique. 


(5) 

d  dl 
dt  dq\ 

dt 

Q.^ 

Q,= 

^dq, 

+  Y 

dq: 

(6) 

d   dT 

dt  dq\ 

dT 

dq,- 

^Q., 

Q.= 

da: 

+  \ 

dy 

dq: 

en  développant 

l'équation  (5 

,  on  1 

a  met 

sous  1 

la  forme 

il) 

d-q 
dt' 

1  dA. 

2  dq, 

qr- 

1  rfB 

2  dq, 

H^-^ 

9i  4i 

rfA 

-Q, 

Q,  =  o. 

Les  lignes  représentées  par  l'équation  7,  =^  constante  étant  droites, 
leurs  trajectoires  orthogonales  ont  toutes  mêmes  développées  et  sont 
des  courbes  parallèles.  La  distance  de  celles  qui  correspondent  aux 
valeurs  q^  et  q^  +  dq^  de  la  variable  7.,  est  donc  indépendante  de  7,, 
et,  par  suite,  le  coefficient  B  ne  contient  pas  cette  variable.  On  peut 
donc  supprimer,  dans  l'équation  (7),  le  terme  en  — -,  il  reste  alors 

En  différentiant  l'intégrale 

«  =  ^(7'!)  ?n  92,  t), 

Tome  XVll.  —  Avril  i852.  I  7 


i3o 

on  obtient 

(9) 
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d  7.         d  01    I  d  X     , 

0  =  ^+^7.+;^.  92 


rfa    d-q, 
dq\      dt' 


d-q, 


d'j.    dk     , 


-Q.     =o 


dt  dq,  '  '  dq~ 

et,  par  suite,  en  remplaçant,  dans  cette  équation  (9),  '^^  par  sa  va- 
leur déduite  de  l'équation  (8),  on  obtient  l'identité 

.      d  X  d  'X     ,  d  y.     ,  l    d  u.     i  \  d  K     ,  ,,         d  A      ,      , 

Cette  équation  devant  être  identique ,  on  peut  égaler  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  (j'„;  on  obtient  ainsi 

d'x 

dq,  A  dq\  dq, 

dont  l'intégrale  générale  est 

VII. 

Il  est  essentiel,  avant  d'aller  plus  loin,  de  recbercher  la  forme  du 
coefficient  A  qui  figure  dans  notre  intégrale.  A  est,  on  s'en  souvient, 
le  coefficient  de  dql  dans  l'expression  du  carré  de  la  distance  de  deux 
points  infiniment  voisins.  \.dij^  est,  par  conséquent,  le  carré  de  la 
distance  de  deux  points  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  q^ , 
c est-à-dire  le  carré  de  l'arc  infiniment  petit,  intercepté  par  les  droites 
(/,  et  q,  -^-dq,  ,  sur  leur  trajectoire  orthogonale  qui  correspond  à  la 
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valeur  q^.  Or,  en  désignant  cet  arc  par  mm',  par  du  l'angle  des  deux 
droites,  et  par  l  la  distance  qui  sépare  l'élément  mm'  du  point  o  où 
concourent  les  deux  normales,  on  a 

mm'  =  l  d'ji. 

dùi  est,  évidemment,  de  la  forme  (f{q,]dqi;  quant  à  /,  on  peut  le 
décomposer  en  deux  parties,  en  nommant  k  le  point  où  la  droite  om 
perce  une  trajectoire  orthogonale  déterminée;  on  a 

oM  =  ok  -+-  km. 

Or,  ok  est  fonction  de  la  seule  variable  </, ,  et  km  peut  être  considéré 
comme  étant  la  variable  q^  elle-même,  car  les  points  pour  lesquels  km 
a  la  même  valeur,  forment  une  trajectoire  orthogonale  des  droites 

(y,  =  constante; 

nous  pouvons  donc  écrire 

/=   o /«    ^    l[l   ((/,)    +    (^2  • 

D'après  ces  valeurs  de  /  et  de  dw,  on  voit  que  la  distance  mm'  est  de 
la  forme 

[F,{q,)-^q,F,{q,)]dq,, 

et,  par  suite,  son  carré  Af/f/;  est  égal  à 

[F,  (y.) +  7.  F.  (</.)?  ^'ïî; 
on  a  donc  ,  enfin , 

[F.  (./,)  +  </,  F,  (./,)?  =  A. 

VIII. 
En  différentiant ,  par  rapport  au  temps,  l'intégrale 

(i)  (/.  =  (p{Aq\,q,,  t), 

on  obtient,  en  posant  Aq\  =  u, 

dv.         du.     ,  doi  /  .    d^fi,  ,  ,.  f/A  ,      ,   '/A\ 
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ou,  en  remplaçant  -^  par  sa  valeur  fournie  par  l'équation  (8) (§  VI), 

,o.  dcL  da.    ,  (la.  1^  I   d k     ,  „\ 

(3)  v?^  +  ^-z. +  5;iiQ'- 5, T^*?. ■)  =  ''• 

Si,  dans  cette  équation  identique,  on  substitue  à  (j ^  sa  valeur  -,  et 
à  A,  l'expression  trouvée  plus  haut, 

il  vient 


dt         r/7,[F,(r/,)  +  ry3F,(?,]p         r/«|^'  [F,  {7,  )  +  '?•.■?.('/.  )? 

Dans  cette  équation,  -p»  —,  —  ne  contiennent  pas*/,»  ^^'i''  «  est  fonc- 
tion de  u,  ly,  et  /.  De  plus,  Q,  est  indépendant  de  «,  et  fonction  seu- 
lement de  (/,  et  Ço  :  i'   ^^  peut  donc  y  avoir  aucune  réduction   entre 

1       .              ^          «'[F',(7>)  +  F;(7,1<7,]  ,. 

les  termes  g,  et  -j-,,  ,    [ ^  /    .,,  ,  en  sorte   que  q„  ne  peut  dispa- 

raître  de  l'équation  (4),  et  celle-ci  ne  peut,  par  conséquent,  être 
identique,  que  si  les  deux  fractions  qui  contiennent  f/o  se  détruisent 
l'une  par  l'autre.  Cela  n'arrivera,  évidemment,  que  si  la  fraction 

F',(9,)-^F',(7,)?. 
[F.lîO  +  '/.Fn-^.)? 

se  réduit  à  ne  plus  avoir  en  dénominateur  que  le  carré  de  la  somme 

F.(?,)  +  72F,(7,). 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  il  faut  que 

F',(?,)_F-.(7,) 
F,(7,)        F,(7,)' 

d'où  l'on  conclut,  par  l'intégration, 

F,(<7,)=CF,(ry,); 
la  valeur  de  A  devient,  d'après  cela, 

[F.  (7.)?  (G +  9.)% 
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et,  par  suite,  la  distance  désignée  par  mm'  (§  VII)  est  égale  à 

F.(<7.)(C  +  ry,)r/r/,. 

Cette  distance  est  donc,  pour  une  même  valeur  de  ^,,  proportionnelle 
à  C  +  (/j,  mais  elle  est  aussi ,  comme  on  le  voit  sur  la  figure  du  §  VII , 
proportionnelle  à  oR  +  r/^,  et  ces  deux  résultats  ne  peuvent  s'accorder 
que  si  l'on  a 

oK  =  C. 

La  distance  oR  étant  constante,  la  combe  lieu  des  points  K.  a  son 
rayon  de  courbure  constant  et  est,  par  conséquent,  un  cercle.  Les 
droites  dont  l'équation  est 

^,  ^  constante, 

étant  normales  à  cette  courbe,  passent  toutes  par  un  même  point;  en 
sorte  que  les  variables  q^  et  q^  forment  un  système  de  coordonnées 
polaires.  Posons  donc,  en  adoptant  la  notation  ordinaire, 

q,  =  w, 
9,  =  /■; 

le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  sera,  comme 
on  sait , 

dp-  =  dr-  -+-  r-drji^, 

et.  par  suite,  l'intégrale  prend  la  forme 

'='  =  ?  ('■'  rfT'    "'   ^ 

IX. 

En  différentiant  l'intégrale 

(I)  a  =  ?(/-^,    «,   ^), 

on  obtient,  en  posant,  pour  simplifier  /-  —  =:  m, 

/     \  rix         dx  dui  d-j.  j  dr  dta  „  d~aj\ 

^    '  dt  dia   dt  du  \  dt  dt  dt 
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mais  l'une  des  équations  du  mouvement  est,  dans  le  cas  actuel. 

tir  du  „  d-u         „ 


Par  suite,  on  doit  avoir  identiquement 

da.         da.   du  rfi 

1 1 

dt  du    dt  du 


,  ,  ^  da         da   du  da  „ 

^-^  '  dt  du    dt  du    ^ 


,  du  u 

et,  en  remplaçant  —  par  —  ; 

,  ^.  da         da   u  da  ^^ 

(5J  Tt^Tu7^-^7û.^^  =  "- 


—  est,  nous  Tavons  dit  (§  III),  égal  à  o  ou  à  —1;  faisons  successive- 
ment ces  deux  hypothèses. 

Si  -^  est  nul,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

da   u  da 


da      d'j 


r,  u,  w  étant  trois  variables  indépendantes,  et  -;-i  -7-   ne    contenant 
'      '  '  '  ne.)     du 

ne  1 

Qi 


pas  r,  cette  équation  exige  que  1  on  ait 


et,  par  suite, 

/     V  dada,, 

(7)  ^"+^?(^^)  =  °' 

dont  l'intégrale  est 

(8)  a  =  f[| +/?(«)  r/«]- 

Telle  est  donc  la  forme  de  l'intégrale  cherchée;  elle  équivaut  à 

(9)  constante  =  —  +  /ç  (w)  dr,), 

et   elle   convient   à    tous    les   problèmes   dans    lesquels    in    quantité 
désignée  par  Q,  est  égale  à  11^. 
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Cette  quantité  Q,  est  définie  par  l'équation 

Q,  =X~  -(-Y^  =  r(Ycosoj  -  Xsinw); 

il  suffit  donc,  pour  que  les  équations  d'un  problème  admettent  l'inté- 
grale (9),  que  l'on  ait,  en  désignant  par  X  et  Y  les  composantes  de  la 
force  accélératrice , 

I  \  -%-  tr       ■  <?  f  <"'  )  \ 

(10  1  cos  w  —  X  sm  W  :=  -^-r^  = :—    . 

\      /  ^,  J.. 

l'intégrale  (g) ,  exprimée  en  coordonnées  rectilignes.  prend  alors  la 
forme 

(i  i)  constante  =  F  (  -  )  +  [jx'  —  ^yy. 

Supposons,  Çii  second  lieu,  que  —  soit  égal  à  —  i,  l'équation  (5) 
devient 

-^  et  -;-  ne  contenant  pas  r,  Q,  est  évidemment  de  la  forme 

au        dta  ' 

Q-=/(")  +  ^- 

Cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  (fs),   lui   fait  prendre  la 
forme 

d'x     u  dv-     r        \  da.  ■ifwl 

aw   r'         du  •'    ^     '         du     r^ 

et ,  comme  elle  doit  être  identique ,  elle  entraîne  les  deux  sui- 
vantes : 

->  +  £/(«)  =  0.     . 

d'x  d%       ,      . 

-7-  ^^.  +  -^di(w)  =  o. 

f/oi  du    '  ^      ' 

La  première  de  ces  équations  prouve  que  a  doit  être  de  la  forme 
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cette  valeur,  substituée  dans  la  seconde,  donne 

-^^f  ^  +  F,(m)«-^  =  o, 
ce  qui  exige,  puisque  m  et  w  sont  indépendants, 

-. — -  ne  pouvant  évidemment  pas  être  nul ,  car  alors  u  disparaîtrait  de 
l'intégrale;  la  dernière  de  ces  équations  se  réduit  à 

(1(  (w)  =  o. 

Les  deux  autres  prouvent  que  les  fonctions/  et  F,  sont  des  constantes, 
en  sorte  que 

(It         ' 
C  étant  une  constante. 

La  valeur  de  Q,  devient,  en  y  remplaçant  j —  par  C,  et  (J^  (^0 
par  o , 

Q'  =  ^ 

c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

r  (Y  cos  w  —  X  sin  m j  ■=  constante; 

et  toutes  les  fois  que  les  forces  rempliront  cette  condition,  les  équa- 
tions différentielles  du  problème  auront  pour  intégrale 

a  =  Cr-  -; 1. 

dt 

Nous  avons  donc  trouvé  les  seules  intégrales  qui  conviennent  à  plu- 
sieurs problèmes  différents  relatifs  au  mouvement  d'un  point  libre 
dans  un  plan. 

X. 

La  méthode  générale  à  l'aide  de  laquelle  nous  trouvons  les  lorces 
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accélératrices,  lorsqu'une  seule  intégrale  nous  est  donnée,  s'applique, 
sans  modification,  au  cas  d'un  système  dont  les  points  ne  sont  pas 
libres.  Si  nous  nommons  ^,,  q.^,...,  qp  les  p  variables  indépendantes, 
en  fonction  desquelles  les  liaisons  permettent  d'exprimer  toutes  les 
coordonnées,  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

M      -—  —  —  —  Cï       ^1I_^  —  n  i!^'''_ll_n 

^^'        dt  dq\  dq,~^'-'       dtd^,         rf^,  ""^-'••■'       TitTù/^         d^p~^P' 

T  désignant  la  demi-force  vive  qui  est  une  fonction  homogène  du  se- 
cond degré  de  (j\,  q'^,...,  q'p,  et  Q,,  Qa,--.,  Qp  étant  des  fonctions  de 
q,,  q^,...,  qp,  qui  dépendent  des  forces  accélératrices.  Soit 

(2)  a=  <f{t,   7,,   72,...,    qp,        q^,   q\,...,   q'^) 

une  intégrale  du  système  (i);  on  obtiendra,  en  Ja  différentiant , 

le  signe  V  s'étendant  aux  valeurs  entières  de  i ,  moindres  que  p.  En 

remettant  dans  cette  équation  (3),  pour  -j^,  -—■>•-••,  leurs  valeurs  dé- 
duites des  équations  (i),  on  obtiendra  une  relation  dans  laquelle  Q,, 
Q2,...,  Qp  entreront  au  premier  degré.  Cette  relation  ne  contenant  plus 
que  les  quantités  t  ,q^,q2■,...,qp,q^,q^,...,  q'p,  auxquelleson  peut  attri- 
buer des  valeurs  arbitraires  et  indépendantes  les  unes  des  autres ,  devra 
être  une  identité  :  on  pourra,  par  conséquent,  la  différentier  par  rap- 
port à  q^,  q\,...,  q'p,  et  l'on  formera  ainsi  p  équations  nouvelles 
qui,  contenant  aussi  Q,,  Qj,...,  Qp  au  premier  degré,  permettront, 
en  général,  de  déterminer  la  valeur  de  ces  inconnues.  Ces  cas,  dans 
lesquels  cette  méthode  est  en  défaut,  sont  évidemment  les  seuls  dans 
lesquels  une  même  intégrale  puisse  convenir  à  plusieurs  problèmes 
différents.  Il  est  intéressant  de  les  étudier.  Nous  nous  borneroiis  ici  au 
cas  d'un  point  unique  ,  que  d'abord  nous  supposerons  assujetti  à 
rester  sur  une  surface  donnée. 

XI. 
Soient  q,  et  (/j  les  paramètres  de  deux  systèmes  de  courbes  orthogo- 
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nales  tracées  sur  la  surface  que  le  point  ne  doit  pas  quitter;  le  carré 
de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  aura  une  expression 
de  la  forme 

ds-  =  Xdql  -i-Bdql; 

l'expression  de  la  demi-force  vive  est,  par  suite, 

T=  ^  (A7',-  +B7V), 

d'où  l'on  conclut  que  les  deux  équations  du  mouvement  sont 

„  d'à''         I   rfB      ,  ,  dB     ,      ,  i     dA     ,  .,         ,. 

En  procédant  absolument  comme  on  l'a  fait  au  §  IV,  on  verra  qu'une 
intégrale 

ar=  çp(/,   f/a,    cf',    q\,    q\) 

suffit  à  la  détermination  de  Q,  et  Q2 ,  à  moins  qu'elle  ne  soit  de  la 
forme 

11  nous  reste  donc  à  chercher  dans  quels  cas  une  intégrale  j)eut  pré- 
senter cette  forme. 

XII. 

La  somme  q^  +  4'  (7»'  ^a)??'  niultipliée  par  un  facteur  convenable, 
peut  toujours  devenir  une  dérivée  exacte  m'.  Prenons  pour  variables 
indépendantes  la  valeur  de  m,  et  le  paramètre  n  des  trajectoires  ortho- 
gonales aux  courbes  représentées  par  m  =  constante;  l'intégrale  con- 
sidérée prendra,  comme  on  le  voit  bien  facilement,  la  forme 

(i)  a  =  ç  (<,  m.  n,  m'). 

Si  nous  supposons  que  l'on  ait,  dans  ce  nouveau  système  de  coor- 
flonnées, 

(2)  Hs^  =  a  dm'  -+-  hdn^, 
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les  équations  du  mouvement  ne  différeront  de  celles  du  paragraphe 
précédent  que  par  le  changement  de  A,  B,  '/,,  ^21  en  a,  b,  m,  n. 

On  aura,  en  différentiant  l'intégrale  (T  ,  et  remplaçant  — —  par  sa 
valeur, 

(\    da       ,.,         i  da      ,     , 

--—m- -j-inn  \ 

1  dm  1  an  \ 

lU  \—0. 

I  dé     „  <~v      / 
v^                            2  dm  / 

Cette  équation  devant  être  identique,  le  coefficient  de  /î"*  et  celui  de  «' 
peuvent  être  égalés  séparément  à  zéro.  On  a  donc 

,  dh 

^     '  dn  n  dm'         dh 

L'équation  (5)  peut  s'intégrer;  on  en  conclut  facilement 
(6)  a  =^  o  [am',  m,  t  \. 

Quant  à  l'équation  (4),  elle  prouve  que  le  produit  bdn^^  c'est-à-dire 
le  carré  de  la  distance  des  courbes  qui  correspondent  aux  valeurs  n 
et  n  +  dn  du  paramètre  n,  est  indépendant  de  m.  Ces  deux  courbes 
sont  donc  partout  également  distantes  :  or  on  prouve  facilement  que 
si  une  série  de  courbes  tracées  sur  ime  surface  sont  telles ,  que  la  dis- 
tance de  deux  courbes  infiniment  voisines  soit  constante ,  leurs  trajec- 
toires orthogonales  sont  des  lignes  géodésiques.  Par  conséquent,  dans 
le  cas  actuel ,  les  lignes  représentées  par  m  =  constante  sont  des  lignes 
géodésiques.  En  supprimant  dans  l'équation  (3)  les  termes  en  n'  et 
en  n'^,  et  en  remarquant  en  outre  que  l'on  a,  en  posant  am' =  u,  et 
considérant  a  comme  fonction  de  /«,  «  et  U, 

rfa  da         da      ,  da 


(7) 


dm  dm         du        dm 


/Q\  <^a  dx 

cette  équation  (3)  devient 

,    ^  da  /da         da  da  u\  u         da  / 1  da   a-  \ 

^"'  dt         \dm        du  dm  a)  a         du  \2  dm  a'        ^'  ' 
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ou ,  en  réduisant  et  divisant  par  —  ? 


dt         dm  u         I  da  ii'         ^-^ 

(lo)  -r  +  ^ h  -;r--;  +  Q.  =0. 

^       '  da.         d'x  a         -i  dm  a-  ^ 

du         du 

Si  nous  supposons  d'abord  -^  =  o,  cette  équation  se  réduit  à 

da. 

,      .  dm  u         1   da  u^        „ 

(il)  -j i--;^-  +  Q,  =  o; 

^      '  da.  a         1  dm  a-  ^ 

-j^i  a  et  Q,  étant  indépendants  de  Uj  on  conclut  de  cette  équation  que 

da 

dm     !..  1      1      f  .      /      \         ■■!'!  ("0 

-—  doit  être  de  Ja  forme  Md»,  (/n)  +  —^ — -■> 

da  ~     ^      '  u 

dT, 

da. 

,       .  d.m  .     I      ^         •i'îf'n) 

(.2;  ^=^,^,(,„)+^. 

du 

Pour  intégrer  cette  équation ,  il  faut  d'abord  considérer  le  système 
d'équations  simultanées 

—  da  da 


(l3)  dm^ 

L'une  des  intégrales  est 


„^.(„,)+iiW 


a  =  constante  ; 
pour  trouver  l'autre,  mettons  l'équation  (i3)  sous  la  forme 

^'^)  i-;^^  +"■1'.  (^«)  +  ^=("0  =  o■ 

Comme  elle  est  linéaire  par  rapport  à  «%  son  intégrale  est  de  la  forme 

(.5)  u^=:CF.(m)  +  F,('n),     C="'-[y: 
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par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (12)  est 

Or  cette  intégrale  équivaut  évidemment  à 

('7  )    ='■  =  '^^T^w^  "  """•^'  ^'"^  -^Âi"")  =  «'  '«"  /  ('«)  +  Â  ('")•' 

car  il   revient  au   même  d'écrire  qu'une  expression  est  constante  ou 
qu'une  fonction  de  cette  expression  est  constante. 

En  substituant,    dans  l'équation  (ii)»  '^  valeur  de  a  fournie  par 
l'équation  (17),  on  trouve  facilement 

,    o\  fi  ("')  'i^ 


(•9)  Q'  +  i75r)  =  «; 

l'équation  (18)  s'intègre  et  prouve  que  a  est  de  la  forme 


(20)  "  —   — ^-- 


m  désigne,  on  s'en  souvient,  le  paramètre  d'une  série  de  lignes  géodé- 
siques,  et  «  celui  de  leurs  trajectoires  orthogonales.  Or  M.  Liouville 
a  prouvé,  dans  ses  Notes  à  la  Géométrie  analytique  de  Monge,  que 
le  coefficient  a  ne  peut  prendre  cette  forme  que  dans  le  cas  où  la 
surface  que  l'on  considère  est  applicable  sur  une  surface  de  révolu- 
tion (page  596).  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  remar- 
quable : 

Les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution  sont  les  seules 
sur  lesquelles  deux  points  mobiles  sollicités  par  des  forces  différentes 
puissent  avoir  une  intégrale  commune  indépendante  du  temps  ,  pour  les 
équations  différentielles  de  leur  mouvement. 

La  forme  la  plus  générale  de  cette  intégrale,  et  les  conditions  que 
doivent  remplir  les  forces,  sont  exprimées  par  les  équations  (17) 
et  (19). 
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II  nous  reste  enfin  à  considérer  le  cas  où  l'intégrale  cherchée  con- 

d-j. 
Tt 


tenant  le  temps,  on  doit  supposer  —  =  —  i.  L'équation  (lo)  devient 


alors 

doL 

(21) 

—  I          dm  u          I    da  u- 
da           dx  a         2  dm  a' 

du           du 

O    r/m    n  -  ^  * 


^)  «  et  Q,  ne  contenant  pas  m,  cette  équation  prouve  que  la  somme 


d-j. 

—  I 

lu 

+ 

dm 

u 
a 

du 

lui 

(aal 


est  de  la  forme  H  +  R«'^,  H  et  R  étant  indépendants  de  u.  Mais,  en 
considérant  a  et  m  comme  deux  variables  indépendantes,  que  l'on 

peut  évidemment  substituer  km  et  ti,  -y-  et  -j-  sont  indépendants  de 

a,  et  il  n'y  a,  par  conséquent,  aucune  réduction  possible  entre  les 
deux  termes  de  l'expression  (aa).  Chacun  deux  doit  donc  être,  sépa- 
rément, de  la  forme  H  +  Km*;  on  a  donc 

(23)  ^=<f,{m)-^  u'f„_{m), 

du 

il 

L  équation  [i[\)  ne  diffère  pas  de  l'équation  (lu),  a  laquelle  nous  avons 
été  conduit  plus  haut;  on  en  conclura  donc,  absolument  comme  on 
l'a  déjà  fait,  que  a  est  de  la  forme 

(25)  a^^\u^J^[m)+J,[m)\-t; 

en  substituant  cette  valeur  de  a  dans  Téquation  (:'.3),  il  vient 

(  26)  „,,    ,^, ^-r—jn — n ri — r  =  "^®a  ('^0  -^  9t  (  "'    ■ 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  devient  infini  pour  «/ =  o , 
quelle  que  soit  la  valeur  correspondante  de  m;  et,  comme  il  n'en  est 
pas  de  même  du  second,  cette  équation  est  impossible,  à  moins  que 

l'on  n'ait 

F' [/,(,«)]  =  00; 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  /^{in)  se  réduit  à  une  constante.  Dans 
ce  cas,  (|(  [i<^ /,  (m) +y2(/7i)]  équivaut  à  une  fonction  de  u^J,{in), 
et  l'intégrale  (25)  peut  s'écrire  : 

7.=.^[u'f\{m)]-t. 

Mais  une  fonction  du  produit  u^ /,  {m)  est   aussi   une   fonction  de 

u  \jfi  [m)  ou  de  uts  [m)  [en  posant  w  [m)  =  \jf^  {m)\;  nous  pouvons 

donc  poser 

a  =  F,  [«5j(/n)]  —  t. 

L'équation  (aS)  devient  alors 

d'où  l'on  conclut,  en  posant  uzs  [m)  =:  z, 

^  =  ç,  [m)  ^  {m)  +  ^^^  cp,  [m) , 

équation  impossible  si  l'on  n'a  pas 

y,  {m)  7s{m)  =  o, 


[=7,(m)P 


^  constante. 


zs{m)  ne  pouvant  pas  être  nul,  ç,  {m)  doit  être  égal  à  zéro,  et,  par 
suite , 

=  Cz% 


Si  C  était  égal  à  zéro  ,  on   trouverait  pour  F,  (z)  une  valeur  de  la 
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forme  C,  z;  les  seules  formes  possibles  de  l'intégrale  a  sont  donc 

(27)  a= !-—+/= î— t, 

'  iL-aAm)  ,     .  dm 

au,  (m)  — 

(28)  a  ^  ttsT,  (m)  —  ^  =  flra,  ("0"j '• 

Si  nous  substituons,  dans  l'équation  (10),  la  valeur  de  a  fournie  par 
l'équation  (28),  il  viendra 

/        ,  —  I  mu',  (m)  u         i   du   u}         _ 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres  : 
(3o)  ^^  +  Q,  =0, 

nr,  (m)  ^ 

(3i)  -J-^  - +  -  — -  =  o. 

Or  l'équation  (3i)  peut  s'intégrer;  on  en  déduit 
fl*  =  (57  (m)  F  {n), 

et,  par  suite,  d'après  la  remarque  de  M.  Liouville,  dont  nous  avons 
déjà  fait  usage  plus  haut,  la  surface  est  applicable  sur  une  surface 
de  révolution. 

Considérons  enfin  l'équation  (27).  En  substituant  celte  valeur  de  a 
dans  l'équation  (  10),  il  vient 

—  a'  tûrn,  (m)  i    da    u-  „ 

~-T-^  -1 7-^\-^  +  -   7-  -  —  Q<  =  O. 

a,  (ni)  Eii(mJ'a  2  dm  a^  ^ 

M,  a  et  m  pouvant  être  considérées  comme  trois  variables  indépen- 
dantes, on  déduit  de  cette  équation 

Q,  =  o 

et 
,  „    .  —  I  El',  (m)    I  \  da     \ 

(  32  -7-,  H 4—7.  -  -•-  -  :?-  -î  =  O- 

^        '  cTi(/n)         CI,  (»»)'  o  2  a/n  a' 
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Cette  équation  (3^)  étant  linéaire  en  -■,  on  en  déduira 

1=  i|>,  (m)-j-  F  (//)(]/,  iin) 


4-,  (/»)  +  ?(/?)  ^;,,(/7i) 


Telle  est  donc  la  forme  que  doit  avoir  le  coefficient  de  din^  dans 
l'expression  du  carré  de  la  distance  de  deux  points,  pour  qu'il 
puisse  exister  une  intégrale  commune  à  deux  problèmes  différents. 
L'équation 

Q,=o 

prouve  d'ailleurs  que,  dans  ce  cas,  la  composante  de  la  force  accélé- 
ratrice ,  perpendiculaire  à  la  ligne  géodésique 

m  =  constante, 

doit  être  égale  à  zéro,  ou,  en  d'autres  termes,  la  composante  delà 
force  accélératrice  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  doit  être  tan- 
gente à  la  ligne  géodésique  dont  l'équation  est 

m  =  constante. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'il  existe  une  intégrale  de  La  jorme  (  27  ) ,  commune  à  deux 
problèmes  relatifs  au  mouvement  dun  point  sur  une  surface ,  il  jaut 
et  il  suffit  que.  les  forces  accélératrices  soient  tangentes  à  une  série  de 
lignes  géodésiques  tracées  sur  la  surface,  et  que ^  en  prenant  pour 
coordonnées  le  paramètre  m  de  ces  lignes  géodésiques  et  le  paramètre  n 
de  leurs  trajectoires  orthogonales ,  le  carré  de  la  distance  de  deux 
points  ififiniment  voisins  soit  de  la  forme 

ds'-  =  adm"'  -f-  hdn^, 

a  étant  lui-même  de  la  Jorme 


■h,[m)+¥{n)^,{m) 

Quelles  sont  les  surfaces  sur  lesquelles  cette   condition  peut  être 
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remplie?  C'est  là  un  problème  de  géométrie  qui  n"a  pas  un  rappoit 
direct  avec  le  sujet  de  ce  Mémoire. 

XIII. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  le  point  peut  se  mouvoir 
librement  dans  l'espace. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont  alors 

(1)  Ç^  =  X,      Ç^  =  Y,     Ç'  =  Z. 

Soit 

(2)  a  =  0{x,  j,  z,  x',   r',  z',  t) 

une  intégrale  du  système  (il;  on  doit  avoir,  identiquement, 

irfa  dx       ,         c/a      ,         rfa     , 

dt  dx  '  dr  -^  dz 

i  da.  ^  da.  ^         dx  rj 

\        +i7'^  +  ^'Y+-,Z  =  o. 

Pour  que  l'intégrale  (2)  convienne  à  plusieurs  problèmes  difTérents, 
il  faut  que  les  équations  du  premier  degré  en  X,  Y,  Z,  obtenues  en 
différentiant  une  ou  plusieurs  fois  l'équation  (3),  par  rapport  à 
x' ,  y' ,  z',  rentrent  les  unes  dans  les  autres  et  se  réduisent,  au  plus, 
à  deux  distinctes.  En  différentiant  une  fois  l'équation  (3),  par  rapport 
à  chacune  des  variables  x',  j',  z',  et  se  rappelant  que  —  est  égal  à  o 
ou  à  —  I,  il  vient 


(4) 
(5) 
(6) 


du.  d'à.         ,  d-x         ,  d'à       , 

dx         dxdx  dy  dx  ~'  dzdx 

Id'^a.  Y  '/'a     -^  '^^ "■     y  

dx'-  dx!  dy'  dx^  dz'  ' 

-T-  -+-  -T—r-;  ^   +  -7-7-'  y    +  -I—7-'  2 
I  dy         dxdy  dy dy    •'  dzdy 

\  d'à     „  d'à.  _.  d'à 

-I-  -T-rr-.  X  -f-  7-7:  Y  -H  — ry-,  Z  =  o , 

\  dx  dy  dy  '  dy  dz 

d'x  d'à.         I  d'à         ,  d'x       , 

I  dz  dxdz'  dydz'  •^  dzdz' 

I  d' et     „  d'à      ,,  d'à  „ 

+  7:7-7-'  X  ■+■  TT-r-  Y  +  -7-77  Z  =  O. 
dx:  dz  dz  dy  dz  ' 
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Les  équations  (3),  (4)>  (5),  (6)  doivent  rentrer  les  unes  dans  les 
autres,  lorsque  l'intégrale  a.  convient  à  plusieurs  questions.  Nous 
examinerons  successivement  le  cas  où  elles  se  réduisent  à  une  seule  ou 
à  deux  distinctes. 

XIV. 

Supposons  d'abord  que  les  équations  (3j ,  (4),  (5),  (6)  se  réduisent 
à  une  seule.  Il  faut  alors  que  les  coefficients  des  inconnues  soient  pro- 
portionnels. On  aura  alors,  puisque  les  équations  (3)  et  (4)  rentrent 
l'une  dans  l'autre, 

cl''/.  d'à.  d^  a. 

dx"'  dx'  dy'  dx' dz' 

w)  77^  ~       da  ~       da.     ' 

dx'  dy'  dz' 

ce  que  l'on  peut  écrire 

da  dix  ,  ,       da. 

^°>  dx'  dx'  dx'        ' 

d'où  l'on  conclut  que  log  '-^,^  log  ^,  'og  -r^  ont  des  différences  in- 
dépendantes de  x'.  On  verra  de  même  que  ces  différences  sont  indé- 
pendantes de  j"'  et  de  z';  par  suite,  les  rapports 

da  dx 

dy'  dz' 

da  dy. 

dx'  dx' 

ne  dépendent  que  de  x ,  j,  z.  Nous  pouvons  donc  poser 

(9) 

M,  N,  P  ne  contenant  pas  x' ,  f ,  z.  On  en  conclut,  par  une  uité- 
gration  facile,  que  a  est  de  la  forme 

(lo)  a  =  F(Mx' +  Nj' +  Pz',  X,  j,  z,  t). 

in.. 


da 

da 

da 

dx' 

dy' 

dz' 

M 

""   N 

~~    P 
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XV. 

Supposons,  actuellement,  que  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6j,  ainsi 
que  celles  que  l'on  en  peut  déduire  par  la  différentiation ,  se  réduisent 
à  deux  distinctes.  Nous  subdiviserons  ce  cas  en  deux  autres  : 

1°.  Les  équations  (4),  (5),  (6)  se  réduisent  à  une  seule,  qui  est 
distincte  de  l'équation  (3). 

On  a  alors,  en  écrivant  que  les  coefficients  des  incqnnues  sont  pro- 
portionnels dans  les  équations  (4)  et  (5], 


(II) 
c'est-à-dire 


Les  dérivées  partielles  de -T^, 5  -7^  étant  proportionnelles,  les  différen- 
tielles de  ces  deux  fonctions  s'annulent  en  même  temps,  et  l'on  peut, 
par  conséquent,  les  considérer  comme  fonctions  l'une  de  l'antre,  ou  , 
ce  qui  revient  au  même,  comme  fonctions  d'une  même  quantité  11.  On 
verra  de  même  que  les  équations  (5)  et  (6)  rentrant  l'une  dans  l'autre. 

-—,  doit  être  aussi  fonction  de  u.  Écrivons  donc 


rf^a 

d^'j.              d-a 

dx'^ 

dx'dy        dx'dz' 

d'à      ■ 

~     d'-oi     ~    d-oL    ' 

dx'df 
d    d-x 

dy            dy' dz' 
d     da.           d    d'j 

dx'  dx' 

dy'   dx'        dz'  dx' 

d     d'j. 

d     da.            d    da. 

dx'   dy' 

df   dy'        dz'   dz' 

da. 

X,    J, 

■'•'  ) 

0, 

^.    J, 

-'  > 

0, 

^,    J, 

^  j 

0; 

les  coefficients  de  X,  Y,  Z  dans  l'équation  (4)  peuvent  s'écnre,  d'après 
cela. 


d'à          dif,    du 

d'à            c/fj   du 

d'à            d<f,    du 

dx''          du    dx' 

dx'  dz'          du    dx' 

PURES  ET  APPLIQUÉES.  149 

Si  donc  nous  différentions  cette  équations  f  4)  par  rapport  à  x',  après 
l'avoir  divisée  par  —, ,  nous  obtiendrons  une  nouvelle  équation  entre 
X,  Y,  Z,  dans  laquelle  les  coefficients  de  ces  inconnues  seront 

rf'if,    du  «"-/^(fj  tlu  d''if.^   (tu 

du^    dx'  dn"-    dx'  du-    dx' 

et,  comme  X ,  Y,  Z  doivent  rester  indéterminés,  quoique  satisfaisant 
aux  équations  (3)  et  (4)  et  à  cette  équation  nouvelle,  il  laut  que  le 
déterminant  du  système 


d^, 

dfi 

dtf, 

du    ' 

du    ' 

du 

du'   ' 

(7  "  (p2 

soit  égal  à  zéro,  et  que,  par  suite,  «p,,  O2,  <P3  satisfassent  à  une  même 
équation  de  la  forme 

A  -^  -+-  B-y—  -t-  C  9,  =  o. 
du-  du  ' 

Or,  cette  équation  étant  linéaire,  on  sait  qu'il  existe,  entre  trois  quel- 
conques de  ses  solutions,  une  relation  de  la  forme 

C,  ip,  +  Co  Ç2  H-  C3  y,  =  o , 

C,,  C2,  C3  étant  indépendants  de  u.  On  doit  donc  avoir,   en  substi- 
tuant à  ç),,  (fn,  (fi  leurs  valeurs, 

,,    da  ^.    dx  „    d a. 

et  l'on  en  conclut ,  par  une  intégrale  facile , 

_  /  x'        r'  x'        z' 

2".  Supposons  maintenant  que  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6)  se 
réduisent  à  deux  distinctes,  parce  que  les  équations  (4),  (5),  (6)  se 
réduisent  à  deux  qui  entraînent  l'équation  (3),  ainsi  que  toutes  celles 
que  l'on  peut  en  déduire,  en  la  différentiant  par  rapport  à  x',  j' ,  z' . 
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Pour  que  les  équations  (4),  (5),  (6)  se  réduisent  à  deux,  il  faut 
qu'il  existe  une  même  relation  linéaire  entre  les  coefficients  des  incon- 
nues dans  ces  équations ,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

(,6)  M  ;^    +N;7^7;77+P57^=°' 

(•7) 

v'8)  M^;^  +  N^^^+p  ^-  =o, 

M,  N,  F  étant  des  fonctions  quelconques  de  j:,  j,  z,  x\y',  z' .  11  faut, 
d'ailleurs,  pour  que  l'équation  (3)  rentre  dans  les  trois  autres,  que 
l'on  ait  aussi 

(■9)  ^^^7;-'  +  N.77-+-f'^=«- 

En  diiférentiant  l'équation  (19)  par  rapport  à  x\  f .  z',  et  en  ayant 
égard  aux  équations  (16),  (17),  (18),  il  vient 

(**')  rfZ  dx'  '^  lïx'lîy'^  di  dz'  ~  ^' 


(21)  ^;^  -^.  +  ^.  ^.  +  —  —  =  O . 


dU  dx         d^  d'y.        ^^ 

dy'  dx'         dy'  dy"         dy'  dz' 

rfM  da.         dlS^  da.         dP  dx 


l^^.'  dz'    dx'  "^  dz'   dy'  "•"  dz'   dz 

Si  maintenant  on  différentie  l'équation  (4)  par  rapport  à  x' ,  on 
formera  une  nouvelle  équation  du  premier  degré  en  X,  Y,  Z,  et,  pour 
que  cette  nouvelle  équation  ,  combinée  avec  les  précédentes,  laisse  ces 
inconnues  indéterminées,  il  faut  qu'il  existe,  entre  les  coefficients,  la 
même  relation  qu'entre  ceux  des  équations  précédentes,  et  que  l'on  ait 

Si  l'on  compare  cette  équation  (aS)  avec  celle  que  l'on   déduit  de 
l'équation  (16),  en  la  différentiant  par  rapport  à  a',  il  vient 

d'iXd^a.         rfN      rf'a  dy     d'à:     _ 

^'■^^1  dl'   dx''  "*"  dx'  dx"  dy'  "*"   dx'  di  dz'  ~  '^  ' 
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on  trouverait,  de  la  même  manière, 

rfM     d'-a.  rfN     d^a  rfP     d'-ct 


(25) 
>6) 


dx'    dx'  df         dx'     dy'^  dx'  dy'  dz 

(/x  i&'  ^z'  dx'  dy'  dz'         dx'      dz'' 


Or  les  équations  (24),  (25),  (26),  rapprochées  des   équations  (16) , 
(17),  (18),  prouvent  que  l'on  a 

«m       d^      rfp 

dx'        dx'        dx' 

On  prouverait  de  même  que  Ton  a 

dm       dN      dp 


dm. 

d^ 

dP 

dz' 

dz' 

dz' 

M 

~~   N 

~    P 

(29) 

et  l'on  en  conclut  que  logM,  logN,   log  P  ont  les  mêmes  dérivées 

M     N 
par  rapport  a  x' ,  j',  z',  et  que,  par  suite,  les  rapports  —■,  —   sont 

indépendants  de  ces  variables;  et  comme,  dans  l'équation  (19),  M, 
N,  P  peuvent  être  remplacées  par  des  quantités  proportionnelles,  on 
peut  écrire 

,r>     \  i   'i'^  T,  da.  ^  dot. 

3o)  A— ,  +  B— ,  +  C-y7=  o, 

*  dx  dy  dz 

A,  B,  C  étant  indépendants  de  oc',j',  z' .  Or  cette  équation  (3o^  peut 
s'intégrer,  et  donne 

—  l  x'        y'        x'        z' 
='  =  Ï'U-B'      Â-C'      ^'^-'^'^ 

XVI. 

D'après  les  résultats  obtenus  dans  le  paragraphe  précédent ,  nous 
voyons  que  l'intégrale  cherchée  est  nécessairement  de  la  forme 

(i)  a  =  F(Mx'+ Nj'-t- Pz',     x,y\z,t), 
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ou 


-)  -  =  M^â-s^'  i-r  ^'J'-'O' 


M,  N,  p  désignant  des  fonctions  de  JO,j,  z  seulement. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  seconde  forme,  qui  comprend 
évidemment  la  première. 

F.n  différentiant  l'équation  (2),  et  posant,  pour  plus  de  simplicité, 


i  =  -" 


il  vient,  après  substitution  de  X,  Y,  Z.  à  ^,  "^î  ^, 

<  ^         ^         ■  At         At         t^t 


dt       dt       fit 
dt        dx  "     '     dy 


^""'^Ty-f^TF.^' 


(3) 


,    ,           d—L                  d —  d —  d —  d —  d — 

du  \          dx             -^     dy  dz  -^          dx  -^       dy  '  "    dz 

,    I          ^ir.                 el—  ^-  ^'  'l-  '^L 

doi{       ,,     M            ,     ,     M  ,    ,     M  ,    ,     P  ,     ,    P  ,0     P 

•^     dy  dz  dz  -^    dy 


\        dv  \  dx  -^     dy  dz  dz  -^    dy  dz 

\~^  du\m        N  j  "^rfi^  \M  ~  p /' 
Si,  dans  cette  équation  identique,  on  remplace  j'  par  N  (  t?  —  " J  et 

f  x'  ^ 

z'  par  P  [  —  —  p  jî  le  coefficient  de  x'^  devra  être  nul  dans  le  résultat  ; 


nous  aurons  donc 


'.4) 


dJ 

'^M        K  '^M        P  ''m 

N  '^N 

N' 

'^N        KP'^N 

du^ 

V  dx         M    dy   ~^  M    dz 

M  ~dx 

~  M» 

dy          W    dz 

dJ 

p4 

P^ 

''v         NP  ''p 

d;:\ 

V  dx  "^  M    dy   "*"  M    dz 

M    dx 

W 

dz    "^  M'     dy 

\  "*"  di-  \  dx  "^  M    dy   "*"  M    t^z  M    dx         W    dz    "^  M'    dy    / 


Il  peut  se  présenter  deux  cas,  que  nous  examinerons  successivement. 
1".  Les  coefficients  de  —- 

du 

l'un  et  l'autre  égaux  à  zéro. 


1".  Les  coefficients  de  —  5   —,    dans   l'équation  ([\],  ne   sont    pas 
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1  du  .     ,  , 

Dans  ce  cas,  cette  équation  (4j  prouve  que  le  rapport  -^  est  inde- 

pendant  de  u  et  de  v.  En  désignant  par  A-  ce  rapport,  on  voit  sans 
peine  que  a  doit  être,  pour  cela,  une  fonction  de  la  somme  v -v  ku. 
Mais  v  +  ku  est  une  fonction  linéaire  de  x' ,  y',  z'  que  nous  pouvons 
désigner  par  ax'  +  bj'-\-cz' ;  dans  ce  cas,  et  est  donc  de  la  forme 

a  =  F  [ax'  -^  bj'  +  cz,  x,  j,  z,  t), 

c'est-à-dire  que  l'intégrale  cherchée  rentre  dans  la  forme  (i). 

2°.  Les  coefficients  de  -r-'  :r-  sont  nuls. 

du     dv 

En  égalant  ces  coefficients  à  zéro  et  développant   les   calculs,  on 
trouve 


N  (m  ^  -  N 


dy  dy 


MfM^-P^KNfM^-P'^^^^ 


(5) 


dx  dx  !  \       dy  dy  I 

^^^  1  +PfM^-P'^ 

I  \       dz  dz 

Or  les  équations  (5)  et  (6)  équivalent  à 

d- 

\1)  M-^ h  P  -r- +  N--  =  o, 

dy 

(8)  M-^+P^-^N^  =  o, 

dy 

N         P 

et  celles-ci  prouvent  qu'en  égalant  j;j[  et  —  à  des  constantes ,  on  obtient 
les  équations  d'une  série  de  lignes  droites.  Si,  en  effet,  on  pose 

Tome  XVII,  -  Avpil  i852.  ^O 


d^- 

+ 

P 

''m 

dz 

dx 

-t- 

P 

dz 

N 

.N 

,N 

d  — 

d  — 

d  — 

M 

Mrfs 

M 

dj  _ 

+ 



-1- 

^ 

o 

dx 

dz   dx 

dr 

dx 

P 

p 

,P 

d  — 

d— 

rf  — 

M 

Mrfj 

M 

dy  _ 

+ 



+ 



o 

~di 

dz   dx 

dy 

dx  ~~ 
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on  en  déduit,  par  la  différentiation, 


(9) 
(lo) 


et  ces  deux  équations  (9)  et  (10),  comparées  aux  deux  précédentes  (7) 
et  (8),  prouvent  que  l'on  a 

dz  _  p         ^v  _  N 
dx        M        dx         M 

dz         dr  ,  11-  ■  1  /    , 

-7- et  —  sont  donc   constants,  et,  par  suite,   la   ligne   lonsideree   est 
droite. 

Nous  devons  néanmoins  signaler  un  cas  d'exception  au  raisonne- 
ment précédent.  Si  l'on  avait 


H=KI> 


les   lignes  dont  nous  parlons  deviendraient  indéterminées.   Dans  ce 
cas,  les  deux  équations  (7)  et  (8)  rentrent   l'une  dans  l'autre;  elles 
deviennent,  en  supposant  M  ^  i  (ce  qui  est  permis,  puisque  les  quan 
tités  M.  N,  P  ne  figurent  que  par  leurs  rapports), 

d  "S        ,T  f/  N         T-,    «T  \  dTi 

—  +N  —  +  F(N   —  =  o, 

dx  dz  ^      '  dy 

dont  l'intégrale  est 

j  =  a-F(N)  +  (p(s  -Nx,  N), 

équation  qui  prouve  que 

N  =  constante 

représente  une  surface  réglée.  Ainsi  donc,  en  résumant  les  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir,  nous  voyons  que  a  doit  avoir  l'une  des 
formes  : 

1°.  a  =  F  (rta'-l-  ^'+ fz',  .r,  j,  z.   t) , 

3°.  a=  F(j-' —  N.r',  z'—Vx',  x,  y,  z,  t). 
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N  et   P   étant  deux  fonctions  de  x,  j,  z  qui,  égalées  à  deux  con- 
stantes, représentent  les  équations  d'une  ligne  droite; 

3°.  a  =  F[j'  — Nj:',  z'— ^(N)^-',  x,  j,   z,   t], 

N  étant  une  fonction  de  x,  j,  z  qui,  égalée  à  une  constante,  repré- 
sente une  surface  réglée. 

XVII. 

Les'  trois  formes  possibles  d'une   intégrale  commune  k  plusieurs 
problèmes  sont  renfermées  dans  la  suivante, 

(i)  a  =  V{j-'—'Nx',   r.'—  Pa-',  X,   j,   z,   t), 

dans  laquelle  N  et  P  désignent  des  fonctions  de  x,  j,  z. 
En  différentiant  l'équation  (i)  et  posant 

j'  —  'Nx'^u,     z'—Px'^=i>, 


on  obtient 

r/a         doc      , 
-dt^-dx"" 

-+- 

do: 

y' 

+ 

rfa 

'-h 

da. 
Tu 

(- 

,.d^ 
dx 

-  X 

'  J 

-  X 

"'    dz 

) 

+ 

da 
d^ 

(- 

-  x'- 

dx 

-X 

'y' 

dP 

x' 

dz  j 

+ 

d'X 

d7i. 

(Y 

-NX)-^ 

d7. 

~dv 

(Z 

-PX 

)  = 

O. 

Si,  dans  cette  équation ,  nous  remplaçons  ^'  et  z'  par  leurs  valeurs 
u  -H  Nj:',  V  4-  Vx',  nous  pourrons  ,  dans  le  résultat,  considérera?,  j-, 
z,  x',  u,  f  comme  six  variables  indépendantes,  et  égaler  à  zéro  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  x'.  En  considérant,  en  parti- 
culier, les  termes  indépendants  de  x',  nous  aurons 


dci.         da  d'j.  d a.  ,^,         ,.»,,.  do 

dr  dz  du   ^  ^         di' 


--h—u  +  ^v-h^{Y-  NX}  +  -^-(Z-  PX). 


Or    cette   équation   prouve   qu'en    considérant   dans   la   fonction   a, 
X  comme  un  paramétre    constant,  et   les  lettres   u  et  v  comme  les 

dr    dz     ,,,  . 

vitesses  ^'  ^'  '  équation 

a  =  F{u,v,x,j-,  z,  t) 

20.. 
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serait  une  intégrale  générale  des  équations  du  mouvement  d'un  point 
sollicité,  dans  le  plan  desjz,  par  des  forces  ayant  pour  composantes 
parallèles  aux  x  et  aux  z,  Y  —  1\X  et  Z  —  PX. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toute  intégrale  commune  à  deux  problèmes  relatifs  an  mouvement 
d'un  point  libre  dans  l'espace  peut  se  déduire  d'une  intégrale  relative 
au  mouvement  d'un  point  dans  un  plan. 

Si  l'on  désigne  par 

ct  =  Y  [t,  X,  j,  z,  j',  s') 

cette  seconde  intégrale  dans  laquelle  x  peut  entrer  comme  paramètre  , 
pour  en  déduire  l'intégrale  cherchée,  il  faut  remplacer  ^' et  z'  par 
y'  —  l^x'  et  z'  —  Vx',  N  et  P  étant  des  fonctions  de  x ,  j,  z,  qui 
devront  être  ultérieurement  déterminées. 

XVIII. 

Le  théorème  précédent  permet  de  trouver  toutes  les  intégrales 
communes  à  plusieurs  problèmes  et  comprises  dans  la  première  forme 

(i)  a.  —  F  [ax'  +  bj'  -k-  cz',  X ,  j,  z,  t). 

Il  est  clair,  en  effet,  qu'en  la  considérant  comme  cas  particulier  de 
celle  qui  a  été  examinée  au  paragraphe  précédent,  il  faut  considérer 
que  dans  cette  dernière  a  ne  dépend  que  d'une  fonction  linéaire  des 
quantités  désignées  par  u  et  v,  et  l'intégrale  relative  au  mouvement 
dans  un  plan  qui  peut  lui  donner  naissance  doit,  par  suite,  être  de  la 
forme 
(a)  a.  ^  <if[k  j' + '&!■'.  y.,  z,  X,  t). 

Or  il  a  été  démontré  (paragraphes  IV  à  IX)  que  les  seules  intégrales 
de  cette  forme  que  puissent  avoir  les  problèmes  à  deux  dimensions 
sont 

(3)  a.  =:  {zj' -  jrz')  -  et , 

(4)  «  =  (7- -  2j')'-?(f 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  167 

que  nous  pouvons  représenter,  en  y  introduisant  le  paramètre  x,  par 
les  formules  plus  générales 

a,  =  F  [zj'  -xz'-t(f[x),x], 

a,  =  F[(zj'-jz')^  -?  (f'  ^)^  ^\ 

Si  dans  ces  deux  formules  nous  remplaçons  /'  et  z'  par  j' —  Nx', 
î'  —  P^',  nous  aurons,  pour  les  seules  formes  possibles  de  l'intégrale 
cherchée , 

(5)  a  —  ¥  [z(j-'— Nx')  —  y[z'--  P.t')—  /  9  {x),.x], 

(6)  «  =  FJ[z(y-N^-')-j(z'-Pa-')p-y  (^-,x),.rj- 

XIX. 

Examinons  d'abord  la  forme  (5)  ;  en  la  différentiant ,  et  posant 

z  [j'—  N  j:')  —f[z'  —  Vx')  —  t(D  (x)  =  M, 

il  vient,  après  avoir  remplacé  '^■t  -j—,  -j-  par  X,  Y,  Z, 

+  z'(y-Na:')-7'(z'-P^')  +  z(j-NX) 
-j(z-PX)  J 

Si,  dans  cette  équation  ,  nous  remplaçons  "ï  par  sa  valeur 

, 2 {y'  —  N  a;' )  —  jr  ( z'—  P J-' )  —  « 

t  —  -, — i » 

nous  pourrons,  après  cette  substitution,  considérer  x,  j,  z,  x',  j' ,  z' 
et  u  comme  sept  variables  indépendantes,  et,  par  suite,  décomposer 
cette  équation  (■y)  en  plusieurs  autres.  Ecrivons,  en  particulier,  que 
le  coefficient  de  x'  est  égal  à  zéro;  nous  aurons 


(S)  s-ï[^J  =  - 
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on  en  déduit ,  par  une  intégration  facile, 

(9)  «=47Î^]- 

Mais  cette  intégrale  (9)  équivaut  évidemment  à 

a 

a,  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire;  nous  voyons  donc,  en  po- 
sant — —  =iii^  [x],  que  l'intégrale  cherchée  est  de  la  forme 

(10)  a  =  [z(7'— Nj:')  —j  (2'—  Vx')\<i^{x)  —  t. 

Si  nous  différentions  cette  intégrale,  en  remplaçant  dans  le  résultat 
—  ,  ^5   -4-  pai'X,  Y,  Z,  nous  devrons  obtenir  une  identité 

dt       dt       dt   ^ 

/,zY  — jZ  — (zN  — Pj)X-s'Na''  +  j'Px' 

,  rf  N  ,     ,  f/  N  " 

(11)  -i  +  4^(x)< 


-^V'-'lû  -^""J'I}  +""-   d., 

-+-  6'{x)x'[z{j'  —  '!^a-')  —j  {z'  —Vx''\ 

Si,  dans  cette  identité,  nous  égalons  à  zéro  le  coefhcient  de  x'-, 
celui  de  x'j'  et  celui  de  x' z' ,  nous  obtiendrons  les  trois  relations 
suivantes  : 


- 

+  j 

dV  _ 

dx  ~ 

:  0, 

p  - 

+j 

rfP 

dy  ~ 

0, 

~N- 

dm 

+j 

rfP  _ 

0. 

Eli  ajoutant  ces  équations,   après  avoir  multiplié  la  première  par  dx , 
la  deuxième  par  dy  et  la  troisième  par  r/z,  il  vient 

(li)  d.Vy  -d.^z=o, 

le  signe  d  se  rapportant  à  la  variation  simultanée  de  j: ,  j"  et  z;  on  m 
conclut 

(i3)  Pjr-Nz  =  C, 
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C  étant  une  constante.  Cette  relation,  introduite  dans  l'intégrale  (lo), 
lui  fait  prendre  la  forme 

(i4)  cf.  =  {zf-jz'+Cx')'ij[x-)-t; 

en  différentiant  enfin  cette  équation  (14)  et   remplaçant  —■,    — ^,  ^ 
par  X,  Y,  Z,  il  vient 

(2Y— jZ+CX)  ^{x)  -^■<]f'  {x)[zf  -jz'-^Cx')x'—  1  =  0, 
équation  qui  ne  peut  être  identique  que  si  l'on  a 

'i^'[x)  =0, 
et ,  par  suite , 

C,  désignant  une  constante.  L'intégrale  cherchée  est  donc  enfin 

(i5)  {zj'-yz'+Cx'){:^-t  =  a; 

elle  convient  à  tous  les  problèmes  dans  lesquels  les  forces  satisfont  à 
la  condition 

(16)  (zY-jZ-^CX)C,-i  =  o. 

XX. 

Examinons  enfin  les  intégrales  renfermées  dans  la  forme  (6)  : 

(6)  a=FJ[z(j'-Nx')-7(2'-Px')f-<p(j,  x\xi 

Si  nous  différentions  cette  équation  en  posant 

(•7)  [z(7'-Nx')- j(s'-Px')r-<p  (f>jr)  =  «, 

il  viendra 


,/      z'(j'— Nj;')  +  2(Y— NX)  \| 

1  f   ,  d^         ,    ,(m         ,     c 

\  —  Z[x"- h^  X  ^ h  .r  z  - 

I  \      rfx  djf-  I 

d.    ,      ./J^W-^'-^'"')--^(^'-P"')]    _,-'(3'_P.')-,-(Z-PX) 


l'8)       ,    -    .  , 

dx           du    1                                                        }           I    ,   dV  ,      dl?               liP 

rfip   yz' —  zy'  df    , 

dr           i'  dx 
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Si,  dans  cette  équation,  nous  remplaçons  j-'  par  sa  valeur  déduite  de 
la  relation  (17),  nous  pourrons  considérer,  dans  le  résultat,  x,  y,  2, 
x' ,  z',  u,  comme  six  variables  indépendantes,  et,  par  suite,  décompo- 
ser l'équation  (18)  en  plusieurs  autres.  Nous  écrirons,  d'abord,  que 
le  coefficient  de  x'  est  égal  à  zéro.  On  obtient  ainsi 


1    / 77-vl~^"^'("^'')^"'^"V/"^^(r"^)i 

dr        du\  \  z    dy   \  '  \z         )  ][ 

rP  —  zN  do       rfijj 
z'  dr        dx 

En  effectuant  les  multiplications  indiquées,  on  voit  que  cette  équation 
est  de  la  forme 

,       ,  da.         dy.  ,  .  t>     \ 

(19)  5i+^(A  +  ^")  =  "' 

A  et  B  étant  indépendants  de  m.  a  ne  contenant  que  les  variables  x 
et  M,  cette  équation  exige  que  j'  et  z  disparaissent  aussi  de  A  et  B , 
et  que  ces  lettres  soient  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Nous  pou- 
vons donc  écrire 

(20)  rf^+    5^   [?.(*•)  +   «?2l^)]   =   0. 

Pour  intégrer  cette  équation  ,  il  faut  considérer  le  s\  sterne 

,       .  j  du  da. 

(21)  ace  =      ,    .    ,—  =:—, 

l'une  des  intégrales  est 

a  =  constante. 

Pour  en  obtenir  une  seconde,  mettons  l'équation  (ai)  sous  la  forme 

(22)  (f,{x)  +  u^^[x)  =  [l'^- 

Cette  équation  étant  linéaire,  son  intégrale  est  de  la  forme 
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ou,  en  résolvant  par  rapport  à  la  constante, 

d'où  l'on  conclut  que  l'intégrale  de  l'équation  (20)  est 

ce  qui  équivaut  évidemment  à 

(^^)  ^■'  =     M^' 

a,  désignant  une  nouvelle  constante.  Par  conséquent,  en  remettant 
pour  u  sa  valeur,  on  voit  que  l'intégrale  cherchée  doit  être  de  la 
forme 

[(j-z'-zr')  +  x'(P3-N7)p-?(f,x')-+,(x) 

(^5)         ~ ^) ^^-^ =  -> 

ou ,  en  posant 

4,,^x)  ^     ■"  J/,{x)  -^    \z         j 

(a6)        a  =  [(  jx'  -  zf)  +  X'  [Vz  -  Nj)]=  F{a:)  -  /  (f ,  .r)  • 

dx' 

En  différentiant  cette  intégrale  et  remplaçant,  dans  le  résultat,  -^5 

rit'  Tt 


—,  —  par  X,  Y,  Z,  nous  obtiendrons  l'identité 

fit  rit     r  1  1  ^ 


/7Z  — zY+X(P«  — Nr)  +  ^'(P3'— N/)] 


2F(x)[jz'-zr'+x'(Pz-N/)]{        '^''\dx'      '   dy 


■y 


,rfN\ 
dx     '  ""  '    dy     '  dz  j 


/    ,  dm  ,    ,rfN 


+  F'  (  J-)  x'  [  /j'—  z/-f  x'  (Pz  —  Nj)]' 


é//'    ,       df  zy'  —  yz' 
dx  dr  z' 


En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x'",  on  obtient 

2F(x)(Pz-Nj-)(.g-jg)+F'(^)(Pz-Njf  =  0, 


Tome  XVII.  —  Avril  i852. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


Pz  — Njr  2F(x) 

et,  en  intégrant  et  remarquant  que  la  constante  peut  être  une  tonc- 
tion  de  z  et  de  j', 

(Pz-Nj)^F(^)  =  <p(z,j). 

A  l'aide  de  cette  relation  et  en  posant 

V  F  (^)  =  F,  (x),     v>(  r,  z)  =  9,  (j,  s) , 
l'intégrale  (aôj  prend  la  forme 

(^7)  [il^-'  -  -J')  F.  (^)  +  ?.(/'  z)  oc'Y  -  /  (^-j.  a:)  =  a. 

En  différentiant  cette  équation  (27),  on  obtient 

(yZ-zY)F,(x)  +  (r3'-3v')F',(x),r'-j 


r(yZ-zY)F, 


_  dfy'z  —  zf  _df^^,_^ 
I  rfr         z'  dx 

et,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x'"^ z'  et  celui  de  x'" y' ,  il  vient 
(21»)  y,  (j,z)|^jF',  (x)+ J'J  =  0, 

(3o)  <p,  (jr,  r.)[- zF',(x)  +  ^']  =  o. 

Or  les  équations 

$  =  ^P.  (-) 

sont  incompatibles;  car  '^ ^{^x)[zdy  —  y dz)  n'est  pas  une  différen- 
tielle exacte.  On  ne  peut  donc  satisfaire  aux  équations  (29)  et  {3o) 
que  par  l'une  des  hypothèses  suivantes, 

ç>,  (7,  r.)  =  o, 

!  ip,  \j,  z)  =  constante , 
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et  ces  hypothèses,  introduites  clans  l'intégrale  (27),  lui  font  prendre 
les  deux  formes 

(3i)  [{jz'-zj')F,{^)Y-f(-l,x)=a, 

(32)  [(j,-,'_zy)C  +  C.a:"]^-/(f  x)=a; 

et  en  écrivant  que,  par  la  différentiation ,  ces  équations  conduisent  à 
des  identités,  on  trouve  facilement  que,   dans  la  première,   F,  {x) 

doit  être  constant  et  /  ("r'-^)  indépendant  de  jc ,  et  que,  dans  la 
seconde,  y  (-)  o"]  doit  être  une  constante.  Les  intégrales  cherchées 
sont  donc  enfin 

(jz'-Z7')'-/(f)  =  a. 
[(  jz'  —  zj')  C  +  C,  x'f  =  a  ; 

elles  rentrent  l'une  et  l'autre  dans  celles  que  nous  avions  obtenues 
précédemment. 

XXI. 

Revenons  actuellement  à  la  forme 

(i)  a  =  F(7'—  Nx',  z'—  P/r',  x,  j,  z,  t). 

Nous  savons  (§  XIV)  que  N  et  P  satisfont  aux  deux  équations 

dx  dy  dz  ' 

rfP         „rfP         p^  _ 
dx  dy  dz  ' 

et  nous  en  avons  conclu  que  des  équations 

N  =  constante,     P  ^  constante, 


on  déduirait 

dx         "'  '       dx 


^-N      --P 


et ,  par  suite , 

^•'  —  N  j:'  =  o ,     z'  —  Px'  =  o  ; 
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les  deux  différences  y' —  Na'  et  z'  —  Px'  s'annulent  donc  l'une  et 
l'autre  avec  dî^  et  rfP  ;  on  en  conclut  facilement  qu'en  désignant  par 
N'  et  P'  les  dérivées  de  N  et  de  P,  ces  deux  différences  sont  de  la 
forme 

j'— N^'  =  AN'+ BP', 
z'  —  Px'  =  A,  jSf'+  B,P', 

A,  B,  A,,  B,  étant  des  fonctions  de  JC,  j,  z.  D'après  cela,  l'inté- 
grale (i)  est  de  la  forme 

(2)  a  =  F(N',  P',  X,  j,  z,   t). 

Si  donc  on  prend  pour  coordonnées  N  et  P ,  et  une  troisième  fonc- 
tion Qde  X  jj"  et  z,  on  pourra  considérer  x,  j,  z  comme  des  fonctions 
de  N,  P,  Q,  et  écrire 

a=.F(N',  F,  N,   P,  Q,  t), 

N  et  P  désignant  les  paramètres  d'un  système  de  droites  et  Q  une 
fonction  quelconque. 

XXII. 

Je  traiterai  en  particulier  le  cas  où  les  droites  représentées  par  les 
équations 

N  =  constante  ,     P  =  constante, 

sont  normales  à  une  série  de  surfaces.  Nous  pouvons  supposer,  dans 
ce  cas,  que  Q  soit  précisément  le  paramètre  de  ces  surfaces.  De  plus, 
on  peut  évidemment  substituer  à  N  et  P  deux  fonctions  quelconques 
de  ces  variables,  et  il  est  aisé  de  voir  que  ces  fonctions  peuvent  être 
choisies  de  telle  sorte  que  chacune  d'elles,  égalée  à  une  constante, 
représente  les  surfaces  développables  formées  par  les  normales  menées 
aux  différents  points  d'une  ligne  de  courbure.  En  désignant  par  (j, 
et  q,  CCS  deux  fonctions  de  N  et  P  et  par  f/3  le  paramètre  des  surfaces 
orthogonales  à  nos  droites,  les  variables  q,,  cj^,  q^  formeront  un  sys- 
tème de  coordonnées  curvilignes  orthogonales.  L'intégrale  «conservera 
d'ailleurs  la  forme 

(3)  a  =  F{q\,   q'.,,    tj,,    q.„    </,,    t). 
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Soit 

fis-  —  kdq]  -4-  B  d(i\  +  C  dcj'l 

l'expression  du  carré  de  Ja  distance  de  deux  points  infiniment  voisins, 
en  sorte  que  la  demi-force  vive  T  ait  pour  expression 

.     T  =  i(A9;^  +  B9;^  +  C7'3^). 

D'après  les  fornuiles  générales  de  Lagrange,  deux  des  équations  du 
mouvement  seront 

/  /N  ^   »      '  '      '  2  '^B         I      ,  „  dC         I      ,  ,  rfA         „ 

(4)  7/9.-;?^^^-^'73^^--7,\7^  =  Q.. 

(5)  zB9:--7r?--7;^^'--7;^?  =  Q^. 

^      '  (il        T-  J.'^dq.  2   '3       flfj^  3,72       fl^i^  -<- 

Q,  et  Q2  étant  des  fonctions  de  ^, ,  q.^^,  q^  qui  dépendent  des  forces 
accélératrices.  * 

Ces  équations  se  simplifient  si  l'on  remarque  que  les  surfaces  dont 
l'équation  est 

^,  z=  constante 

étant  parallèles,  le  coefficient  C  est  indépendant  de  (7,  et  de  (/s  >  et  il 
reste,  en  effectuant  les  différentiations  indiquées, 

„rf'o,        I      ,„f/B         \      ,^d\  ,      ,   r/B  ,      ,   rfB         ^ 

En  différentiant  l'intégrale  (3)  et  remplaçant    —Ar-  -rr   P^""    leurs 
valeurs  déduites  des  équations  (6)  et  (7) ,  il  vient 

d'X        da.     ,  doL     ,  doi.    t^ 

rfF  +  rf5^?'+rf^,î='  +  rf^9^* 

I     rfa   /i     ,   ,  rfA         1     ,  ,  rfB  ,      ,  rfA  ,      ,  rfA         ,.    \ 

-irf7:U^'"^~ï'^^"^^'^'^^'^"^'^'^^^7:~^v 

I    rfa   /  I     ,  „  rfB         I     ,  ,  rfA  ,     ,  rfB  ,     ,  rfB         , ,    \ 

-  B  rf^U?^    rf^.  -  2^>  ■  rf^  +  9.  ?2;7^  +  <?393rf-  -  Q.j- 


i66  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  q'^  dans  cette  dernière  équation,  on 

obtient 

dy.  I    dA     ,    da.  i  rfB     ,    do. 

^93  ~  A  ^^'  ^7^  ~  Brf^Î2  ;^  =  o> 

équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre,  dont  on  déduit,  par 
l'intégration , 

a  =  F(A9;  ,  Br/;,  f/, ,  9^ ,   t). 

XXIII. 

Il  est  essentiel,  avant  d'aller  plus  loin,  de  chercher  la  forme  des 
coefficients  A  et  B  qui  figurent  dans  notre  intégrale.  A  et  B  sont ,  on 
s'en  souvient,  les  coefficients  de  dq\  et  dq\  dans  l'expression  du  carré 
de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins.  k.dq\  est,  par  con- 
séquent, le  carré  de  la  distance  de  deux  points  qui  correspondent  à 
des  valeurs  égales  de  q^  et  de  q^.  Ce  produit  est,  par  conséquent,  le 
carré  de  l'arc  que  deux  normales  infiniment  voisines,  menées  par 
deux  points  d'une  même  ligne  de  courbure,  interceptent  sur  l'une 
des  surfaces  qu'elles  coupent  à  angle  droit.  Or,  en  supposant  que  le 
paramètre  q^  soit  précisément  la  distance  des  diverses  surfaces  à  l'une 
d'elles  choisie  arbitrairement,  il  est  facile  de  voir  que  l'arc  dont  nous 
parlons  croît  proportionnellement  à  q.^ ,  et  qu'il  est  de  la  fornie 

rfw  étant  l'angle  des  deux  normales  considérées.  Cet  angle  est  d'ail- 
leurs de  la  forme 

d'.^  =  *1>  (7.,  f/2)  dq^  , 

en  sorte  que  la  valeur  de  kdq\  peut  être  représentée  par 

(M  4-  7iq,Ydq% 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  </,  et  de  q.^-  On  a  donc  enfin 

A  =  (M  +  N(7,0^ 
On  verra  de  même  que  l'on  a 

B  =  (M. +  N,ry,)=, 

M,  et  iV,  (tant,  comme  M  et  N,  indépendants  de  7,. 
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XXIV. 

En  différentiant  l'intégrale 
(')  a  =  F(A7',,  Bq\,  q,,fj.,,  t) , 

et  posant,  pour  abréger,  A(/',  :=  u,  B^'.,  =  v,  on  obtient,  après  avoir 

,        ,     dr/',  dq\  ,  , 

remplace   -^^  et  •^""  '"■■"■   .-"i-..»- 


(2)     { 


'"^   dt  "'  dt   t'"'  '""'"  -„.«,., 

da.         du.       1           da.       , 

d'x    1     .  ^dk               ,     ,    dk            ,      ,    dk\ 

da    [     ,  ^  dh             ,      ,   rfB            ,      ,   dT&\ 

da  1  i      ,  ,  dk          I     ,  „rfB            ,      ,   f/A             ,       ,    dk 

-Q. 

da.   Il      ,  „dh         i    ,  „dk           ,      ,    dB           ,      ,    dB 
-   rf^Uî^"^,-i'/'^.  +  '?•?^5^-^'?3?o.;^- 

-Q. 

et  l'on  voit  que  les  ternies  en  (j'^  disparaissent  d'eux-mêmes  ,  ainsi  qu'on 
devait  s'y  attendre.  Si  l'on  fait,  en  outre,  d'autres  réductions  faciles  et 
que  l'on  remplace  q\  et  cj'^  par  -,  -  et  A  et  B  par  leurs  valeurs  données 
plus  haut,  l'équation  précédente  devient 


Si    nous    déduisons   de    cette    équation    l'expression    de   la    somme 


;7"  Qi  +  ^  Qs  >  nous  verrons  que  cette  somme ,  considérée  comme 
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fonction  de  q^ ,  est  nécessairement  de  la  forme 

ri  a.  ^-^  d  a.  ^  „  H|  H, 

(^)  I  G,  G. 

H.  H,,  H2,  G,,  Gj  étant  des  fonctions  indépendantes  de  q^.  Si,  dans 
cette  équation  (4),  on  remplace  11  et  v  par  les  nouvelles  valeurs  u, 
et  p,,  on  formera  une  équation  nouvelle  dans  laquelle  Q,  et  Qj  con- 
serveront les  mêmes  valeurs,  puisqu'ils  sont  indépendants  de  11  et  de  f  ; 
et,  de  cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  on  pourra  déduire  les 
valeurs  de  Q,  et  Qj  qui,  évidemment,  seront  de  la  forme 

/C\    /~\  V  "-2  K.3  tii  La 

(5)   Q,  =  K,  +  (M+îs^j)'  "^  (M  +  N93?  "*"  (MT+nTîT?  "^   (M,+N,  931'' 

/  £2  \     /^  T  ■'-'2  '-':<  '^  i  '^  - 


(Mh-IN'^j)'  (M-t-N^a)'         (M, +IS,93)=         {M,4-N,93)' 

R,,  K2,  R3,  L,,  Lo,  E,,  Eo,  E3,  F,,  F2,  étant  indépendants  de  (/s,  et 
indépendants  aussi  de  u  et  de  v,  puisque  ces  lettres  ne  figurent  ni  dans 
Q,  ni  dans  Qo. 

Le  raisonnement  précédent  ne  serait  en  défaut  que  si  -7-  :  -—  était 

•  1  au     dv 

indépendant  de  u  et  de  i'.  Mais  alors,  en  désignant  ce  rapport  par  K, 

Cf.  serait  une  fonction  de  «  -f-  R  v,  et  nous  rentrerions  dans  lui  cas  déjà 

traité. 

Nous  devons  maintenant  distinguer  deux  cas  : 

M      ^  ,     ,  .  M, 
I  .   Le  rapport  —  est  égal  a  —  : 

1".  Le  rapport  —  est  différent  de  ^• 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  les  fractions  qui  ont  pour  dénomina- 
teur une  puissance  de  M  +  N*/,  peuvent  se  réduire  avec  celles  qui 
ont  pour  flénominateur  une  puissance  de  M,  -f-  N,  y,. 

Dans  le  second,  une  pareille  réduction  est  évidemment  impossible  , 
et  les  deux  groupes  de  termes  doivent  se  détruire  séparément. 

En  se  reportant  à  la  signification  des  quantités  M,  N,   M,,  N,, 
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MM,,,  1111 

on  voit  sans  peine  que  —  et  —  sont  les  deux  rayons  de  courbure  de  la 

surface  représentée  par  l'équation 

?3  =  o  ; 

dans  le  premier  des  cas  considérés,  ces  deux  rayons  étant  égaux,  la 
surface  est  une  sphère,  et  il  en  est  de  même  de  toutes  les  surjaces 
parallèles. 

Examinons  actuellement  le  cas  où  —  et  —^  n'auraient  pas  la  même 

valeur;  il  faut  alors,  évidemment,  que  les  termes  dont  le  dénomina- 
teur est  une  puissance  de  M-i-N^j,  se  détruisent  entre  eux  dans 
l'équation  (3)  et  qu'il  en  soit  de  même  de  ceux  dont  le  dénominateur 
est  M,  +N,i^3.  Pour  exprimer  qu'il  en  ainsi,  nous  distinguerons  plu- 
sieurs cas  : 


Les  fractions 

dm.        rfN 
dlf^^'^'Thf, 

(M+N-7,)^' 

rfM            rfN 
dq,    '^'^'dq, 

'(M  +  N^,)^  ' 

^M,           .-/IN, 
(M,  -t-N,^,;* 

dq.    ^^'rfç. 

ont  toutes  un  facteur  fonction  de  ^3,  commun  à  leurs  deux  teimes, 
et,  toute  réduction  faite,  ne  contiennent,  en  dénominateur,  que 
(M-^Nç3r,(M,  +  N,73r; 

2°.  Cette  réduction  se  présente  pour  les  fractions  dont  le  déno- 
minateur contient  (M  +  N^j)  et  ne  se  présente  pas  pour  les  deux 
autres; 

3°.  Cette  réduction  ne  se  présente  ni  pour  les  deux  fractions  qui 
contiennent  M  -+-  N^3  en  dénominateur,  ni  pour  les  deux  autres  qui 
contiennent  M,  +  N,  (y,. 

Dans  le  premier  des  trois  cas  précédents,  on  doit  avoir  évidemment 


rfM 

rfN 

dU 

rfN 

1^ 
M 

__dq, 

-IT' 

M 

_  dq., 

N 

<^M, 

rfN, 

rfM, 

rfN, 

M, 

_dq. 

M, 

_dq. 

TomoXVII 

—  Avril  i852. 

^M 

rfN 

M 

N 
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et  de  ces  équations  on  conclut  sans  peine  que  —  et  ^  sont  l'un  et 
l'antre  constants;  la  surface  représentée  par  l'équation 

93=  o 

a  donc  ses  deux  rajons  de  courbure  constants,  par  conséquent  elle 
est  une  sphère. 

Dans  le  second  des  cas  énumérés  plus  haut,  on  doit  avoir 

dU  dS 

dq-i  d(/, 

et  l'on  peut  conclure  de  ces  deux  équations  que  le  rapport  —  est 
constant,  et  que,  par  conséquent,  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion 

Î3  =  0 

a  l'un  de  ses  rayons  de  courbure  constants  et  qu'elle  est  une  siirjace 
canal. 

EnBn ,  dans  le  troisième  cas,  nous  pouvons  égaler  séparément  à 
zéro,  l'ensemble  des  termes  qui  contiennent  (M  +  ^(73)'  en  dénomi- 
nateur, ainsi  que  ceux  qui  contiennent  (M,  H-  N,  q^Y  ;  nous  aurons 
ainsi .  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  Q,  et  Q2 , 
,    ,  dxV   ..IdU  rfN  \         -.1        dy.Y   „/rfM  rfN\        -_.    I 

(8)   °  =  ;7;i|;'-(;^:  +  V3^)+L.J  +  ;^L-(-^-  +  f.i^)  +  F,|. 

Or  la  première  de  ces  équations  prouve  que  —  :  ~  est  indépendant 
de  V,  et  la  seconde,  que  ce  rapport  est  indé[)endant  de  a;  on  peut 
donc  en  conclure  qu'il  ne  dépend  ni  de  u  ni  de  v  :  en  désignant  sa 
valeur  par  R,  il  en  résulte,  comme  on  l'a  déjà  remarqué,  que  a  est 
une  fonction  de  u  +  Ru,  et  nous  rentrons  datis  un  cas  déjà  étudié. 

Les  seuls  cas  nouveaux  que  nous  ayons  à  examiner,  sont  donc  ceux 
où  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

qj  =  constante 
sont  des  sphère.s  (onceniriques  ou  des  suifaces  canaux . 
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XXV. 

Occupons-nous  particulièrement  du  cas  où  les  surfaces  représentées 
par  l'équation 

73  =  o 

sont  des  sphères  concentriques.  Le  système  des  coordonnées  désignées 
par  9,,  ^2?  ^3  se  réduit  alors,  si  l'on  veut,  au  système  ordinaire  de 
coordonnées  polaires  que  nous  représenterons,  comme  on  le  fait 
habituellement,  par  9 ,  <ij,  p.  Le  carré  de  la  distance  de  deux  points  est 
représenté,  comme  on  sait,  par 

ds-  =  p'-dO'  -+-  p-  sin-  0  di^-  +  dp-, 

en  sorte  que  les  quantités  désignées  par  A  et  B  sont ,  respectivement . 

A  =  p-, 

B  =  p-sm-9, 
et  la  forme  de  l'intégrale  cherchée  est,  par  conséquent, 

Si  nous  substituons  actuellement  des  coordonnées  rectiiignes  x,  y,  z, 
aux  coordonnées  polaires  p  ,  9 ,  1}^ ,  nous  trouverons  facilement 

p-  sm^9^=xj  -yx, 

P'  -1-=  cos  !|/  [xz  —  zx)  -h  sm  w  [zy  —  jz); 

ce  qui  met  l'équation  (i)  sous  la  forme 

0!.=^  (p[xy—  r'x.     cos^{xz'— zx')-hsinii^{zy  —  jz'),     ô,ij;,?], 

et,  en  remarquant  que  l'un  des  trois  binômes,  xj-'  —  jx,  xz'  —  zx' , 
yz'  —  zj' ,  est  fonction  des  deux  autres  et  des  angles  ô  et  t|^ ,  et  que  9 

et  <ij  dépendent  eux-mêmes  de  -■,  -1  on  peut  écrire 

a  =  F(a-s'-sa-',      xj'-jx',      ^    •^,     t): 
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telle  est  la  forme  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse  mettre  Tinté 

graie  cherchée. 

XXVI . 

La  dérivée  -r-  est ,   comme  on  l'a  rappelé  plusieurs  fois ,  égale  à  o 

ou  à  —  I .  L'étude  du  cas  où  elle  est  nulle  conduit  à  un  résultat  remar- 
quable. L'intégrale  obtenue  dans  le  paragraphe  précédent  prend  alors 
la  forme 

(1)  y.  =  Y[xz'-zx\     xy' -  rx\      "-■,     ^~^y 

Différentions  cette  équation  en  posant ,  pour  abréger, 

xz'  —  zx'  =  u ,     xj'  —  yx'  =  «^      -  =z  p,     -  =1  cj , 

nous  obtiendrons,  après  avoir  remplacé  —r-->  -rV'  tt'  pai"  X,  Y,  Z, 
•  r  fft-     dt-     dt^     ^  1      ■<      7 

I      \  ^°'-  -7  -a-  \  '^ '^  -ir  v\  doL    i  U  d-J.    v\ 

(,)      _^^Z-.X)  +  ^^.rY-jX)  +  -(^-  +  --.)  =  o, 
ou,  en  multipliant  tous  les  termes  par  x' , 

3)      —(xZ~  zK\x^  -^~  —  ,x\  —  7'X)x-  -t-  —  «  +  —  t^  —  o. 

'         du  ^  '  dv    •  -^  dp  dcj 

Or  cette  équation  (3)  exprime  qu'en  considérant  p  et  (j  comme  les 
coordonnées  rectiligues  d'un  point  dans  un  plan,  et.  u,  v  comme  les 
composantes  de  la  vitesse  de  ce  point,  parallèlement  aux  axes, 

(4)  y.=  Y[u,v,p,q) 

est  une  intégrale  des  équations  du  mouvement  d'un  point  sollicité  par 
une  force  accélératrice  dont  les  composantes  seraient 

x*(xY-jX)     et     x-{xZ-z\), 
ces  composantes  étant  considérées  comme  fonctions  de  p  et  7  et  d  une 
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troisième   variable  que  l'on  considérera  comme   un   paramétre  con- 
stant. 

Si  donc,  réciproquement,  on  résout  un  problème  quelconque  relatil 
au  mouvement  dans  un  plan,  en  supposant  un  point  sollicité  par  une 
force  dont  les  composantes  Xp  et  Y,  soient  des  fonctions  quelconques 
des  coordonnées  p  et  q ,  si  l'on  prend  une  intégrale  des  équations  du 
mouvement 

V.  ^=  F  [p,  q,  n,  v); 

Il  et  V  désignant  les  composantes  des  vitesses,  l'équation 


sera  une  intégrale  commune  à  tous  les  problèmes  à  trois  dimensions  , 
dans  lesquels  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  accélératrice  sont 
liées  i)ar  les  équations 

x^(Y.r-Xj)  =  X,„ 
j-  [Zx  -  Xz)   =  Y,. 

Ce  théorème  permet  évidenunent  de  former  autant  d'intégrales 
qu'on  le  voudra  qui  soient  communes  à  un  nombre  infini  de  pro- 
blèmes. 

XX  Vil. 

La  dépendance  qui  se  trouve  établie  par  le  théorème  précédent  entre 
les  intégrales  communes  à  plusieurs  problèmes  relatifs  au  mouvement 
dans  l'espace,  et  les  intégrales  quelconques  des  équations  du  mouve- 
ment dans  un  plan ,  existe  également  entre  les  intégrales  communes  à 
plusieurs  problèmes  à  deux  dimensions  et  les  intégrales  quelconques 
des  équations  du  mouvement  rectiligne.  Sans  donner  ici  une  démons- 
tration nouvelle,  rendue  bien  facile  par  ce  qui  précède,  nous  allons 
montrer  que  l'on  peut,  de  cette  manière,  obtenir  une  des  solutions 
trouvées  au  §  IX. 

L'équation  différentielle  du  mouvement  rectiligne  dun  pomt  est. 
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en  effet. 

X  désignant  une  fonction  de  x. 
L'intégrale  est  de  la  forme 

(^)  °'- =(§)'-?(; 

o  {x)  représentant  ici  2  /  X  doc 

Si  dans  cette  int 
nous  obtiendrons 


■       '  1  1  y         dx  , 

Si  dans  cette  intégrale  nous  remplaçons  x  par  -  et  —  par  jx  —  xj  , 


{jx'  -xj'Y  -y  {■''-)  =a, 
ce  qui  est  précisément  l'intégrale  obtenue  au  §  IX. 
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Note  sur  l' intégration  des  équations  différentielles  ; 
Par  m.  J.  BERTRi\IVD. 


L'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  de  la  forme 

doit  fournir  l'expression  de^  en  fonction  de  x  et  d'une  constante  ar- 
bitraire C.  La  détermination  de  cette  intégrale  équivaut  donc  à  la 
recherche  d'une  fonction  de  deux  variables.  Mais  lorsque ,  par  la  na- 
ture de  l'équation  ,  on  peut  prévoir  de  quelle  manière  la  constante 
figure  dans  l'expression  générale  de  j,  il  ne  reste  plus  qu'une  fonction 
d'une  seule  variable  à  déterminer,  et  le  problème  se  ramène,  en  gé- 
néral ,  aux  quadratures. 

Cette  remarque  conduit  d'une  manière  simple  à  l'intégration  des 
équations  différentielles  que  l'on  prend  le  plus  ordinairement  pour 
exemples  dans  les  Traités  de  calcul  intégral. 

Soit  une  équation  homogène 

ih-         '    \.T  J 

on  démontre,  bien  facilement,  que  l'intégrale  représente  une  série  de 
courbes  semblables  ayant  pour  centre  de  similitude  l'origine  et  ayant 
une  équation  générale  de  la  forme 

.X  =  CF  ^^) ,     ou      log  a-  =  log  C  +  log  F 

d'où  l'on  déduit 


Si  l'on  pose  log  a:  =  il  ,-=z  z,  cette  équation  deviendra 


r/U  = 


F'  (z)  dz 


et  les  variables  seront  séparérs. 
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Soit  l'équation  linéaire 

l'intégrale  est  évidemment  de  la  forme 

J  :=  0,{x)  -h  C<^,  [oc],       ou 

ce  qui  donne,  par  la  différentiation , 


y    _  9'  i^) 

■\i,  [x)         il,  (.r) 


Si  donc  on  pose  ,       .  =  z,  les  variables  seront  séparées;  et  l'on  est 

conduit  de  cette  manière  à  représenter^  par  le  produit  de  deux  fonc- 
tions inconnues  de  jc,  ce  qui  est,  comme  on  sait,  le  procédé  ordi- 
naire d'intégration. 

On   peut  démontrer  d'une  manière  analogue  le  théorème  tbnda- 
raental  de  la  théorie  des  équations  linéaires.  Soit 

au"'  du"'  '  -^ 

une  équation  linéaire.  On  établit  bien  facilement  que  sou  intégrale 
est  de  la  forme 

r  =  C,  7-, -f- Cj 72 +•••-+- C„j„, 
d'où  l'on  déduit 

■-  =  c,  +  c,^  +  ...  +  c„--, 

f,  "j,  r, 

d'où 


dx 


d. 

ce  qui  montre  que  —~-^  est  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire 


d'ordre  «  —  1.  Si  donc  on  connaît^,,  en  posant  —  =  j/,  et  prenant  — 
pour  inconnue,  on  sera  conduit  à  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  1 , 
en  sorte  que  la  connaissance  d'une  intégrale  permet  d'abaisser  d'une 
unité  l'ordre  de  l'équation  différentielle  sans  lui  faire  perdre  sa  forme 
linéaire. 
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SUR  UN  DÉTERMINANT  D'INTÉGRALES  DÉFINIES; 
Par  m.  a.  TISSOT. 


f.  A  l'aide  d'un  changement  de  variables,  M.  William  Roberts  a 
établi  [*J,  entre  certaines  intégrales  définies,  des  relations  analogues 
à  celle  que  donne  le  théorème  de  Legendre  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques complètes  de  première  et  de  seconde  espèce  n  modules  complé- 
mentaires. On  peut  obtenir  ime  formule,  qui  comprendra  ces  relations 
comme  cas  particuliers,  en  calculant  le  déterminant 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'intégrale  définie  multiple 

'^  (j:),  ç,  [x),...  ,  ç„_,  [x],  ?n  ^)  représentent  ici  les  expressions  que 
l'on  trouve,  en  donnant  à  l'indice  /  toutes  les  valeurs  entières,  depuis 
zéro  jusqu'à  n.  dans 

(^i[x)  =  \x  —  a)      x  —  a,)     ...  {X  —  a, ,     (a,^,  —  x)        ...  {a„  —  x)     ; 

m,  m,,...,  tn„_,,  m„  sont  des  exposants  positifs  plus  petits  que  l'unité, 
ou  des  exposants  négatifs  quelconques;  enfin,  la  fonction  JI  remplace 
le  produit 
n{x,  x,,...,x„_,,x,,)  =  {x,  —  x){x^-x)...{x„-x){x^-x,)...{x„-x,)...ix„-x„_,) 


[*]  Tome  XVI  du  présent  Journal. 
Tome  Xm.-M/ii  i85-2. 
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Soit  Pi  le  complément  de  m,  à  l'unité;  posons 

F,(jr)  =  [x  —  n){x  —  a,)  ...{x  —  (7,-)  (rt,v,  —  x  )...(«„  —  j:); 

si  nous  indiquons  par  la  lettre  T  les  intégrales  eulériennes  de  deuxième 
espèce,  et  au  moyen  d'accents  les  dérivées  prises  par  rapport  à  Jc,  la 
formule  en  question  sera 

2.  Lorsque  n+i  quantités  A,  A,,...,  A„_,,  A„  satisfont  à  une  même 
équation  différentielle  linéaire  dont  le  second  membre  est  nul ,  et 
dont  la  variable  indépendante  est  a,  le  déterminant 

^  L  da  da„_,       da„  J 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

-fPd. 
R  =  7e  , 

P  étant  le  rapport  du  coefficient  du  second  terme  à  celui  du  premier, 
dans  l'équation  différentielle  linéaire,  et  y  une  constante  par  rapport 
à  a. 

Pour  établir  la  formule  [i),  je  m'appuierai  sur  cette  propriété,  qui 
a  été  démontrée  par  M.  Liouville  [*];  après  avoir  prouvé  qu'il  y  a 
lieu  de  l'appliquer  ici,  je  n'aurai  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  par- 
ticulière de  y. 

3.  Considérons  d'abord  le  cas  où  n  serait  égal  à  lunité,  et  où, 
par  conséquent,  la  notation  précédente  donnerait 

<f(x)  =  {x-n)'"{n,-x)"'>,     9,(j:)=    x  -  a)'"{x  -  a,y"<. 

n_    r"'     -X    '^       r"      -X    "^dx    _    f'     _a:f_d±     C^     -g:      dx 

La  formule  à  démontrer  devient  alors 

D  =  T{p)T {p,){a,  -  a)P-^P'- '  e-"-"; 


[*]  Tome  X  du  présent  Journal. 
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fi  *it  p,  représentant,  comme  tout  à  l'heure,  les  différences  i—  met 
I  —  m,.  Or,  il  est  facile  de  vérifier  qu'en  posant 

B=  f  "'  '^"  ^^  B  —  i^  ""  "^^ 


on  pourra  mettre  D  sous  la  forme 

D  =  A,B  -  B,  A; 

et,  si  l'on  différentie  par  rapport  a  d  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  il  viendra 


rfD 

da 


e^  dx  .      e"" 

_      _    \        — . 

(x  —  ay'^"' [x  —  «i)"'i  »(« 

le  dernier  terme  de  cette  expression  est  nul   ou  infini,  suivant  que 
l'exposant  m  est  négatif  ou  positif.  On  a  d'ailleurs  identiquement 


L         [x-aY'\ 


—  /«(rt,  —  et) 


{x  —  «)'+"' (a,  —x)'" 


.  e-' dx  .  [x —  a)P      , 

'  '  '  (x — a)'"  [a,  —  xj",  [a,  —  .r)"i 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant  depuis  ci  jusqu'à  n,, 


r 


[x  —  a)'*"' [a,  —  x)"!         «I  —  a  \  a,  —  al  (f  (a 


B 


—  a.)!'' 


[X  —  «1 


de  même,  si  après  avoir  différentie  e  " — _    .      par  rapport  à  ^,  el 

ordonné  le  résultat  suivant  les  puissances  de  jt  —  a,  on  intégrait  entre 
les  limites  a,  et  00  ,  on  trouverait 

re~'dx  A,  /         p-\-p,  —  i\  „ 

(x  —  ay^"' (x  —  «1)  1         n,  —  a         \  n,  —  a      ' 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  aux  intégrales,  autres  que  A  et  A, , 

23.. 
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qui  entrent  dans  l'expression  de  —  5  on  fera  disparaître  de  cette  ex- 
pression le  terme  qui  contient  (p(a)  en  dénominateur,  et  on  obtiendra, 
toutes  réductions  faites, 

aa  \  a,  —  a      / 

On  aura  donc,  en  intégrant,  et  en  représentant  par  y  une  quantité 
indépendante  de  rt, 

(3)  B  =  y{a,  —  a)p->'P'-'e-'' . 

4.  Pour  calculer  y,  nous  pouvons  faire,  dans  cette  dernière  for- 
mule, a  =  a,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  remplacer  a  par  a,  —  s. 
et  faire  converger  e  vers  zéro;  or  l'expression  du  déterminant  sous 
forme  d'intégrale  définie  multiple  ,  savoir 

n  —    C'    C^  e~'-\(x,—x)dxdx, 

~  Ja      Ja,      (-r  — ^^(fl,  —  x)'",(x,  — c)'"(x,— a,)",' 

devient ,  lorsqu'on  pose 

j?  =  rt,  —  (i  —  £)z,     jc,  :=  a, -\-y . 

et  qu'on  assigne  à  e  une  valeur  très-petite, 

Jo   ^"{'—^r'jo 

ou  bien ,  en  introduisant  les  fonctions  r  , 

E  =  r{p)T{p,)eP-^p<-'e-^''.. 
Dans  les  mêmes  circonstances,  l'équation  (3)  donne 

E  =  yîP  +  p~'  e-"'-, 
on  a  donc 

y  =  T{p)T{p,)e-'-<, 
et,  par  conséquent, 

D  =  r  {p)T{p,){at  -  a)P+P-'  e -"-"•. 

5.  La  formule  {•>.)  se  trouvant  établie,  lorsque  n  est  égal  à  l'unité, 
il  suffit  maintenant  de  faire  voir  que,  si  elle  est  vraie  pour  tout  déter- 
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minant  composé  avec  ii^  intégrales  définies,  qui  remplissent  les  condi- 
tions voulues,  elle  le  sera  encore  pour  ceux  qui  en  renfermeront 
[tt+  \y.  La  même  conséquence  aurait  pu  se  déduire  de  l'examen  du 
cas  particulier  où  l'on  a 

«  =  o , 

car  alors  l'expression  n  ((7,  a,  ,...,  rt„) ,  c'est-à-dire  le  déterminant 
^i±a°,  «],...,«"),  dans  lequel  les  indices  supérieurs  doivent  être 
pris  comme  exposants,  se  réduit  à  l'unité,  et  la  formule  (2)  devient 
évidente.  Aussi  les  développements  précédents  ont-ils  j)rincipalement 
pour  but  d'éclaircir,  par  un  exemple,  la  démonstration  qui  %'a  suivre. 

6.  Le  déterminant  proposé  ne  change  pas  lorsque,  sous  le  signe 
somme  de  chaque  intégrale  définie,  on  remplace,  au  numérateur, 
X  par  X  —  a;  de  sorte  que  l'on  a 

cette  expression  revient,  en  effet,  cornue  la  première,  à  l'intégrale 
multiple  (i).  Or,  si  l'on  pose 


et  qu'on  différentie  n  —  k  fois  par  rapport  à  a,  A  désignant  l'un  des 
nombres  entiers  o,  1,  2,...,  «,  il  viendra 

(^)    ^5^  =  (-  i)"-*+"'.-"^+-  ■-"'.(n-m)(//  -  I  -  m)...{k  4- 1  -  m)  J^    '"'  e"'^'^-  dx 

Le  coefficient  du  second  membre  de  cette  égalité  varie  avec  A  et  avec  /, 
mais  il  se  décompose  en  deux  facteurs 

■z*  =  (—  I )"-* {n  —  m)  [n—  \  —  m). . .  [k  -^  \  —  m) 

et 

^,  =  (-()"'.+"',+•■■+'",, 

dépendant  chacun  d'un  seul  de  ces  indices;  en  représentant  par  R  le 
déterminant 
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et  par  Ô  le  procliiit  a|3a,/5,...  a„j3„,  on  aura  donc 

R  =  ÔB. 

7.  L'égalité  (4)  subsiste   pour    A  r=  —  i  ,   tant  que  rt,  est  ciKfereul 
de  a  ;  elle  peut  s'écrire 

d'ailleurs,  si  l'on  pose 

.         „,      ,         F(j7)«.'(x) 


on  trouvera  facilement 

|_(.r  — a)(f(a:)J  H       ^  ^      'J  ^  '  ^      '  (  (x  —  «)' (f  ^jr) 

d'où  l'on  tire,  en  développant  les  polynômes  7s[x),  V {x)  et  F''^:c) 
suivant  les  puissances  de  :r  —  a,  puis  en  intégrant  entre  les  limites  rt, 
et  rt,+,,  dont  la  prennère  est  encore  supposée  différente  de  «, 

Enfin,  si  l'on  remplace  l'intégrale  de  la  parenthèse  par  l'expres- 
sion (5),  on  obtiendra  l'équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre 
/i  -t-  I  , 

A  =  n-t-  ; 

Y      1  ('<--M)°'"(a)—  ^F'*'^''(a)  rf"-^'~*A."|  _ 
'  7  )  2L       I  a(._,  r  (  /!■  +  2  )  r/fl"+'-*  J    ~  "  ' 

A  =  o       ' 

à  laquelle  satisfont  A,  ,  A^j,...,  A„.  Je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  A  : 
en  effet,  lorsque  rt,  est  égal  à  a,  1  équation  (5)  a  lieu  pour  A  =  i , 
2,...,  n  ;  mais,  si  l'on  y  fait  k  =  o,  il  faut  ajouter  à  son  second  meinhrc 

-^.—7-  et,  par  conséquent, ~-   au  premier   membre  de   l'équa- 

mif(a)  "^  ^  mif{a)  "^  » 

tion  (■y  j.  D'un  autre  côté,  ce  premier  membre  doit  être  din)inué  de 
e""     ,    ,  ;  comme  celui  de  l'équation  f6);  or  il  est  (acile  de  voir  que 
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ces  deux  quantités,  qui  seraient  nulles  d'elles-uièmes  pour  m  <  o. 
mais  infinies  pour  m  >  o,  se  détruisent  mutuellement  [*]. 

8.  Cela  posé,  en  mettant  successivement  A,  A,,...,  A„,  au  lieu  de  A,, 
dans  l'équation  (7),  on  aura,  entre  les  n+i  coefficients  de  ses  diffé- 
rents termes,  n  +  1  équations  du  premier  degré,  desquelles  on  pourra 
tirer  les  rapports  de  ces  coefficients  à  l'un  d'entre  eux ,  en  fonction 
de  A,  A, ,...,  A„  et  des  dérivées  de  ces  quantités  par  rapport  à  a.  En 
particulier,  le  rapport  P  du  coefficient  du  second  terme  à  celui  du 
premier  sera  donné  par  une  fi'action  ayant  pour  dénominateur  R,  et 
pour  numérateur  ce  même  déterminant,  dans  lequel  on  aurait  mis, 
au  lieu  des  dérivées  de  l'ordre  n ,  les  dérivées  de  l'ordre  n  -+- 1  chan- 
gées de  signe.  Le  résultat  de  cette  substitution   ne  diffère  de  —  -j- 

que  par  une  somme  de  termes  qui  se  détruisent  deux  à  deux,  puis- 
qu'on peut  les  grouper  en  n  déterminants,  dans  chacun  desquels 
deux  lignes  verticales  ou  deux  lignes  horizontales  présenteraient  une 
composition  identique.  On  a  donc 

P  =  -  i-^ 

R     r/fl   ' 

OU  bien,  en  remplaçant  R  par  ÔD,  et  observant  que  5  est  indépen- 
dant de  a, 

P  =  --^  '^^• 
D    rfa  ' 

si  Ton  intégre  par  rapport  à  a,  et  qu'on  désigne  par  y  une  fonction 
encoie  inconnue  de  «,,  rtj,  .  ,  r7„,  il  viendra 


[*]  Tontes  les  intégrales  de  la  forme 


X 


_   [x  —  a] 


peuvent  s'obtenir  linéairement  au  moyen  ilo  n  d'entre  elles,  |)Our  lesquelles  h  est  l'un 
des  nombres  o,  i,  2,...,  n:  celles-ci  n'e.\istent  jamais  sous  forme  finie;  elles  fournis 
sent,  comme  les  transcendantes  dont  la  différentielle  est  algébrique,  les  intégrales  com- 
plètes d'autant  d'équations  différentielles  linéaires  avec  second  membre.  (  A'o/r,  po  ir  ces 
dernières  transcendantes  ,  un  Mémoire  de  M.  Hermite  ,  tome  IX  du  présent  Journal.  ) 
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9.  L'équation  [j)  peut  s'écrire 

^3  \a)  d""^'  A, 

(n  —  /»)(«  —  1 — m)..[i  —  m)m    tia'^' 
_^  2sT'(a)— F"(a)  (i"A, 

2.[n  —  /»)  (« — I  —  m)...[i — m]    da" 

(\c  sorte  que  l'on  a 

, ,              2rs'  {a\  —  Via) 
V  ::^  m '         ,     ' , 

2  CI  ( n  I 

c'est-à-dire 

P  =  ,  -4-  P+P'  —  '       ,      P-i-P^—i       ,  ,     P_± 


et  I  expression  de  D  devient,  lorsqu'on  y  introduit  cette  valeur  de  P, 
8)     D  =  7   a,  —  a)''-^'''-'{<i2  —  a)p-^P:—'...{a„  —  a)p-^P.-'e~". 

10.  Représentons  par  A  la  lunite  vers  laquelle  converge  le  rapport 
de  D  à  'a,  —  a)P'^P'-'.  lorsque  a  s'approche  indéBninient  de  a,; 
puisque  7  est  indépendant  de  a.  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équa- 
tion I  8  ) , 

(9)  ■/{a2-n,)p-^P^-'...[a„-a,)p^p,-'e-"^=  A. 

Pour  calculer  A,  on  peut  recourir  à  l'expression  du  déterminant  sous 
forme  d'intégrale  définie  multiple;  si  l'on  pose,  dans  cette  expression. 

a  =  a,  ~  i,      .r  =  n,  —  c(i  — zi. 

afin  de  mettre  en  évidence  le  facteiu-  îP-^-P'-',  et  si,  après  avoir  sup- 
primé ce  facteur,  on  fait  a  ^  o,  on  trouvera,  en  introduisant  les  in- 
tégrales eulériennes  de  deuxième  espèce , 

1  [p-*-pi) 

nous  désignons  ici  par  D,  un  déterminant  analogue  à  D,  et  qui  cor- 
respondrait à  la  composition  suivante  de  ç,(a:), 

(x  —  a,)"'^"'-'{x  —  flj )"'....  (x  —  a,- >'. (rt,+,  —  jr)":*:...{n„  —  jc  '"... 
Par  hypothèse,  on  peut  appliquer  à  ce  déterminant  la  formule  [-j.];  il 
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suffit  d'y  omettre  les  facteurs  r(/>),  P' {a)  et  e'" ,  puis  d'y  rewipla- 
cer  jj,  par  p-hp,,  F'  («,)  par  -'^^'^^  et  II  (a,  a,,  a^, .  . .  ,  a„)  par 
n  (<7,  ,  ^2,. . . ,  rt„)  ;  elle  donne  alors 

(li)       B,  =  T{p  +  p,)V{p,)...Tip„)- '\l^        '^    ^  "^  -• 

Si  maintenant  on  multiplie  membre  à  membre  les  équations  (8),  (9), 
(io)  et  (i  i),  on  obtiendra  la  relation  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

H.   Lorsque  les  exposants  m,  m,,...,  m„  sont  tous  égaux  à    ?  cette 

relation  devient 

1-4-1 

0  =  7:"    <?-"-".—■■■-"». 
En  faisant  dans  cette  dernière 

«  =  2,     fl  =  o,     a,=:b^,     a2=^c^,     jc  =  u^, 

on  retrouve  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  William  Roberts. 


Tome  XVil.  -  Mai  i852.  ^4 
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NOTE 

SUR  UN  THÉORÈME  DE  LA  THÉORIE  DES  NOMBFIES 
Par  m.  J.-A.  SERRET. 


(  Communiquée  à  la  Société  Philomatique  le  12  avril  i85i .  ; 

ï  )n  sait  par  quelle  brillante  analyse  M.  Lejeune-Dirichlet  est  par- 
venu à  démontrer  que  : 

Toute  progression  par  différence  dont  le  premier  terme  et  In  raison 
sont  premiers  entie  eux  renjerme  une  irifinité  de  nombres  premiers;  ou . 
en  d'autres  termes ,  que  : 

La  formule  ax  -h  h ,  où  a  et  h  sont  des  entiers  donnés  sans  diviseur), 
communs,  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers. 

Peut-être  n'est-il  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que,  clans  \v  cas 
d'ime  progression  dont  la  raison  est  8  ou  12  ,  le  théorème  de  l'illustre 
géomètre  allemand  peut  se  déduire  des  principes  les  plus  élémentaires 
de  la  théorie  des  nombres.  C'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer 
dans  cette  Note. 

Soient  N  un  nombre  quelconque,  et 

2,  3,  5,  7,   1 1,...,  /} 
les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  N  :  posons 
A  =  (2.3.5.7.1  \...  p)'  -+-  I, 
B  =  (3.5.7.1 1...  pY  +  2, 
C=(3.5.7.i....^)^+2% 
D=  {3.5.7.ii.../))'-2, 

E  =  (2.3.5.7.1 1...  /j)*  —  (2.3.5.7. 1  I...  p)^  -f-  r, 
F  =  (2.5.7.0.../>)^-^  I, 
G  =  (2.5.7.ii.../j)=  +  3, 
H  =  3(2.5.7.11...^)'- I. 
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1°.  A  est  de  Ja  forme  a*  +  1  =  (a^  —  1)^  +  la^,  c'est-à-dire  de  l'une 
et  de  l'autre  des  deux  formes  t'^  4-  m*  et  t^  -\-  lu^  ;  il  s'ensuit  que  les 
facteurs  premiers  de  A  ont  ces  mêmes  formes  quadratiques,  et,  par 
suite,  qu'ils  ont  tous  la  forme  linéaire  8x  -^    1 . 

1".  B  est  de  la  forme  t^  -{-  iu^;  ses  facteurs  premiers  ont,  par 
suite,  cette  même  forme  et  sont  de  l'iuie  on  de  l'autre  des  formes 
linéaires  8x  +  i  et  Sx -h  3.  D'ailleurs  B  est  de  la  forme  8x  -+-  3: 
donc  l'un  au  moins  de  ses  facteurs  premiers  a  cette  même  forme 
8a:  +  3. 

3".  C  est  de  la  forme  t'^  -\-  u^  ;  ses  facteurs  premiers  ont  cette  même 
forme  et  sont  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes  linéaires  8x  -h  1 
et  Sa:  +  5  ;  mais  comme  C  a  la  forme  Sjc  -¥-  5,  un  au  moins  fie  ses  fac- 
teurs premiers  a  aussi  la  forme  8  jt  -+-  5. 

4".  D  est  de  la  forme  t^ —  2«^;  ses  facteuis  premiers  ont  cette 
même  forme  et  sont  de  l'une  ou  fie  l'autre  des  deux  formes  linéaires 
8x  -+-  I  et  8jc  -h  7;  mais  comme  D  a  la  forme  8.r  +  "j,  \\n  au  moins 
de  ses  facteurs  premiers  a  lui-même  la  forme  8x  -h  'j. 

5".  E  est  de  la  forme  a*  — «^  -1-  1=  a^  — i)--(-  a-  —  'a-+  i)^—  3rt% 
c'est-à-dire  de  l'une  et  de  l'autre  des  deux  formes  r*H-  u^  et  t^  —  iu^; 
il  s  ensuit  que  les  facteurs  premiers  de  E  ont  ces  mêmes  formes.  Or  ces 
formes  quadratiques  ne  peuvent  appartenir  en  même  temps  qu  aux 
nombres  i2JC-i-i;  donc  tous  les  facteurs  premiers  de  K  sont  de  la 
forme  1 2  x  +  1 . 

6°.  F  est  de  la  forme  t'  -h  u^  ;  ses  facteurs  premiers  ont  cettf  mt-rrie 
forme  et  sont  de  l'une  ou  de  1  autre  des  deux  formes  linéaires  1  ix  -t-  1 , 
iix  -T-  5.  En  outre,  la  première  partie  de  F  est  le  carré  du  produit 
de  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  p,  3  excepté,  produit  qui  est 
de  la  forme  60*  dz  2  ;  il  s'ensuit  que  F  a  la  forme  linéaire  1  2  j:  -)-  5  ft 
que  l'un  au  moins  de  ses  facteurs  premiers  a  cette  même  forme. 

7°.  G  est  de  la  forme  t^ -h  3  m*;  ses  facteurs  premiers  ont  cette 
même  forme  quadratique  et  sont  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux 
formes  linéaires  tix-i-i  et  12a -+-  -;  mais  comme  G  est  de  la  forme 
I2XH-  7,  l'iin  de  ses  facteurs  premiers  a  nécessairement  cette  même 
forme  ]ix  -+-  - . 

24.. 
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8*^.  H  est  de  la  forme  3^*  —  m";  ses  facteurs  premiers  sont  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  deux  formes  3t^—  n^  et  t-  —  'iu^\  ils  sont,  par 
suite,  de  l'une  des  formes  linéaires  \i3c-\- 1  et  120-+  1 1 .  D'ailleurs  H 
a  la  forme  \ix  -^11;  donc  l'un  de  ses  facteurs  premiers  a  aussi  cette 
forme. 

De  ce  qui  précède  et  de  ce  que  les  facteurs  premiers  des  nombres 
A,  B,  C,  D.  E,  F,  G,  H  sont  évidemment  tous  supérieurs  à  N,  il  ré- 
sulte que  chacune  des  huit  formules 

8x4-1,       8j:-4-3,       8j: -t- 5,       8x4-7, 

IÎ*J--|-I,         I2.r-t-5,         12X4-7.         12X4-11. 

renferme  un  nombre  premier  plus  grand  que  N;  en  d'autres  termes. 
chacune,  des  finit  formules  dont  il  s'agit  renjerme  une  infinité  de 
nombres  premiers. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  encore  ;i  la  formule 
iox4-q.  Conservons,  en  effet,  nos  notations  et  considérons  1^ 
nombre 

5.(2.3.7.  Il ...  pY  —  1  : 

ses  diviseurs  sont  de  la  forme  quadratique  5t- —  u^,  et,  par  suite, 
(le  l'une  des  formes  linéaires  iox4-i,  10x4-9:  mais  le  nombre  dont 
il  s'agit  est  de  la  forme  10x4-9;  donc  l'un  au  moins  de  ses  facteurs 
premiers  a  la  même  forme.  On  conclut  de  là  que  la  formule  lox  4-  9 
renferme  un  nombre  premier  plus  grand  que  N  ,  ou  qu'elle  renferme 
une  infinité  de  nombres  premiers. 

M.  Lebesgue  a  remarqué  tome  VIII  de  ce  Journal,  page  5i  cpie 
le  théorème  sur  la  progression  par  différence  peut  se  déduire  d'un 
théorème  connu  d'Euler,  dans  le  cas  particulier  où  la  raison  est  un 
nombre  premier  et  où  le  premier  terme  est  l'unité.  Par  un  raisonne- 
ment du  même  genre,  on  peut  prouver  plus  généralement  que  : 

Toute  progression  par  différence  gui  commence  par  F  unité  renjerme 
une  infinité  de  nombres  premiers. 

On  sait,  en  effet  [voir  Legendre,  Théorie  des  Nombres ,  tome  1"  , 
page  222),  que  les  diviseurs  propres  de  «"4-1  sont  de  la  forme 
mu  4-  I .  J'appelle  diviseurs  propres  de  rt"  4-  1  ceux  qui  ne  divisent 
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en  même  temps  aucun  nombre  tel  que  «"  -f-  i  où  //  désigne  le  quotient 
de  //  par  un  de  ses  diviseurs  impairs.  Cela  posé,  il  est  très-facile  d'éta- 
blir que  a"  +  i  a  au  moins  tni  facteur  premier  propre.  Il  n'y  n  qu'une 
seule  exception  :  c'est  le  cas  de  «  =  2  et  «  =  3.  On  déduit  facile- 
ment fie  bi  le  théorème  en  question.  Car  soient 

2,   .3,  5,7,      I  I,...,  p 

les  nond5res  premiers  qui  ne  surpassent  pas  un  nombre  doinié  N  ;  le 
nombre 

f:?.3.5.7.i  I ...  p)"  +  I 

admet  un  facteur  premier  propre,  lequel  est  de  la  forme  2  «x -(- 1 . 
D'adleurs  ce  facteur  est  nécessairement  plus  grand  que  N;  donc  la 
formule  2//j:-f-i  renferme  un  nombre  premier  plus  grand  que  N,  et, 
par  suite,  elle  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers. 


iqo 
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DÉMONSTRATION 

D'un  théorème   de    M.    Sylvester,   relatif  à   la   décomposition 
d'un  produit  de  deux  déterminants  ; 

Par  m.  FAÀ  DE  BRUXO. 


(le  théorème  a  été  publié  par  M.  Sylvester,  dans  le  Pliilosophicnt 
Magazine  (août  i85i).  Je  vais  en  donner  ui  une  démonstration  nou- 
velle, qui  me  paraît  plus  simple  et  plus  claii-e  que  celle  dont  l'auteur 
s'est  servi.  Voici  le  théoiénie  : 

Etant  donnés  deux  détenninanis  A  et  H  de  rr  letlics  chacun,  m 
l'on  partage  I  un  des  deurt ,  A  par  cxenij)lr,  d'une  manièie  invariable 
en  deux  parties  quelconques ,  contenant  L  Une  p  et  i antre  q  =  n  —  p 
colonnes,  et  si  l'on  décompose  l'autre  déterminant  B  df  toutes  les 
manières  possibles,  en  deux  parties  contenant  de  même  l'une  p  et 
Vautre  q  colonnes,  le  produit  Alî  des  deux  déterminants  sera  égal  à 
la  somme  des  produits  des  nou^'oaux  déterminants  conjugués,  qui 
rcsulternnt  en  échangeant  constanutient  taie  des  pailies  fixes  de  S. 
avec  la  partie  variable  corresnondnute  de  R. 


\insi ,  |)ar  exemple  . 
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Df-nionstriitioii.    Le  produit  des  deux  déterminants  sera 

o, ,  (^2 ,...  ,  (p„  et  iji, .  (j/j,... ,  ']/„  étant  l'un  quelconque  des 
n  [n  —  1) .  .  .  3 .  2  .  I  ^  [//] 

arrangements  n  à  n,  que  Ton  peut  faire  avec  les  indices  1 ,  2 ,  3, ....  «  , 
qui  servent,  avec  les  indices  inférieurs,  à  caractériser  chaque  lettre 
du  déterminant.  Maintenant ,  un  quelconque  des  groupes  formés  |)ar 
le  produit  de  deux  déterminants  conjugués,  sera 

en  se  servant  des  indices  S, ,  9„ ,  .  . . ,  5„  pour  désigner  une  quelconque 
des  distributions  des  indices  inférieurs  du  déterminant  B ,  qui  aura 
lieu  d'après  le  partage  indiqué  ci-dessus.  Un  terme  quelconque  de  la 
sonune  de  ces  groupes  pourra  donc  s'écrire  ainsi  : 

\^)        a,  a^  ...a„  a       n        ...a    •h^b      .hr    b.      b.      ...b.. 

Or,  tant  qu'un  des  indices  (j;  ne  coïncidera  pas  avec  un  des  indices  0 , 
ce  terme  fera  partie  de  ceux  de  AB ,  et  il  est  aisé  de  voir  que  dans 
chacun  des  groupes  il  y  aura  [n]  [p]  [q]  de  ces  termes.  Maintenant, 

comme  il  y  a  -  groupes,  -  désignant  le  nombre  des  combinai- 
sons de  n  lettres  prises  p  à  p,  lequel  est,  comme  on  sait,  égal  à  , > 
nous  aurons  en  tout 

termes,  ce  qui  doit  être.  Mais  lorsque  deux  seulement  des  indices 
supérieurs  seront  égaux  ,  par  exemple 

+<•  =  fp-^h , 

il  existera  évidemment  un  autre  terme  où,  au  lieu  d'avoir 

Ai  'ip+k 

■  •  ■  ■  % ^e,,*' 
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on  auru 

tout  le  reste  demeurant  de  même,  car,  par  suite  du  partage  de  B 
en  deux  parties  quelconques,  il  existera  une  combinaison  [i]  des 
indices  5  qui  ne  différera  de  celle  [h]  que  par  l'échange  d'une  co- 
lonne [Oi)  avec  une  colonne  {Op+h)-  Or  nous  savons  qu'un  simple 
échange  entre  deux  indices  amène  un  changement  de  signe  dans  les 
termes;  donc  tous  les  termes  de  cette  nature  se  détruiront  mutuel- 
lement, et  il  ne  restera  que  les  termes  qui  reproduiront  le  produit 
AB  identiquement. 
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DEMONSTRATIOIS 

D  un  théorème  relatif  à  la  réduction  des  fonctions  Iiomogènes 
à  deux  lettres  à  leur  forme  canonique; 

Par  m.  Fa\  DE  BRIMO. 


Étant  donnée  une  fonction  homogène  à  plusieurs  lettres  de  degré 
quelconque,  on  peut  généralement  se  proposer  de  la  mettre  sous  une 
forme  plus  simple  et  plus  concise,  telle  que  la  somme  de  puissances 
de  même  degré  de  fonctions  liiiéraires  des  mêmes  lettres.  En  nous 
bornant  au  cas  des  fonctions  de  deux  lettres,  dont  le  type  général  est 

m  m     1  m  [m  I  )  .„     o       o 

fioX'"  -+-  iiw,  3'"-'  y  A ^ ;  a.x'"-^r^  +  ... 

-^  1.2  "  -^ 

+  inam_,,  OLj"'~^  -+-  a,„j''", 

on  reconnaît  aisément  que,  par  suUe  des  conditions  auxquelles  ij  faut 
satisfaire,  ces  fonctions  admettent  l'une  des  deux  formes 

{ctoJO-+-  ^0 /)'"  +  {(/.,  X  -h  ,-5,  j)'"-f....-H  /'a^;^.r  +  /3^_^jy"_ 

(aoX  +  /3o  j)'"  +  (  a,  X  +  j5,  7-)"'  +  ... 

-t-  k{aoX  -+-  (XfjY  (a,  JT-t-  fi,/)'\  . .  {(/.„,  .r  +  /S„,j-\% 

selon  que  m  sera  impair  ou  pair.  Ce  sujet  a  été  abordé  dernièrement 
par  M.  Sylvester,  géomètre  anglais  très-profond,  qui  a  bien  voulu  me 
communiquer  le  résultat  obtenu  par  lui  sur  les  fonctions  du  cinquième 
degré,  mais  sans  m'en  donner  la  démonstration.  Ayant  essayé  de  le 
retrouver  moi-même ,  j'ai  été  conduit  tout  naturellement  à  la  démons- 
tration du  théorème  pour  un  degré  quelconque  impair,  que  j'ose 
présenter  ici  à  la  bienveillance  des  lecteurs. 

En  appelant,  suivant  la  dénomination  de  M.  Hermite  et  de  M.  Syl- 

TomeXVII.  -  M<i  i85-i.  '25 
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vestpj-,  Jonne  caNoni(jUC  l'une  des  deux  formes  que  je  viens  d'écnr;' , 
l'énoncé  ilu  théorème  est  celui-ci  : 

Une  Jonction  homogène  à  deux  lettres  de  degré  quelconque  impair 
2«  +  I  peut  être  réduite  à  sa  forme  canonique  par  la  résolution  d'une 
équation  de  degré  n  -^  \ . 

Soit 

/    V  o  ,.     ,  2  «  -(-  I  .,  „  I  2  /î  -)-  1  ) .  2  «  o  „     1        o  2  «  +  I  2  -I    ,  ■> 

(i)  a^x-"-^'  H ^a,a:-"j-^-^- j-^ — a.x-"-' j^^...^- — ^—  rt,„aj^-'+  a^„^,jr- 

une  telle  fonction ,  et 

{i)p,{x-^  «o/)'"^'  +  P^{x+  a,jy^'  +  p2y^  +  a._jY"^'  +  ...  +  ;;„  (j:  +  a„jY 

sa  forme  canonique,  où  p^,  p,,...,  p„;  au,  a,,...,  a„  sont  les  inconnues 
à  déterminer.  Nous  aurons  évidemment  les  2«4-  2  équations  sui- 
vantes : 

f  0  +  /^f  +  P,  -I-  . . .  +  p„_,  4-  />„  =  «0 . 

Po  «0  +  /'l  «,  +  Pï  «2  +  •  •  •  +  Pr,-,  ««-I  +  /'n  a„  =^  a,  , 

(3) 


Po  «o"  -t-  /'■  «'"  -+-  P2  a'o"  +- .  .  +  /J„_,  v.^„",  H-  /J„  a-"  =  a.,  „  , 
1  /Joao""'  +  P>  «'""'  +  /^2  «o""'  -^-'-^  F„-.  a"T'  +  A'-'^""*'  =  ''2«^.- 

Pour  effectuer  l'élimination,  j'ajoute  chacune  de  ces  équations  à  la 
précédente  multipliée  par  un  facteur  indéterminé  X.  J'ai  ainsi,  en 
posant 

p'  =  p().  -h  oc), 

un  système  de  2«-i-  1  équations  seulement,  savoir: 
Po  +  P',  +  /^'j  -H  . . .  -4-  /)'„_,   -)-  /J„  =  flo  >>  +  rt.» 

p'^  «0  +  /?',  a,  -(-  /j'o  a,  + . . .  +  p„_,  a„_,  -f-  /j„  a„  =  a,  X  -t-  rtj , 

/j',.  a'iâ''-'  +  /J',  ce]"-'  -+-  p\  ui"-'  H-...+  /7„_,«,^;'r'  —  /^«««"~'  =  ^2,,-.  X  +  a.„, 
Pt,  «0"  +  P\  «1  "  -^  /''•j 'A"  -*-•••+  yj^,-.  a»-",  -t-  P„  «?,"  ==  r7j  „  X  +  <t,  „^, . 
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Opérant  de  la   même  manière  sur  ce  système,  el  continuant  encore 
jusqu'à  ce  que  Ton  arrive  à  poser 

p">=pQ.  +  a)"-\ 
on  aura  en  derniei  lieu  : 


«-+;,-+...  +  p->  =  «„>«-  ^^n,  l"^  i^±ll^^,X'- 


rt/J! 


(4) 


IPo'  «0  +  P"  a. 


ml  ^n+^     ,     ("+'^  In     ,     ("+')"  -,,2 


Ces  /i -+- 1  équations  '4^  formeront,  avec  les  « -i- i  premières  du  sys- 
tème (3),  un  ensemble  de  in-^ï  équations  qui  va  nous  conduire 
à  notre  but.  Soit   en  effet,  R  le  déterminant 


'•0?         ■>-(>••■> 


««, 


(5) 


«0'    a'iv'    <; 

les  n->r  I  premières  équations  (3)  et  les  équations  (4)  donneront 
R/>o=Ao,     R/^,   =A, ,...,     R/J„=A„, 

ou,  en  substituant  à  p"  sa  valeur. 

(6)  Ao().  +  a„)"*'=Lo     A,(X-H  a,)"^'  =  L,,....     A„ (À +  «„)"*' =  L„, 

équations  dans  lesquelles 

Ao  =  Bo  «0  +  B,  rt,  +  Bj  a.  -H , . .  +  B„  a„ , 
A,  =  B'o  «0  +  B',  fl,  -!-  B'2  «2  +  .  .  +  B'„  a„ , 


A„  =  B'^"  flo  +  B',"'  fl,  +  B<2"'  a^  -h  . . .  +  BL"  ^„  - 

B*;'  étant,  en  général,  un  déterminant  partiel  de  R. 

Remplaçons  dans  les  équations  (6)  L^,  L,,...,  L„  par  leurs  valeiu-s. 

9.5.  . 
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très-aisées  à  déterminer:  il   viendra  un  système  de  /? -I- i   équations, 
dont  le  type  sera 

A,(X+  a.)""'  =  A,)."^'  +  [n  -+- 1)  )«  i  B^^  n,  -h  Bf  rt,  +  B^'a, -^...  ^  B„''  n„^,) 

-h  ^^-^ X"-' {Bi; flj  +  Bf  rtj  +  b;'  a, -h... -h  b;?' a„^,' 


+  («  +  !)).  (B'^'  a„  -+-  B','"'  a„^,  +  Bf  a„^^  +  ...-»-  Bi'  a^„) 

+  B'^'  rt„^,  +  Bi  fl„+j  +  B^'  fl„+,  -+-...•+-  B;,''  rt2„^, . 

Ces  équations  devant  avoir  lieu  par  identité,  on  ai'.ra,  en  comparant 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  X, 

A,  (Xi  =  B^  a,  +  B'I'  rtj  +  B'^>  «3  H- . . .  -I-  BL"  «„+, , 
A,  af  =  Bi;-  ai  ■+-  B'f  a,+,  +  Bji^j  fl,^o  + . . .  +  Bi'^  «„+, , 

A,ar'  =B;;  a„^,  +  B^'rt„^j+  B[  fl„^3  +  •••  +  B;/' «j„^,. 

En  réunissant  le  tout  dans  un  seul  membre,  eu  égard  à  la  valeur 
de  A,,  nous  aurons  enfin 

B'^''  («0  a,-  —  «.  )  +  B'/'  (fl,  a,-  —  «j)  +  B^  («j  a,  —  a, )  -l- .. .  -t-  Bf  (rt„  a,  —  r?„,,  i  =  o, 
B'^'  (cToa,  —  «2)  H-  Bf  {a^  a.-—  a^)  -4-  B|'  (ooar  —  «*)  -t-...+  Bi''  f<7„a?—  ««^j)  =  o, 
B'<'  (aoa?-  a,)  4-  B'/'  («,  a?  -  a,)  -4-  B'('  («,  a?  -  «,)  +...+  B'i'  {a„oi'}-a„^,    =  o, 


(9) 

B?  («oar*  -  ««-..)  +  B'/'  (a,  a^ '  -  r7„^0  +  B^'(rt3ar'  -  ««-.3)  + 

En  vertu  donc  d'un  principe  connu,  les  quantités  inconnues  a^,  a,, 
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(Z„  seront  les  racines  de  l'équation  fournie  par  le  déterniiTiant 


(  10)      o  = 


agX  —  a,, 


a,  X  —  «2,.. 
a,  x'^  —  a,, 


a„x  —  a„ 
a„  x"^  —  n„ 
a„  x^  —  a„ 


,,  ,  ,      (n  -{-i)l  n-i-  11''"" 

(1  être  du  ^         '^ - 


Cette  équation  a  l'apparence  (V 


degré  ;  mais 


il  est  aisé  de  démontrer  quelle  n'est  réellement  que  du  {ri-^-i)'""".  Il 
suffira,  pour  cela,  de  mettre  ce  déterminant  sous  une  autre  forme  plus 
explicite,  qui  aura  l'avantage  de  présenter  la  démonstration  elle- 
même  par  sa  seule  inspection  et  de  faciliter  le  développement  des 
opérations,  dans  le  cas  où  l'on  veuille  les  effectuer.  Posons  x  =  -: 

(«-+-.)  (n-t-o) 


le  déterminant  acquerra  le  facteur  \  :j  -  ,  que  nous  néglige- 
rons potir  un  instant,  et  alors  nous  aurons  à  considérer  le  détermi- 
nant suivant  : 


('•) 


«0—  «,J- 

«0  — «3jr', 


a,  -  n^j^ 


an  —  fl«+ij 
fin  -  «„+2  r 

«4  —  (In+iJ 


Comme  il  y  /«  -l-  i  colonnes  verticales,  chacune  composée  de  deux,  le 
déterminant  pourra  se  décomposer  en  2"+'  déterminants  partiels 
dont  plusieurs  s'annuleront  par  la  seule  présence  de  deux  lignes 
verticales  égales  (rt^,  a,,...).  Pour  trouver  le  nombre  de  ceux-ci, 
soit  j''  le  nombre  de  ceux  qui  se  détruisent  dans  un  système  de 
,1  4.  I  _  /  colonnes  verticales;  on  aura  les  équations  suivantes  : 

.?    =:   2  .s'    -+-  W  , 

.y'  =  2  .î"  -1-  «  +   I  , 
(,2) 
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qui  donneront,  toutes  réductions  faites, 

s  =  a"+'  —  («-+-  2). 

Le  nombre  donc  des  déterminants  partiels  restants  sera  n  +  2.  Un  de 
ces  déterminants  sera  celui  composé  des  colonnes  contenant  toutes  j., 
et  qui  sera  égal  à 

a 


(i3)     i-i)"*'/ 


(«+.)(,.- 


«2» 


Les  autres  h  -+- 1  déterminants  seront  formés  chacun  d'une  des  n  ->:- 1 
lignes  verticales  («,)  combinée  avec  les  n  lignes  contenant  j  et  ap- 
partenant aux  autres  colonnes  doubles  en  dehors  de  celle  où  se  trouve 
la  ligne  rt,.  Un  quelconque  de  ces  déterminants  sera 


(_ ,)«+'  rt . 


1,         «27%  «s/'v,  «/-.-./',  «,+2j%--,  «n+2j 


I,     «„+,/' 


««+.  7 


a„^i_,  7" 

-,    ««+/7" 


««+,7 


"2«7 


on     bien ,     en     nniltipliant     et     en     divisant    convenablement     par 

(n-(-i)(n-(-2) 


{-')""' «.-7 


(n  -t- i)(n-t-3j 


r' 

«M 

a,,..., 

a,, 

«,+,,..., 

«,,+  . 

r' 

«2, 

«3,..., 

«,*,, 

«,+2  > 

'''hh-2 

I 

rtj, 

a,,.    » 

«,+2» 

rt.+3)  •■■■, 

««H-, 

I 

'ïn, 

«„+,,••• 

1        ^n+i- 1  ) 

^n+it  •■  ■  ) 

«2« 

1 

«H+M 

'^n-4-2v  •  ■ 

,       'ï^+n 

^n+i+  M  •  • 

,         «2„., 

PURES  ET  APPLIQUÉES.  199 

En    nous    rappelant    maintenant    que    nous     avions    le    facteur 

[n-r-  t)  (n-h  21 

i  '.  y         -  attaché  au  déterminant  entier,  et  en  substituant  à  j 

sa  valeur,  nous  verrons  que  l'équation  (if))  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 


(.5) 


a, 

! 

«2,.. 

M 

^■11  + 

i 

a. 

, 

«3,.. 

•  > 

«n+ 

■J 

0  = 

n„ 

"«+. , 

(^in 

(tn+l^ 

««+i 

•  •  ••, 

a2n+t 

X, 

a,, 

a.^,.. 

., 

ai. 

«,  +  .V1 

<^'«+i 

x\ 

eio, 

a,,.. 

5 

«,-. 

«,+2>--- 

««+2 

x\ 

«3, 

a,,. 

••, 

«,+2 

«,V3,--, 

««+3 

X", 

««? 

"n-^s 

,..., 

^n^i 

-1 1 

«nWv, 

''<2« 

x"*\ 

«;,+ 

11 

Cln^l 

,.. ., 

'^'«+1 

, 

««+,+  IV 

,         (l.,„^ 

-2:  (-•)'«,■ 


qui  prouve  évidemment  ce  que  nous  avions  annoncé  sur  son  degré. 

Lorsqu'on  aura  trouvé ,  au  moyen  de  la  résolution  de  cette  équa- 
tion, les  valeurs  de  a, ,  «j,...,  a„,  les  («  +  0  premières  équations  (5  ] 
feront  connaître  celles  de  />, ,  p^,.  .  .  ,  p„.  Le  théorème  que  nous 
voulions  établir  se  trouve  donc  démontré. 

Soit,  connne  exemple,  la  fonction 

(16)  ax^  -\-  Tihx'j  -+-  \ocx^ y"^  +  lodx^j^  +  5  ex /^  '^  fj'' ■> 
dont  la  forme  canonique  est 

(17)  P{x  +  rj.jy  -f-  Cl (X  -f-  /3j/  -)-  i\x  -f-  7j)=  ; 
a,  ,3,  7  seront  les  racines  de  l'équation  cubique 


(18) 


aa  —  h,  ba  —  c,  ca.  —  d 
aoL-~c,  bcf?—d,  ca'—  e 
arj?-~d,     ha?—e,     ca?—f 
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qui,  développée  suivant  la  formule  (i5),  devient 


(19)  o=:h{e'-df)  +  b{e^-  -d/) 
+  c  {cf—  de)  -^  b{de  —  cf) 
-+•  (l[d^—  ce)  +  c  {ce  —  d') 


a.  +  a  [de  —  cf) 
+  b[hf-ce') 
■+■  c{cd  —  be) 


ai  ce  —  d^) 
b{cd  ^be) 
c{bd  -e") 


et  p,  q,  r  seront  déterminés  par  les  équations 

(ao) 


p  +  q  ~\-  1=  a, 

pcf.  -{-  q  fi  -+-  ry  =  /) , 


\  py}  +  (/j3=  -t-  r-f  =  c. 

M.  Sylvester  présente  l'équation  cubique  sous  la  forme 

aa.  -\-  h,  bv.  +  c ,  ca  +  d 
ba.  +  c,  co.-\-d,  da  +  e 
ca  +  il,     dcf.+ e,      ea-^f 

mais  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  coïncide  avec  l'équation  (18)  en  y  chan- 
geant simplement  a  en  —  a.  Cela  est  vrai  généralement,  car  le  déter- 
minant (to)  est  identique  avec  celui-ci  : 

(2a) 


a^x  - 

-  n^. 

a,  jc  —  a^, .  ■ ., 

a„  X  —  a„^, 

a^x  - 

-a,, 

r/„  .r  —  a, , . . . , 

a„+,  X  —  rt„^a 

couune  il  résulte  des  équations  (9)  en  les  multipliant  successivement 
para,,  a,,...,  a"  et  en  les  retranchant  successivement  deux  à  deux. 
Cette  dernière  méthode  très-simple  aurait  pu  nous  dispenser  tout  d'un 
coup  de  suivre  l'autre,  un  peu  longue,  par  laquelle  nous  sounnes  ar- 
rivés à  la  formide  (i5);  mais  j'ai  cru  pouvoir  la  donuer,  car  elle  est 
la  première  qui  s'est  présentée  à  mon  esprit.  Or  rien  ne  s'oppose 
ici  à   ce   qu'on   change   le   signe  de  x  dans  l'équation   (92)   et   en- 
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suite  celui  du  déterminant  entier;  ainsi  l'équation  à  résoudre  pourra 


encore  s  écrire 
a^x  -h  a,, 
<7,  JC  -H  a, , 


a, X  ~\~  a.,, 

flj  X   -t-    ^3   , 


a^  .r  +  flj , . . . , 
«3<r  -h  «4,. . . , 


a„x  -^  a„^, 

a„+i  X  -\-  dn+l 
dn-t-3  •^  ~t~  ^a-i-Z 


n„x 


résultat  conforme  a  celui  qui  se  trouve  consigné  dans  un  Mémoire  de 
M.  Sylvester  {Supplément  to  a  paper,  etc.,  iS*)!  ) ,  où  il  donne  bien 
une  démonstration  du  théorème  en  question  ,  mais  certes  inabordable 
pour  ceux  qui  ne  se  sont  pas  occupés  spécialement  des  adjointes  et 
des  hyperdéterminanfs. 


Tome  XVII  —  Mai  iSi'i 
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SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  DE  PROBABILITÉS; 
Par  m.  ROGER, 

Inj;enieup  des  Mines. 


Dans  le  tome  II  du  présent  Journal,  Poisson  a  traité  le  problème 
suivant  : 

«  Trois  joueurs  A,  B,  C  jouent,  deux  à  deux,  une  série  de  coups: 
chaque  nouveau  coup  est  joué  par  le  joueur  qui  a  gagné  le  coup  pré- 
cédent, avec  celui  qui  n'y  a  pas  joué  :  le  sort  désigne  les  deux  joueurs 
qui  jouent  le  premier  coup.  La  partie  est  finie  quand  un  des  trois 
joueurs  a  gagné  consécutivement  les  deux  autres,  ou  deux  coups  de 
suite,  et  c'est  ce  joueur  qui  a  gagné  la  partie.  On  demande  de  déter- 
miner, pour  les  trois  joueurs,  les  probabilités  de  gagner  la  partie, 
d'après  les  chances  qu'ils  ont  de  gagner  à  chaque  coup,  et  selon  que 
le  sort  les  a  désignés  pour  jouer  ou  pour  ne  pas  jouer  au  premier 
coup.  » 

La  solution  présentée  par  Poisson  est  tres-élégante ,  mais  elle  ne  me 
parait  pas  pouvoir  s'étendre  au  cas  d'un  nombre  quelconque  ti  de 
joueurs,  jouant  suivant  les  conditions  ci-dessus  énoncées,  l'ordre  des 
joueurs  étant  primitivement  déterminé  par  le  sort.  C'est  ce  cas  général 
que  je  me  propose  de  résoudre. 

Je  considère  la  partie  à  un  instant  quelconque,  et  je  suppose  que 
les  joueurs,  au  nombre  de  n,  soient  rangés  dans  l'ordre  suivant  : 

A,  B,  C, . .  . , L,  M,  N; 

en  ce  moment,  le  joueur  A  vient  de  gagner  le  joueur  N,  et  il  s'appréle 
à  jouer  avec  B. 

Si  le  joueur  A  gagne  le  coup,  il  a  gagné  la  partie;  s'il  perd,  c'est  au 
joueur  B  à  jouer  avec  le  suivant,  et ,  dans  ce  cas  ,  les  joueurs  se  trouve- 
ront être  dans  l'ordre 

B,C,  .  .  .  .L,  M,  N,  A, 
et  ainsi  de  suite.  < 
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Il  est  clair  qu'un  joueur  quelconque  jouera  toujours,  d'abord  avec 
celui  qui  le  précède,  ensuite  avec  celui  qui  le  suit.  Représentons, 
d'après  cela,  par  S  la  chance  qu'un  joueur  tel  que  B  a  de  gagner  un 
coup  sur  celui  qui  le  suit;  alors  la  chance  que  le  même  joueur  B  a  de 
gagner  celui  qui  le  précède  devra  être  représentée ,  pour  la  symétrie 
des  notations,  par  (i  —  a  );  et  de  même  pour  tous  les  joueurs. 

Cela  posé,  appelons  A^  la  probabilité  qu'a  le  joueur  A  de  gagner  la 
partie  au  moment  même  où  il  occupe  le  rangx,  relativement  au  coup 
qui  va  être  commencé.  A^.  sera  une  fonction  de  x  et  des  caractéris- 
tiques a,  ê,  y,  .  .  .  ,  X,  fi.,  V  ci-dessus  définies.  Soit 

A^  =  /(a';  a,  g,  y,  ..  .  ,  À,  /;.,  v). 

Si  cette  expression  était  connue,  il  est  évident,  par  la  nature  même 
de  la  question,  qu'on  en  déduirait  B^  par  le  simple  changement  de 
chacune  des  lettres  a,  ê,  .  .  .  ,  v  dans  la  suivante,  en  sorte  que  l'on 
aurait 

B.r  =  / ( X  ;  S ,  y,  .  .  .  ,  p. .  v.  «  )• 

De  là  on  déduirait  de  même  C^,  puis  D^.,  et  amsi  de  suite. 

La  question  est  donc  ramenée  à  la  détermination  de  la  seule  fonc- 
tion A;r- 

Or,  considérons  à  présent  le  cas  où  le  joueur  A ,  ayant  gagné  le  pré- 
cédent N,  s'apprête  à  jouer  avec  celui  qui  le  suit,  B. 

Il  arrivera  de  ces  deux  choses  l'une  :  A  gagnera  B  ou  sera  gagné 
par  lui. 

La  probabilité  de  la  première  hypothèse  est  a ,  et ,  dans  ce  cas ,  A  a 
gagné  la  partie;  la  probabilité  de  la  seconde  hypothèse  est  (i  — a), 
et,  dans  ce  cas,  la  probabilité  de  gagnei  la  partie  devient,  poiu-  le 
joueur  A,  A„  au  lieu  de  A,.  On  a  donc  la  relation 

(i)  A,  =  a  H-  (H-  a)  A„. 

Dans  la  première  hypothèse,  les  probabilités  de  gagner,  qui  étaient 
auparavant 

B,,  C3 M„„,.   N„, 

pour  chacun  des  autres  joueurs,  deviennent  nulles,  puisqu'ils  ont 

a6.. 
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perdu  la  partie;  dans  la  seconde  hypothèse,  elles  deviennent  respec- 
tivement 

B, ,   Cj ,  .  .  .  ,   M„_, ,   N„_, , 

ce  qui  fournit  les  relations 

B,  =  (i-a)B,, 
C3  =  (1  — a)Cj, 


M„_,  =  (i-a)M„_î, 

N„  =  (i-a)N„_,. 


Mais  d'après  la  remarque  qui  a  été  faite  ci-dessus  sur  la  manière  de 
déduire  B^.,  C^,  .  .  .  ,  de  A^  supposé  connu,  on  peut,  au  lieu  des 
équations  que  je  viens  d'écrire,  poser  les  suivantes  : 

Aj  =  (1  — v)A,. 
A,  =  (i  — fx,)Aj. 


A„_,  =  (i  — 7)  A„_2, 
A„=(i-g)A„_.. 

On  obtient  ainsi  n  équations  du  premier  degré  entre  les  n  incon- 
nues A,,  Aj,.  . ,  A„:  ce  système  d'équations  est  tres-aisé  à  résoudre, 
car  on  a  d'abord 

A„  =  (i-g)(i-7)...(.-vjA„ 

valeur  qui.  substrtuée  dans  l'équation  (i),  donnera 

A,  =  a  -f-  (i  —  a)(i  —  ê) .  .  .  (1  — v)  A,. 

Posant,  pour  abréger, 

„_«)(,_§).  ..(,_v)  =  R„, 
on  déduit  de  là 

A,  = 


D'ailleurs  ou  aurait  pour  Aj.  la  formule  générale 
A,  =  A,[(i-v)(i-|t.)...], 
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les  crochets  [  ]  renfermant  (x  —  i)  facteurs.  Si  l'on  représente  par  «^ 
le  produit  de  x  facteurs  pris  dans  l'ordre  suivant, 

(i-v),      (i-fj.),...,      (1-7),     (i-S),      (i-a), 
on  pourra  écrire 

A^  =  rtr„,  A,  =  rt^_, 


I  — K„ 


On  remarquera  d'ailleurs  que.  dans  le  système  de  notations  adopté, 
le  produit  K„  pourrait  s'écrire  indifféremment  «„,  b„,...,  ou  c„. 

Ce  résidtat  peut  aussi  s'écrire  d'une  manière  un  peu  plus  commode 
pour  les  interprétations.  En  effet,  aj._,  peut  être  considéré  comme  le 
quotient  de  K„  par  un  produit  a„_j.^,  de  {n  —  x -h  i  )  facteurs  écrits 
dans  leur  ordre  naturel  (1 — a),  (i  — jS),....  On  aura  donc,  en  repré- 
sentant par  ;(  le  coefficient "—■>  symétrique  par  rapport  aux  lettres 

a  ,  ê , .  . . ,  V ,  on  aura ,  dis-je , 


Discussion.  J^a  partie  étant  considérée  à  un  instant  quelconque,  il 
est  certain  qu'elle  doit  finir,  à  moins  que  chaque  joueur  ne  soit  sur 
de  gagner  celui  qui  le  précède,  et  de  perdre  avec  celui  qui  le  suit , 
c'est-à-dire  à  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois 

a  =  0,       êr=o,...,       v:=0, 

auquel  cas  le  nombre  K„  se  réduit  à  l'unité,  et  le  coefficient  y  devient 
infini.  Ce  cas  excepté,  la  partie,  prolongée  autant  qu'il  le  faudra,  doit 
nécessairement  se  terminer,  et  l'un  des  joueurs  devra  gagner.  Or  la 
probabilité  que  la  partie  se  terminera  est  au  moment,  par  exemple, 
où  le  joueur  A,  après  avoir  gagné  le  précédent,  va  jouer  avec  B;  cette 
probabilité,  dis-je,  sera 

(A,  +  B2  +  C3  +  . . .  +  M„_,  +  N„)  qui  doit  être  égale  à  i . 

C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  par  la  substitution  des  valeurs  qui 
résultent  pour  A,,  Bj,  etc.,  de  la  formule  générale  trouvée  ci-dessus. 
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Pour  le  cas  particulier  de  //  =  3,  traité  par  Poisson,  on  aura 

(.-a)(.-fi)(.-7) 


formules  qui  sont  les  mêmes,  sauf  quelques  légères  différences  de 
notation,  que  celles  énoncées  à  la  page  3^8  du  Journal  de  M.  Liouville. 

Considérons  maintenant  la  partie  tont  à  fait  au  commencement.  Le 
sort  a  désigné  les  joueurs  pour  jouer  dans  Tordre  suivant  :  N  et  A  en- 
semble et  tout  d'abord,  puis  les  autres,  successivement ,  B,  C,...,  M. 

Ou  le  joueur  A  gagnera  N,  ou  il  sera  gagné  par  lui.  Dans  la  pre- 
mière hypothèse,  dont  la  probabilité  est  (i  —  v),  les  probabilités  des 
joueurs  seront ,  après  le  coup  , 

A, ,  ii2 ,   L-s ,  . . .  ,    1N„  ; 

et,  dans  la  seconde  hypothèse,  dont  la  [)robabilité  est  v.  les  proba- 
bilités des  joueurs  seront,  après  le  coup, 

n;,  b;,  c;,...,  a'„, 

et  elles  se  déduiront  de  la  formule  générale  trouvée  tout  à  l'heure,  a 
l'aide  de  simples  changements  de  lettres.  D'après  cela  on  aura ,  à  priori , 
pour  la  probabilité  (,I)  d'un  joueur  quelconque  de  rang  /, 

(,i)  =  (.-v)i,_,  +  vi:_,, 

les  quantités  1,_,  et  !,_,  se  calcidant  comme  il  vient  d'être  dil.  Quant 
aux  joueurs  A  et  N,  leurs  probabilités  a  priori  seraient 

(A)  =  (i  -v)A,  +  vA'„, 
(N)  =  (. -v)N„-»-vN;. 

Ces  formules  de  transformation  seraient,  en  général,  assez  com|)li 
quéesjiiussinous  bornerons-nous  à  considérer  le  cas  ou  tous  les  joueurs 
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sont  de  force  égale ,  et  où  l'on  a ,  par  conséquent, 

a  =  g  =  y  =  ...  =  ii  _a)  =  (i-g)  =  ...  =  i. 

Alors  on  aura  aussi 

A,  =  B,=  C,=  ...  =N,; 


d'ailleurs 

A.= 


iL_i_  IL 


Si  l'on  fait  «  ^  3 ,  on  aura 


A,=  _i^=4,    A,  =  î.     A. 


i) 


C'est  dans  ces  proportions  qu'il  faudra  partager  l'enjeu  total,  si  la 
partie  est  interrompue  au  moment  où  le  joueur  A,  vient  de  gagner  le 
joueur  A3. 

En  général,  ou  voit  que  chaque  joueur,  à  un  instant  donné,  a  droit 
à  une  part  deux  fois  plus  forte  que  celui  qui  le  suit  immédiatement: 
c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  faire  voir  à  priori.  En  effet,  pour  que  le 
joueur  Aj.  puisse  gagner,   il  faut  d'abord  que  le  joueur  A,  perde  le 

coup  qu'il  va  jouer  avec  Aj ,  événement  dont  la  probabilité  est  —  Mais 
alors  la  probabilité  k^  se  change  en  A^^,  ,  donc 

A.  =  ^A,_,.  C.Q.F.D. 

Cette  équation  conduirait  de  suite  à  l'expression  trouvée  ci-dessus 
pour  A^.  Car  on  aura 

A,=  iA., 
2 


A,=  -A, 
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doii,  en  multipliant  terme  à  terme, 

et  comme 

A,  -+-  Aa  -I-  ...  -f- A„=  I, 
on  a 


on  bien 


il  où  Ton  tire 


et  enfin 


'0" 


A-      (^' 

Dans  le  cas  des  forces  égales,  les  joueurs  N  et  A  étant  désignés  par 
le  sort  pour  jouer  tout  d'abord  ensemble ,  il  n'importe  pas  aux  autres 
joueurs  que  ce  soit  l'un  plutôt  que  l'autre  qui  gagne  le  premier  coup. 
C'est  ce  qu'indique  la  formule 

(,l)  =  (.-v)l,_,  +  vl',_,, 
qui  se  réduit  alors  à 

Quant  au  joueur  A,  s'il  gagne  ce  premier  coup,  la  probabilité 
devient  A,  ;  s'il  perd  ce  coup,  elle  devient  A„;  on  a  donc 

(N)  =  (A)  =  ^(A.-+-A„). 

Chacun   des  joueurs  N  et  A  se  trouve  ainsi  avoir   la  moyenne   des 
chances  qu'ont  les  deux  joueurs  extrêmes  dans  le  cours  de  la  partie. 
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Deux  Mémoires  sur  la  théorie  dynamique  de  la   chaleur; 
Par    m.    William    THOMSON, 

Professeur  à  rUnivcrsité  de  Glasgow,  etc. 


Traduits  de  l'anglais.  ) 


Mémoire  sur  la  théorie  dynamique  de  la  chaleur,  contenant  quelques 
résultats  numériques  déduits  de  /'équivalent  de  l'unité  de  chaleur 
de  M.  Joule ,  et  des  observations  de  M.  Regnault  sur  la  vapeur 
d'eau. 


(Lu  à  la  Sociélé  royale  d'Edimbourg  le   ig  mars  i85i,  et   curait  des  Transactions  de  cette 
Société,  vol.   XX,  deuxième  partie.) 


NOTICE  HISTORIQUE. 

1.  Au  moyen  de  l'expérience  qui  consiste  à  produire  la  fusion  de  deii.\  morceaux  de 
glace  en  les  frottant  l'un  contre  l'autre,  sir  Humphrey  Davy  a  établi  la  proposition 
suivante  :  <>  Les  phénomènes  de  répulsion  ne  dépendent  nullement  de  l'existence  d'un 
»  fluide  élastique  particulier;  en  d'autres  termes,  le  calorique  n'existe  pas;  »  et  il  en 
a  conclu  que  la  chaleur  consiste  en  un  certain  mouvement  des  particules  des  corps. 
«  Pour  distinguer  ce  mouvement  des  autres,  on  Va  appelé  mouvement  répulsif,  ayant 
!■  en  vue  de  désigner  par  là  la  cause  de  la  sensation  »  et  des  phénomènes  d'expansion 
et  de  pression  espansive  «  produits  par  la  chaleur  [*]    » 

2.  La  théorie  dynamique  de  la  chaleur,  établie  de  la  sorte  par  Davy,  a  été  étendue 
à  la  chaleur  rayonnante  par  suite  de  la  découverte  de  certains  phénomènes ,  notamment 
de  ceux  relatifs  à  la  polarisation  de  la  chaleur  rayonnante  ;  découverte  qui  donne  un 

[*]  Les  phrases  comprises  entre  des  guillemets  sont  extraites  du  premier  travail  de  Davy,  in- 
titulé ;  Essai  sur  la  chaleur,  la  lumière  et  les  combinaisons  de  la  lumière ,  lequel  a  été  publié 
en  1799  dans  Contributions  to  physical  and  médical  hnowled^c  prtncipally  front  the  west  of  England, 
collected  bx  Thomas  Beddoes ,  et  réimprimé  dans  l'é  lition  qu'a  donnée  le  U'  Davy  des  OEuvres  de  son 
frère  (vol.  II,  Lond.,  i836). 

TomeXVII  -JcisiSâa.  27 


2IO  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

haut  degré  de  probabilité  à  cette  hypothèse,  que  la  chaleur  qui  se  propage  dans  le  vide 
ou  dans  des  substances  diathermales ,  consiste  en  ondes  de  vibrations  transversales 
dans  un  milieu  universellement  répandu. 

5.  Les  découvertes  récentes  de  MM.  .Afayer  et  Joule  [*]  sur  la  génération  de  la  cha- 
leur au  moyen  du  frottement  des  fluides  en  mouvement,  et  au  moyen  de  l'excitation 
magnéto-électrique  des  courants  galvaniques,  suffiraient  à  elles  seules  et  séparément 
pour  démontrer  la  nature  immatérielle  de  la  chaleur,  et  offriraient  ainsi ,  s'il  était  ue- 
cessaife,  une  conûrmation  complète  des  idées  de  Davy. 

4.  Si  l'on  considère  comme  établi  que  la  chaleur  n'est  pas  une  substance,  mais  une 
forme  dynamique  sous  laquelle  se  manifeste  un  effet  mécanique,  on  concevra  qu'il  doit 
y  avoir  un  certain  rapport  d'équivalence  entre  le  travail  mécanique  et  la  chaleur, 
comme  il  en  existe  entre  la  cause  et  l'effet.  L'énoncé  de  ce  principe  paraît  avoir  été 
publié  pour  la  première  fois  par  SL  Mayer  dans  le  travail  intitulé  :  Bemerkiingcn  liber 
die  kr'àften  der  unbelehten  natur\**\  Dans  ce  travail ,  qui  contient  d'ailleurs  quelques 
idées  exactes  sur  la  faculté  de  transformer  de  la  chaleur  en  effet  mécanique ,  et  récipro- 
quement, l'auteur  essaye  d'établir  en  chiffres  l'équivalent  mécanique  d'une  quantité 
donnée  de  chaleur,  mais  en  se  fondant  sur  une  fausse  analogie  qu'il  établit  entre  .la 
chute  d'un  corps  grave  et  la  diminution  de  volume  d'une  substance  continue.  Dans 
un  Mémoire  sur  les  effets  calorifiques  produits  par  l'action  magnéto-électrique ,  et  sur 
la  valeur  mécanique  de  la  chaleur  [*'*],  publié  à  peu  près  quatorze  mois  plus  tard  , 
Mi  Joule,  de  Manchester,  établit  très-clairement  les  conséquences  relatives  à  la  faculté 
de  transformer  de  la  chaleur  en  effet  mécanique,  et  réciproquement,  qui  découlent  de 
l'hypothèse  que  la  chaleur  n'est  pas  une  substance,  mais  bien  un  état  de  mouvement; 
puis,  s'appuyant  sur  des  principes  incontestables ,  il  cherche  quelle  peut  être  la  relation 
numérique  qui  existe  entre  la  chaleur  et  la  puissance  mécanique.  Dans  le  cours  de  ses 
recherches,  l'auteur  démontre  par  l'expérience  le  fait  suivant  :  toutes  les  fois  qu'il  y  a 
production  de  chaleur  au  moyen  d'une  action  purement  mécanique,  et  sans  accompa- 
gnement d'aucun  autre  effet ,  la  même  quantité  de  travail  produit  toujours  la  même 
quantité  de  chaleur ,  soit  que  cette  production  de  chaleur  soit  le  résultat  d'un  frotte- 
inent  de  fluide,  soit  qu'elle  provienne  de  l'excitation  magnéto-inductrice  d'un  courant 
galvanique;  puis  il  détermine  la  quantité  de  travail ,  en  livres  élevées  à  i  pied,  néces- 

[*]  £a  mai  iS^a,  M.  Mayer  annonça,  dans  le»  Annales  de  MM  Wôhler  et  Liebig,  qu'au  moyen 
d'agitations  produites  dans  l'eau,  il  en  avait  élevé  la  température  de  13  à  i3  degrés  centigrades.  Eu 
août  1843,  M.  Joule  fit  connaître  à  l'Association  britannique  que  n  il  se  développait  de  la  chaleur, 
>p  quand  on  faisait  passer  de  l'eau  d.ms  des  tuhes  de  petit  diamètre;  qu'avec  un  travail  mecaniqui' 
»  capable  d'élever  770  livres  anglaises  à  i  pied  de  hauteur,  il  avait  produit  dans  1  livre  d'eau  une 
>i  élévation  de  température  de  i  degré;  et  qu'il  y  a  production  de  chaleur  quand  on  emploie  du  tra- 
»  vail  mécanique  ii  faire  tourner  une  machine  magnéto-clcctrique  ou  électromagnétique,  ><(  Voir  son 
travail  sur  les  effets  calorifiques  de  l'éleclricité  magnélii/ue  ci  la  valeur  mécanique  de  la  chaleur. 
Philosophical  Magasine,  vol.  XXIII ,  i843.  ) 

[♦']  Annalesàe  MM.  Wôhler  et  Liebig,  1842. 

["']  Association  britannique ,  août  1S43,  et  Vhilosophical  Magazine,  septembre  i84^- 
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saire  pour  produire  une  unité  de  chaleur,  quantité  qu'il  appelle  cqu'walenl  mccfini<i ai- 
de la  chaleur.  Depuis  cette  première  publication  ,  M.  Joule  a  fait  de  nombreuses  expé- 
riences pour  déterminer  avec  autant  d'exactitude  que  possible  l'équivalent  de  la  chaleur 
ainsi  défini,  et  il  en  a  rendu  compte  dans  ses  différentes  communications  à  l'Association 
britannique,  au  Philosophical  Magazine,  à  la  Société  royale  de  Londres,  et  à  l'Institut 
de  France 

o.  Les  travaux  de  MM.  Rankine  et  Clausius  ont  récemment  apporté  d'importantes 
additions  à  la  théorie  dynamique  de  la  chaleur.  Au  moyen  de  déductions  analytiques 
analogues  aux  raisonnements  de  Carnot  sur  la  puissance  motrice  de  la  chaleur,  mais 
fondées  sur  un  axiome  directement  contraire  au  principe  fondamental  de  ce  dernier, 
ces  savants  sont  arrivés  à  quelques  conséquences  remarquables.  Leurs  recherches  ont 
été  publiées,  l'année  passée,  dans  les  Transactions  de  cette  Société  et  dans  les  Annales 
de  Poggendorff.  , 

Dans  les  développements  qui  vont  suivre ,  nous  rapporterons  de  ces  recherches  celles 
qui  ont  le  plus  de  connexité  avec  le  travail  que  nous  soumettons  à  l'appréciation  de  la 
Société  royale. 

[Addition  faite  par  l'auteur  le  29  juin  i852.  ]  Je  prends  cette  occasion  de  citer  le 
titre  suivant  :  Ueber  die  erhaltung  der  kraft,  von  D''  H.  Helmholz  (  Berlin  ,  1 847),  comme 
celui  d'un  ouvrage  auquel  j'aurais  renvoyé,  en  indiquant  des  applications  du  principe 
général  de  l'effet  mécanique,  surtout  aux  questions  relatives  aux  courants  électriques, 
dans  ce  Mémoire  et  ailleurs,  si  j'avais  été  assez  heureux  pour  connaître  plus  tôt  cet 
admirable  ouvrage ,  que  je  n'ai  malheureusement  pas  eu  dans  les  mains  avant  le  mois 
de  janvier  i852. 

6.   Dans  ce  Mémoire,  nous  avons  trois  objets  en  vue  : 

)".  Montrer  quelles  modifications  doivent  subir  les  conclusions  auxquelles  son!  ar- 
rivés Carnot  et  tous  ceux  qui  ont  suivi  sa  méthode  de  raisonnement  sur  la  puissance  de 
la  chaleur,  quand  on  adopte  rhypothèje  de  la  Théorie  dynamique ,  contraire  au  prin- 
cipe fondamental  de  Carnot  ; 

1".  Faire  ressortir  le  sens  qu'on  doit  attribuer,  dans  la  Théorie  dynamique ,  au.x  ré- 
sultats numériques  déduits  des  observations  de  M.  Regnault  sur  la  vapeur  d'eau,  que 
l'auteur  du  présent  travail  a  communiqués  à  la  Société,  il  y  a  deux  ans,  en  rendant 
compte  de  la  théorie  de  Carnot  [*];  et  faire  voir  qu'on  peut  établir  une  théorie  coin 
pléte  de  la  puissance  dynamique  de  la  chaleur,  dans  les  limites  de  température  des 
expériences,  en  partant,  d'une  part,  de  ces  résultats  numériques  (naturellement  sus- 
ceptibles de  correction,  quand  on  possédera  des  données  plus  exactes  sur  la  densité  de 
la  vapeur  d'eau  saturée),  et,  d'autre  part,  de  Véquivalent  de  l'unité  thermale  de 
M.  Joule; 

3°.  Signaler  quelques  relations  remarquables,  qui  établissent  une  liaison  entre  les 

[*J  Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot  (Account  of  Carnot 's  Theory  of  the  Motive  powerofheat ,  etc.;. 
Transactions  de  la  Société  royale  d'Edimbourg,  vol.  XYI,  cinquième  partie. 
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propriétés  physiques  de  toutes  les  substances,  et  que  nous  avons  obtenues  au  moyen 
d'un  raisonnement  analogue  à  celui  de  Carnot,  mais  fondé  en  partie  sur  le  principe 
contraire  de  la  Théorie  dynamique. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Principes  fondamentaux  de  la  théorie  de  la  puissance  motrice  de  lu  chaleur. 

7.  Conformément  à  un  principe  évident,  introduit  d'ailleurs  pour  la  première  fois 
par  Carnot ,  dans  la  théorie  de  la  puissance  motrice  de  la  chaleur ,  tout  effet  mécanique , 
produit  dans  une  opération  quelconque,  ne  peut  être  considéré  comme  tirant  son  ori- 
gine d'une  source  purement  thermale,  que  si  tous  les  objets  matériels  mis  en  œuvre  se 
retrouvent,  à  la  fin  de  l'opération  ,  exactement  dans  les  mêmes  circonstances  physiques 
et  mécaniques  où  ils  étaient  au  commencement.  Cette  condition  est  remplie  à  chaque 
instant  dans  quelques  machines  thermodynamiques,  telles  que,  par  exemple,  V aimant 
flottant  de  Faraday  ou  le  ivheel  and  axle  de  Barlow ,  construites  pour  fonctionner  avec 
un  mouvement  uniforme  de  rotation ,  au  moyen  d'un  courant  produit  d'une  manière 
continue  par  la  chaleur  communiquée  à  deux  métaux  en  contact;  il  en  est  de  même 
pour  l'appareil  rotatoire  thermo-électrique  de  Marsh,  qu'on  a  actuellement  construit  et 
mis  en  action. 

D'un  autre  côté ,  dans  toutes  les  machines  thermodynamiques  fondées  sur  l'action 
électrique  dans  lesquelles  on  emploie  des  caurants  galvaniques  discontinus  ou  des 
barres  de  fer  doux  dans  ua  état  variable  de  magnétisation ,  dans  toutes  les  machines 
fondées  sur  les  expansions  et  contractions  alternatives  de  certaines  substances,  dans 
toutes  ces  machines,  disons-nous,  il  y  a  bien,  il  est  vrai,  des  changements  dans  l'état 
])hysique  des  objets  matériels  employés  ;  mais ,  pour  rester  dans  les  termes  rigoureux 
du  principe  posé  plus  haut,  il  faut  que  les  changements  soient  strictement  périodiques. 

Dans  de  telles  machines,  la  série  des  mouvements  exécutés  pendant  une  période  à  la 
fin  de  laquelle  tous  les  objets  matériels  sont  replacés  exactement  dans  les  mêmes  condi- 
tions qu'au  commencement,  constitue  ce  que  nous  appellerons  un  cycle  complet d^oyiv- 
ra  lions. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  toutes  les  fois  que  nous  écrirons,  sans  autre  qualification  ,  les 
mots  travail  exécuté,  effet  mécanique  produit,  il  demeure  bien  entendu  que  nous  vou- 
drons désigner  par  là  le  travail  produit,  soit  pendant  un  temps  quelconque  dans  une 
machine  dont  les  conditions  de  fonctionnement  sont  invariables ,  soit  pendant  la  durée 
d'un  cycle  complet  ou  d'un  nombre  quelconque  de  cycles  complets,  dans  une  machine 
périodique. 

8.  Dans  de  telles  machines,  ce  que  nous  nommerons  source  de  chaleur  sera  toujours 
im  corps  chaud  ,  à  \me  température  constante,  qui  sera  mis  en  contact  avec  quelqu'une 
des  parties  de  la  machine  ;  et  lorsqu'il  sera  question  de  certaine  portion  de  la  machine 
dont  on  empêchera  la  température  de  s'élever  (ce  qui  ne  peut  s'effectuer  qu'en  souti- 
rant toute  la  chaleur  qui  y  est  déposée) ,  nous  supposerons  toujours  que  cet  effet  est 
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obtenu  en  mettant  en  contact  avec  cette  partie  de  la  machine,  un  corps  froid  à  une  tem- 
pérature constante,  et  que  nous  appellerons  réfrigérant. 

9.  Tonte  la  théorie  de  la  puissance  dynamique  de  la  chaleur  est  fondée  sur  les  deux 
propositions  suivantes  dues  respectivement  à  M.  Joule,  d'une  jjart ,  et  à  Carnot  et 
M.  Clausius,  d'autre  part. 

Première  proposition  (M.  Joule).  —  Lorsque  des  quantités  égales  d'effet  mécanique 
sont  produites  par  des  causes  purement  thermales,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  mode 
d'opérer,  des  quantités  égales  de  chaleur  sont  anéanties;  et  réciproquement,  il  y  a  pro- 
duction de  quantités  égales  de  chaleur,  toutes  les  fois  que  des  quantités  égales  d'effet 
mécanique  sont  dépensées  en  effets  purement  thermaux. 

Deuxième  proposition  (  Carnot  et  M.  Clausius).  —  Si  une  machine  est  disposée  de  telle 
sorte  que,  lorsqu'on  la  fait  fonctionner  en  sens  inverse,  toutes  les  actions  physiques  et 
dynamiques,  existant  dans  ses  divers  organes,  se  présentent  exactement  dans  un 
état  inverse,  cette  machine  produit  autant  d'effet  mécanique  qu'il  est  possible  d'en  ob- 
tenir, avec  une  quantité  donnée  de  chaleur,  d'une  machine  thermodynamique  fonction- 
nant dans  les  mêmes  conditions  de  ten)pérature  du  réfrigérant  et  de  la  source  de  cha- 
leur {*]. 

10.  Au  moyen  de  la  démonstration  suivante ,  on  peut  faire  voir  que  la  première  de 
ces  propositions  est  renfermée  implicitement  dans  le  Principe  général  de  l'effet  méca- 
nique, et  la  mettre  ainsi  à  l'abri  de  toute  ol)jection. 

11.  Quel  que  soit  l'effet  direct  au  moyen  duquel  se  manifeste  l'absorption  ou  l'émis- 
sion d'une  certaine  cjuantité  de  chaleur  par  un  corps,  la  mesure  de  cette  quantité  peut 
toujours  être  fondée  sur  la  détermination  du  poids  d'une  certaine  substance-type  qui 
serait  élevée  par  cette  chaleur  ou  par  toute  autre  quantité  égale,  d'une  température- 
type  à  une  autre  température;  puisque,  en  effet,  deux  quantités  de  chaleur  doivent 
être  considérées  comme  égales  quand  elles  peuvent  élever  deux  poids  égaux  d'une  même 
substance  d'une  même  température  quelconque  à  une  même  température  plus  haute  que 
la  première.  Cela  posé  ,  conformément  aux  principes  de  la  théorie  dynamique  de  la  cha- 
leur, on  ne  peut  élever  la  température  d'une  substance  qu'en  agissant  extérieurement 
sur  elle  de  manière  à  produire  un  accroissement  dans  ses  mouvements  thermaux  inté- 
rieurs, et  en  produisant,  en  outre,  dans  les  distances  réciproques  et  les  arrangements 
des  molécules,  les  modifications  qui  accompagnent  les  (hangements  de  tempéra- 
ture. I^e  travail  nécessaire  pour  produire  la  totalité  de  cet  effet  mécanique  est  évidem- 
ment proportionnel  à  la  quantité  de  la  substance  élevée  d'une  certaine  température- 
type  à  une  autre  température-tj'pe  ;  dès  lors,  lorsqu'un  corps,  un  groupe  de  corps, 
ou  une  machine  cède  ou  absorbe  de  la  chaleur,  en  réalité  elle  produit  ou  dépense  un 
certain  effet  mécanique  dont  la  valeur  est  précisément  proportionnelle  à  la  quantité  de 
chaleur  cédée  ou  absorbée.  D'un  autre  côté,  le  travail  provenant  de  l'action  des  forces 
extérieures  sur  celte  machine,  le  travail  dû  aux  forces  moléculaires  de  ses  organes,  et 

[*]  Pour  bien  comprendre  le  sens  de  cette  proposition,  voir  les  n"*  15  et  21  du  présent  Mémoire. 
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enfin  la  quantité  de  laquelle  est  diminuée  la  moitié  de  la  force  vive  des  mouvements  ther- 
maux de  toutes  ses  parties,  ces  quantités  doivent  être  en  somme  égales  à  l'effet  mécanique 
produit  au  moyen  de  cette  machine,  et  par  conséquent  égales  à  l'équivalent  mécanique 
de  la  quantité  de  chaleur  cédée  par  elle  (  quantité  qui  sera  positive  ou  négative  selon 
que  la  somme  des  différents  termes  sera  elle-même  positive  ou  négative').  Si  donc  l'on 
fait  en  sorte  qu'il  n'y  ait  dans  le  corps  ni  changements  moléculaires,  ni  variation  dans 
la  température,  ou  bien  si,  considérant  un  cycle  complet  d'opérations,  on  s'arrange 
pour  ramener  exactement  au  même  état  qu'au  commencement ,  toutes  les  conditions  phy- 
siques ainsi  que  la  température  du  corps ,  la  deuxième  et  la  troisième  des  espèces  de  tra- 
vail enumérées  plus  haut  disparaîtront  ;  d'où  l'on  conclut ,  suivant  le  cas ,  que  la  chaleur 
émise  par  le  corps  sera  l'équivalent  thermal  du  travail  opéré  sur  lui  par  les  forces  exté- 
rieures ,  ou  que  la  chaleur  absorbée  par  le  corps  sera  l'équivalent  thermal  du  travail  exé- 
cuté par  lui  à  l'encontre  des  forces  extérieures ,  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

12.  La  démonstration  de  la  deuxième  proposition  est  fondée  soi-  l'axiome  suivant  : 
//  est  impossible ,  au  mnyen  d'agents  matériels  inanimés,  de  tirer  aucun  effet  méca- 
nique d'une  substance  quelconque ,  en  abaissant  sa  température  au-dessous  de  la  tem- 
pérature des  corps  qui  sont  le  plus  froids,  parmi  tous  ceux  qui  environnent  cette  sub- 
stance [*]. 

15.  Pour  démontrer  la  deuxième  proposition,  appelons  A  et  B  deux  macliines 
thermodvnaniiques ,  dont  l'une  B  satisfait  à  la  condition  énoncée  dans  ladite  proposi- 
tion ;  et  supposons  que  la  machine  A  puisse  produire,  au  moyen  d'une  quantité  donnée 
de  chaleur,  une  plus  grande  somme  de  travail  que  B ,  lorsque  les  températures  de  la 
source  et  du  réfrigérant  sont  respectivement  égales  dans  les  deux  machines.  Cela  posé, 
en  raison  de  la  condition  particulière  dans  laquelle  B  se  trouve  placé ,  on  pourra  faire 
fonctionner  cette  machine  en  sens  inverse ,  et  faire  qu'elle  restitue  à  la  source  telle 
quantité  de  chaleur  que  l'on  voudra,  au  moyen  d'une  dépense  de  travail  mécanique 
égale  à  la  quantité  de  travail  qu'on  obtiendrait ,  d'une  même  (juantité  de  chaleur,  pen- 
dant la  marche  directe.  Si  donc  l'on  s'arrange,  ce  que  nous  supposons  possible,  pour 
que  B ,  dans  sa  marche  inverse  ,  restitue  à  la  source  de  A  toute  la  chaleur  qui  en  a  été 
extraite  pendant  la  durée  d'une  certaine  période  de  fonctionnement  de  cette  dernière 
machine  ,  il  y  aura  évidemment  moins  de  travail  dépense  par  B,  qu'il  n'en  a  été  produit 
par  A  dans  cette  même  période.  Il  en  résulte  que ,  si  l'on  continue  alternativement  ou  si- 
midtanément,  la  même  série  d'opérations  consistant  à  faire  fonctionner  A  dans  le  sens 
direct  et  B  dans  le  sens  inverse  ,  il  v  aiua  production  indéfinie  de  travail  mécanique  sans 
aucune  dépense  de  chaleur  de  la  part  de  la  source  ;  par  suite,  conformément  à  la  pre- 
mière proposition,  il  y  aura  plus  de  chaleur  enlevée  au  réfrigérant,  pendant  le  fonc- 
tionnement inverse  de  B  ,  qu'il  y  en  a  été  déposé  pendant  le  fonctionnement  direct  de  A. 


[*]  Si  l'on  conieslDÏt  la  vùrilc  de  cetailomc,  il  l'audrait  admettre  qu'il  est  possible  de  construire 
une  machine  auto-motrice  produisant  un  effet  mécanique  au  moyen  du  refroidissement  successif 
de  la  terre  et  de  la  mer,  et  cela  sans  autre  limite  que  l'épuisement  total  nonsculcracnt  de  l.i  cha- 
leur terrestre,  mais  encore  de  celle  de  l'univers  entier. 
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Dès  lois  il  devient  évident  que  A  pourra  employer  une  partie  de  son  travail  a  faire  fonc- 
tionner B  en  sens  inverse,  et  qu'on  aura  ainsi  réalisé  un  système  auto-moteur.  D'un 
autre  côté,  comme  dans  ce  système  la  source  ne  reçoit  ni  ne  cède  aucune  quantité  di- 
chaleur,  tous  les  corps  environnants,  à  l'exception  du  réfrigérant ,  pourront  prendre  la 
température  de  la  source  elle-même,  quelle  qu'elle  soit,  sans  rien  changer  aux  condi- 
tions que  nous  avons  admises  en  principe.  Nous  aurons  donc  ainsi  une  machme  auto- 
motrice capable  de  soutirer  constamment  de  la  chaleur  pour  la  convertir  en  effet  méca- 
nique d'un  corps  environné  d'autres  coips  dont  la  température  est  supérieure  à  la 
sienne.  Ce  résulat  étant  contraire  à  notre  axiome,  nous  devons  conclure  qu'il  est  im- 
possible que  A  produise  plus  d'effet  mécanique  que  B ,  avec  la  même  quantité  de  cha- 
leur extraite  de  la  même  source.  Conséquemment,  avec  une  source  de  chaleur  et  un 
réfrigérant  à  des  températures  données ,  nulle  machine  n'extraira  d'une  quantité  donnée 
de  chaleur,  une  plus  grande  somme  d'effet  mécanique  que  n'en  produirait  tout  système 
satisfaisant  aux  conditions  de  réciprocité  définies  dans  le  cours  du  n°  9  ;  proposition 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

l'«.  Carnot  fut  le  premier  qui  énonça  cette  proposition  ,  la  donnant  comme  le  crité- 
rium de  la  perfection  dans  les  machines  thermodynamiques  [*].  La  démonstration  qu'il 
en  a  donnée,  procédant  par  l'absurde,  n'est  qu'une  démonstration  de  ce  théorème, 
que  si  on  la  rejette,  on  est  forcé  à  admettre  la  possibilité  de  construire  une  machine 
auto-motrice  qui  produirait  indéfiniment  du  travail  mécanique  sans  consommation 
d'aucune  matière,  sans  l'intervention  d'une  source  de  chaleur  ou  de  tout  autre 
agent  physique;  mais  celte  démonstration  est  fondée  sur  l'hypothèse  que,  dans 
un  cycle  complet  d'opérations,  la  substance  intermédiaire  [médium]  restitue  exac- 
tement la  quantité  de  chaleur  qu'elle  a  reçue.  Carnot  lui-même  exprime  [**]  un 
doute  marqué  sur  l'exactitude  de  cette  hypothèse ,  considérée  comme  un  principe 
général,  et  (comme  nous  avons  essayé  de  le  faire  voir  ci-dessus)  l'on  peut  regar- 
der comme  parfaitement  certain  que  cette  hypothèse  est  fausse  là  où  il  y  a ,  après 
tout,  du  travail  perdu  ou  gagné  dans  les  opérations.  Dès  lors  on  doit  admettre  que 
la  démonstration  originale  de  Carnot  est  tout  à  fait  insuffisante,  mais  on  ne  peut 
pas  en  conclure  que  la  proposition  elle-même  soit  inexacte.  Cette  proposition  ,  au  con- 
traire ,  nous  a  paru  présenter  un  tel  caractère  de  probabilité,  que  nous  l'avons  adoptée, 
conjointement  avec  le  principe  de  M.  Joule  (dont  l'existence  fait  pécher  par  la  base  la 
démonstration  de  Carnot  ) ,  pour  en  faire  le  point  de  départ  de  certaines  recherches 
sur  la  puissance  motrice  de  la  chaleur  employée  dans  les  machines  à  air  et  à  vapeur 
d'eau  ,  dans  des  limites  finies  de  la  température;  recherches  qui  nous  ont  conduit ,  il  va 
un  an  environ  ,  à  des  résultats  dont  nous  donnons  la  substance  dans  la  deuxième  par- 
tie du  travail  que  nous  soumettons  aujourd'hui  à  l'appréciation  de  la  Société  royale. 

Ce  ne  fut  qu'au  commencement  de  cette  année  que  nous  trouvâmes  la  démons- 
tration exposée  ci-dessus,  au  moyen  de  laquelle  nous  établissons  la  vérité  de  la  propo- 

(']  Voir  le  Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot,  n"  13. 

[**]  Voir  l'ouvrage  de  Carnot,  page  37,  ou  le  Rapport,  etc.,  n"  G. 
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sition  de  Carnot,  en  nous  appuyant  sur  l'axiome  du  n"  12 ,  qui  sera ,  nous  le  pensons , 
généralement  admis.  Ce  que  nous  venons  de  dire  n'a  pas  pour  but  de  reclamer  la  prio- 
rité en  notre  faveur.  Le  mérite  d'avoir,  le  premier,  établi  la  proposition  sur  des  principes 
exacts  appartient  tout  entier  à  M.  Clausins,  qui  en  publia  la  démonstration  ,  au  mois  de 
mai  de  l'année  dernière,  dans  la  deuxième  partie  de  son  travail  [*]  sur  la  puissance 
motrice  de  la  chaleur.  Qu'il  nous  soit  permis  d'ajouter  que  nous  avons  donné  la  dé- 
monstration ci-dessus,  exactement  comme  elle  s'était  présentée  à  notre  esprit,  avant 
de  savoir  que  M.  Clausius  eut  énoncé  ou  démontré  ladite  proposition.  Le  raison- 
nement de  M.  Clausius  est  fondé  sur  l'axiome  suivant  : 

Il  est  impossible  quiine  machine  auto-motrice,  sans  l'aide  d'aucun  agent  extérieur, 
fasse  passer  de  la  chaleur  d'un  <  orps  dans  un  autre  corps  ayant  une  température  plus 
élevée. 

II  est  facile  de  faire  voir  que  cet  axiome  et  le  nôtre ,  n°  12 ,  quoique  différents  dans 
la  forme,  sont,  au  demeurant,  la  conséquence  l'un  de  l'autre.  D'ailleurs,  dans  les  deux 
démonstrations,  le  raisonnement  est  rigoureusement  semblable  à  celui  de  Carnot. 

l'ô.  Pour  établir  une  théorie  complète  de  la  chaleur,  il  faudrait  faire  l'application 
des  deux  propositions  précédentes  à  toutes  les  méthodes  possibles  de  produire  des 
effets  mécaniques  au  moyen  d'actions  thermales  [**].  Jusqu'à  présent  cette  application 
n'a  pas  été  faite  à  la  méthode  électrique,  du  moins  en  ce  qui  concerne  le  critérium  de 
perfection  renfermé  dans  la  deuxième  proposition,  et  probablement  elle  ne  pourra 
être  faite  d'une  manière  absolue;  mais  l'application  à  cette  méthode  de  la  première 
proposition  a  été  étudiée  à  fond  par  M.  Joule  dans  ses  recherches  sur  les  effets  calori- 
fiques dus  à  l'action  magnéto-électrique  (  calorific  effects  oj  magneto-elcctricity  )  ;  et  c'est 
sur  cette  application  qu'il  a  fondé  l'un  de  ses  procédés  pour  déterminer  par  l'expérience 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Ainsi ,  d'une  part,  il  résulte,  comme  conséquence 
des  lois  [**']  par  lui  découvertes  sur  la  chaleur  engendrée  dans  les  circuits  galvaniques, 
ce  fait  que,  lorsqu'une  certaine  quantité  de  travail  mécanique  est  employée  à  produire 

(*)  Voir  les  Annales  de  Poggendorff,  citées  plus  haut. 

[*']  «  On  connaît  actucllemeni  deux,  mais  seulement  deux,  méthodes  distinctes  d'oblunii-  du  tra- 
»  vail  mécanique  au  moyen  de  la  chaleur  :  Tune  d'elles  est  fondte  sur  les  changjements  de  volume 
»  que  subissent  les  corps  exposés  à  l'action  de  la  chaleur  ;  dans  l'autre  on  emploie  l'intermédiaire 
1»  de  l'électricité.  »  [Uapporl  sur  la   théorie  de  Carnot,   n°  4;   Transactions,   vol.  XVI,  cinquième 

partie.) 

[*'*]  Ces  lois  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  Dans  une  portion  fixe  quelconque  de  circuit,  la  quantité 
de  chaleur  développée  dans  un  temps  donné  est  proportionnelle  au  carré  de  la  mesure  du  courant  ; 
et  quand  on  considère  differetiles  parties  fixes  d'un  seul  circuit,  ou  de  plusieurs  circuits  traversés  par 
des  courants  égaux,  les  quantités  de  ihuleur  développées  dans  des  temps  égaux  sont  entre  elles 
comme  les  résistances  de  ces  parties. 

M.  Joule  a  communiqué  à  la  .Société  royale,  le  17  décembre  iH'jo,  on  travail  qui  contient  la  dé- 
monstration de  ces  lois,  avec  d'autres  propositions  concernant  les  relations  réciproques  des  agents 
chimiques  et  thermaux.  ;  Voir  dans  le  l'hitosophical  Magasine,  vol.  X\'!I1 .  page  :to8,  l'extrait  qui 
renferme  l'exposé  des  lois  citées.)  Ce  travail,  qu'on  n'a  pas  voulu  imprimer  dans  les  Transactions, 
a  été  publie  plus  lard  dans  le  Philoso/ihical  Magasine  en  octobre  1841 ,  vol.  \1\ ,  page  2(10. 
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un  courant  galvanique,  au  moyen  d'une  machine  magnéto-ciectriquc ,  .la  chaleur  en- 
gendrée dans  une  longueur  donnée  de  la  portion  iixe  du  circuit  est  proportionnelle  à 
la  totalité  du  travail  dépensé;  et,  d'autre  part,  en  démontiant  par  l'expérience  c|u'il 
se  dégage,  dans  une  portion  mobile  quelconque  du  circuit,  exactement  la  uiéme  quan- 
tité de  chaleur  que  si  cette  portion  du  circuit  était  i  l'état  de  repos  et  était  traversée 
par  un  courant  de  la  même  force,  M.  Joule  est  logitiuenient  amené  à  tirer  les  deux 
conclusions  suivantes  : 

I  ".  On  peut  engendrer  de  la  chaleur  en  faisant  fonctionner  ;  by  ivorking  )  une  machine 
magnéto -électrique. 

■i.".  Si  le  courant  ainsi  créé  est  mis  dans  l'impossibilité  de  produire  autre  chose  (lue 
des  effets  thermau.x,  la  quantité  totale  de  chaleur  développée  est,  dans  toutes  les  cir- 
constances,  exactement  proportionnelle  à  la  quantité  de  travail  dépensée. 

16.  En  outre  ,  M.  Joule  cite  cette  découverte  admirable  de  M.  Peltier,  que  du  froid 
est  produit  par  le  passage  d'un  courant  électrique  du  bismuth  dans  l'antimoine,  pour 
faire  voir  comment  on  peut  s'en  servir  pour  démontrer  que  :  Lorsqu'un  courant  élec- 
trique est  produit  d'une  manière  continue,  au  moyen  d'une  source  purement  thermale, 
les  quantités  de  chaleur  développées  par  l'électricité  dans  les  différentes  parties  homo- 
gènes du  circuit  ne  sont  que  des  compensations  à  une  perte  de  chaleur  qui  a  lieu  aux 
endroits  de  contact  des  métaux  différents;  ou  bien  ,  que  lorsque  l'effet  du  courant  est 
entièrement  thermal,  il  doit  y  avoir  exactement  autant  de  chaleur  émise  par  les  portions 
du  circuit  qui  ne  sont  pas  affectées  par  la  source,  qu'il  en  a  été  soutiré  à  la  source. 

17.  Nous  ajouterons  enfin  [*]  :  Lors([u'ifn  courant,  dont  l'existence  est  due  à  une 
action  thermale,  fera  fonctionner  une  machine  et  produira  un  effet  mécanique,  il  y  aura 
moins  de  chaleur  émise  par  les  portions  du  circuit  qui  ne  sont  pas  affectées  par  la  source 
qu'il  n'en  a  été  dépensé  par  la  source,  et  la  différence  entre  ces  deux  quantités  sera 
précisément  équivalente  à  l'effet  mécanique  qui  aura  été  produit.  Il  en  doit  être  ainsi, 
puisque  M.  Joule  démontre  par  l'expérience  le  fait  suivant  :  Un  courant  provenant 
d'une  source  quelconque,  et  faisant  mouvoir  une  machine,  produit  dans  cette  machine 
moins  de  chaleur  qu'il  n'en  produirait  dans  un  fil  fixe  offrant  la  même  résistance  au 

[']  Ce  raisoiiiicmenl  nous  a  élé  suggéré  par  le  passage  suivant  d'une  Lettre  que  nous  avons  reçue 
de  M.  Joule  Je  8  juillet  1847  :  «  L''expérience  de  M.  Pellier  sur  la  production  du  froid  dans  lendroil 
»  de  contact  (îoWer)  du  bismuth  et  de  l'antimoine,  nous  offre  nn  exemple  de  la  conversion  de  la 
1)  chaleur  en  force  mécanique  du  courant ,  »  passage  qui  doit  avoir  eu  pour  but  de  répondre  à  la  re- 
marque faite  par  nous,  qu'on  ne  pourrait  fournir  aucun  témoignage  à  l'.ippui  de  cette  assertion  que 
de  la  chaleur  puisse  être  anéantie.  Nous  admettons  pleinement  la  force  de  cette  réponse;  mais, 
pour  donner  le  caractère  expérimental  au  témoignage  ainsi  invoqué,  il  faudrait  prouver  qu'il  y  a 
plus  de  chaleur  anéantie  dans  les  endroits  à  chaud  d'un  couple  ou  d'une  batterie  thermo-électrique 
qui  sert  à  soutenir  un  courant  dans  un  fil  conducteur,  qu'il  n'y  en  a  de  créée  dans  les  endroits  a 
froid.  Que  les  choses  se  passent  ainsi,  je  le  regarde  comme  parfaitement  certain,  par  la  raison  que 
les  déductions  de  M  Joule ,  citées  dans  le  n"  16  du  teste ,  sont  des  conséquences  incontestables  de  la 
première  proposition  fondamentale;  mais  cependant ,  il  faut  le  remarquer  dans  ce  cas  aussi  bien 
que  dans  tout  autre  cas  de  production  d'effet  mécanique  par  l'emploi  d'une  source  purement  thermale 
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courant  ;  et  la  différence  entre  les  deux  quantités  de  chaleur  ainsi  développées  ,  est  équi- 
valente à  l'effet  mécanique  produit  par  la  machine. 

18.  Les  propositions  suivantes  de  ce  numéro  sont  tirées  en  substance,  sinon  textuel- 
lement, du  jAIémoire  de  M.  Joule  [*]  Sur  les  effets  calorifiques  dus  à  l'action  magnéto- 
éh'ctrique,  et  surtout  de  la  première  page  de  ce  Mémoire ,  dans  lequel  l'auteur  ra- 
conte des  conclusions  générales  auxquelles  il  était  conduit  dans  le  cours  de  ses 
recherches  antérieures.  Elles  mettent  en  relief,  d'une  manière  extrêmement  frappante, 
l'égalité  des  effets  thermaux  produits  par  des  causes  égales  agissant  par  des  moyens 
différents. 

Prenons  trois  batteries  galvaniques  parfaitement  égales  et  semblables,  munies  d'élec- 
trodes égaux  et  semblables  ;  soient  A,  et  B,  les  extrémités  des  électrodes  de  la  première 
batterie  ;  soient  A,  et  Bi  celles  de  la  deuxième  batterie,  et  A3  et  Bj  les  mêmes  éléments 
de  la  troisième.  Lions  A,  et  B,  avec  les  extrémités  d'un  long  fil  fixe;  lions  A,  et  B. 
avec  les  plaques  de  platine  d'un  appareil  disposé  pour  décomposer  l'eau  ;  enfin  met- 
tons A3  et  Bj  en  relation  avec  les  pôles  d'une  machine  électro-magnétique.  Cela  fait, 
si  l'on  règle  la  longueur  du  fil  placé  entre  A,  et  B, ,  et  la  vitesse  de  la  machine  in- 
terposée entre  A3  et  B, ,  de  manière  à  ce  que  les  courants  (  que ,  pour  plus  de  simplicité, 
nous  supposerons  continus  et  parfaitement  uniformes)  soient  égaux  dans  les  trois 
circuits ,  il  y  aura  plus  de  chaleur  émise,  dans  un  temps  donné ,  dans  le  fil  placé  entre 
A|  et  B|  qu'il  n'y  en  a  d'une  part  dans  l'appareil  électrolytique  placé  entre  A,  et  B; , 
et,  d'autre  part,  dans  la  machine  interposée  entre  A3  et  Bj.  Mais  si  l'on  dispose 
les  choses  pour  que  l'hydrogène  soit  brûlé  par  l'oxygène  dans  l'appareil  électrolytique, 
et  pour  que  la  machine  dépense  tout  son  travail  à  produire  des  effets  uniquement 
thermaux  (comme  il  arriverait,  par  exemple,  si  tout  le  travail  de  la  machine  était 
employé  à  agiter  continuellement  une  masse  finie  de  liquide);  dans  ce  cas,  la  quan- 
tité de  chaleur  émise  dans  ces  deux  derniers  appareils  sera  préciséuient  la  même  que 
dans  le  fil  placé  entre  A,  et  B,.  Il  est  digne  de  remarque  que  ces  propositions  sont 
rigoureusement  vraies;  et  que  M.  Joule,  qui  les  a  découvertes  comme  des  conséquences 
démontrées  du  principe  fondamental  de  la  théorie  dynamique  de  la  chaleur,  n'a  fait 
par  l'expérience  que  les  vérifier  surabondamment. 

on  n'a  pas  démontré  autrement  quo  par  des  considérations  tliéoriqi:es ,  Paiiéanlissenient  d'une  quan  • 
lité  équivalente  de  chaleur.  Ce  serait  faire  un  grand  pa>  dans  la  voie  ayant  pour  but  de  mettre  en 
relief  au  moyen  de  IVspérience  (de  vérifier,  pour  cens  qui  regardent  celle  véi-ificalion  comme  né- 
cessaire) l'esactilude  do  la  théorie  dynamique  do  la  chaleur,  que  de  montrer,  dans  un  cas  quelcon- 
que, qu'il  y  a  une  perte  de  chaleur;  et  Ton  pourrait  arriver  il  ce  résultai  en  opérant,  dans  une 
étendue  très-considérable  de  l'échelle  ihermomélriquc,  sur  une  bonne  machine  à  air  ou  à  vapeur 
d'eau,  convenablement  disposée  pour  ne  pas  dépenser  en  frottements  sa  force  mécanique.  Comme 
on  le  verra  dans  la  deuxième  partie  de  ce  travail,  aucun  genre  d'expérience  ne  pourra  parvenir  à 
manifester  une  perle  notable  de  chaleur,  6  moins  que  l'dn  n'emploie  des  corps  à  des  températures 
différant  beaucoup  entre  elles  ;  par  exemple,  l.i  perle  de  chaleur  qu'on  pourra  constater  n'atteindrait 
pas  0,098  nu  environ  un  dixième  de  la  totalité  de  la  chaleur  employée,  si  la  température  de  tous  le^ 
corps  expérimentés  était  comprise  entre  zéro  et  !o  degrés. 
(*]  Philusophical  Magnzine,  septembre  i843. 
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19.  On  peut  appliquer,  de  la  manière  la  plus  rigoureuse,  nos  deux  propositions  londa- 
mentales  à  la  seconde  des  méthodes  connues  pour  obtenir  un  effet  mécanique  au  moyen 
d'une  action  thermale.  La  première  de  ces  deux  propositions  a  été  déjà  ainsi  appli- 
quée par  MM.  Rankine  et  Clausius  dans  leurs  Mémoires  publiés;  et  l'application  de  la 
seconde  proposition,  comme  l'a  fait  voir  M.  Clausius  dans  son  travail ,  est  absolument 
identique  avec  la  recherche,  déjà  faite  par  Carnot,  de  la  relation  qui  existe  entre 
l'effet  mécanique  produit  et  les  circonstances  thermales  d'où  cet  effet  tire  son  origine, 
dans  le  cas  d'une  machine  expansive  fonctionnant  dans  des  limites  infiniment  voisines 
de  température.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  exposerons  la  méthode  d'investigation  la 
plus  simple  qui  se  soit  présentée  à  notre  esprit  dans  l'étude  des  conséquences  aux- 
quelles peut  conduire  cette  application,  méthode  qui  d'ailleurs  n'est  qu'une  simple 
modification  introduite  à  une  expression  analytique  de  l'axiome  de  Carnot  sur  la  per- 
manence de  la  chaleur,  que  nous  avions  donné  dans  notre  premier  travail  [*],  pour  la 
transformer  dans  une  expression  de  l'axiome  contraire  de  M.  Joule. 

20.  Supposons  une  masse  de  substance  quelconque  [**]  occupant  le  volume  <>  sous 
la  pression  p ,  la  même  dans  tous  les  sens,  et  à  la  température  /;  et  supposons  qu'elU- 
se  dilate  en  prenant  le  volume  «  -+-  rfc  et  la  température  t  ■+-  dt;  la  quantité  de  travail 
produit  sera 

p  iii>; 

et  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudra  ajouter  pour  élevei-  sa  température  de  e  à.  t  -i-  ilt 
pourra  être  représentée  par 

M  ^i'  -I-  N  (it, 

quantité  dont  l'équivalent  mécanique  est 

.1  [Mdv-i-ydti, 

J  étant  l'équivalent  mécanique  de  l'unité  de  chaleur.  Dès  lors  la  mesure  mécanique  de 
la  totalité  de  l'effet  extérieur  produit  dans  ces  circonstances  est 

{p  —  ni)dv  —  mdt; 
conséquemment,  lorsque  l'expansion  se  sera  opérée  dans  des  limites  finies,  avec  accom- 
pagnement de  changements  continus  dans  la  température,  l'effet  extérieur  produit  sera 
en  totalité  représenté  par  l'expression 

f\{p  —  m)dv—  ]?idt], 

dans  laquelle  on  doit  supposer  que  /  varie  avec  v,  de  manière  à  représenter  à  cha(|ue 
instant  la  température  de  la  masse,  et  dans  laquelle  l'intégration  par  rapport  à  c  doit 
être  faite  dans  les  limites  correspondantes  au  volume  initial  et  au  volume  final.  Si  main- 
tenant, à  un  moment  ultérieur  quelconque,  le  volume  et  la  température  de  la  masse 
redeviennent  ce  qu'ils  étaient  au  commencement,  quelque  arbitraires  qu'aient  été  les 

[*'  Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot  (  note  annexée  au  n"  26  ). 

|*«]  Celte  masse  peut  être  composée  de  différentes  substances  ou  d'une  même  substance  dans  des 
états  difiérenls,  pourvu  que  la  température  soit  partout  la  même. 

28  . 
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variations  de  CCS  éléments  pendant  la  durée  de  la  période  ,  la  somme  totale  de  l'effet  exté- 
rieur produit  devra  être  nulle ,   conformément  à  la  première  proposition  ;  par  suite , 

l'expression 

(^_  JM   dv—JNdt 

doit  être  la  différentielle  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  c'est  à-dire 
qu'on  doit  avoir 

dyp  —  5M)  d{ —  JN  I 

dt  dv 


(■ 


cette  formule  exprimant  simplement  la  condition  que  l'intégrale  précédente  doit  dispa- 
raître dans  tous  les  cas  où  les  valeurs  finales  et  initiales  de  p  et  de  ^  sont  respectivement 
les  mêmes.  Si  l'on  observe  que  J  est  une  constante  absolue ,  on  pourra  mettre  l'expres- 
sion précédente  sous  la  forme 

^    '  <it  \   dt  dv  ) 

Cette  équation  exprime  d'une  manière  complète  l'application  de  la  première  loi  fonda- 
mentale aux  circonstances  thermales  et  mécaniques  d'une  substance  quelconque,  ex- 
posée à  une  pression  uniforme  dans  tous  les  sens,  et  soumise  à  toutes  les  variations 
possibles  de  température,  de  volume  et  de  pression. 

21.  L'application  de  la  deuxième  loi  fondamentale  à  une  substance  quelconque  est 
représentée  complètement  par  l'équation 

dp 
dt 

dans  laquelle  «  n'est  autre  chose  que  la  foQction  de  Carnot ,  une  quantité ,  en  effet ,  dont 
la  valeur  absolue  est  la  même  pour  toutes  les  subs'ances  à  la  même  température,  mais 
qui  varie  avec  la  température  suivant  une  loi  que  l'expérience  seule  peut  déterminer. 
Pour  démontrer  cette  proposition  ,  on  doit  d'abord  faire  remarquer  que  si  la  seconde 
])roposition  du  n°  9  est  vraie  pour  tout  cas  où  la  température  du  réfrigérant  dilfère  in- 
finiment peu  de  celle  delà  source,  elle  doit  être  vraie  d'une  manière  générale.  Cela  pose, 
si ,  I"  on  laisse  une  substance  se  dilater  de  r  à  i'  -|-  dv,  sa  température  conservant  une 
valeur  constante  ?;  si ,  2°  on  la  laisse  se  dilater  davantage,  sans  lui  permettre  d'absor- 
ber ni  d'émettre  de  la  chaleur,  jusqu'à  ce  que  sa  température,  s'abaissant  d'une  quan- 
tité infiniment  petite,  devienne  t  —  t;  si,  3°,  en  conservant  à  la  substance  cette  tempe- 
rature  t —  T,  on  la  comprime  d'une  quantité  (  différant  de  dv  seulement  d'un  infiniment 
petit  du  deuxième  ordre)  telle  que  sa  température  redevienne  exactement  t  lorsque, 
4°,  l'on  ramènera  définitivement  le  volume  à  v,  sans  permettre  à  la  masse,  dans  cette 
quatrième  opération,  d'absorber  ni  d'émettre  de  la  chaleur;  si,  disons-nous,  une 
substance  peut  subir  tous  ces  changements,  elle  devra  être  considérée  comme  consti- 
tuant une  machine  thermodynamique  remplissant  ce  que  nous  appellerons  la  condition 
de  complète  réversibilité,  dont  il  est  question  dans  la  proposition  de  Carnot.  Par  ron- 
sé<pient,  suivant  cette  même  proposition,   ladite  substance   devra  produire,   avec  la 
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même  qiiantitr  de  chaleur  absorbée  dans  la  première  opération  ,  le  même  travail  (lue 
produirait  toute  autre  substance  soumise  à  la  même  opération  dans  les  mêmes  limites 

(le  température.  Or  —  t  dv  est  évidemment  le  travail  total  exécuté  dans  un  cycle  com- 
plet; d'un  autre  côté  (d'après  la  définition  de  M  du  n"  20),  Mdv  est  la  quantité  de  cha- 
leur absorbée  dans  la  première  opération  ;  par  conséquent ,  la  valeur  de  la  quantité 

±.H.  ± 

dt  dl 

M  dv         °"       ~M~  " 

doit  être  la  même  pour  toutes  les  substances,  quand  on  considère  les  mêmes  valeurs 
de  f  et  de  t.  Enfin,  puisque  t  entre  seulement  comme  facteur  dans  cette  expression, 
nous  aurons 

<4)  4  =  .. 

dans  laquelle  fi  ne  dépend  que  de  /.  Telle  est  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer. 

± 

22.  Le  théorème  si  remarquable  de  l'égalité  de  valeur  de   la  quantité- .  pour 

toutes  les  substances  à  la  même  température,  fut  énoncé  pour  la  première  fois  par 
Carnot  (quoique  dans  des  termes  un  peu  différents)  et  démontré  par  lui  au  moyen  des 
principes  qu'il  avait  adoptés.  Nous  venons  de  voir  que  la  vérité  de  ce  théorème  peut 
être  établie  d'une  manière  satisfaisante  sans  recourir  à  la  partie  de  ces  principes  enta- 
chée d'inexactitude.  Conséquemment,  toutes  les  conclusions  de  Carnot  et  toutes  celles 
déduites  de  sa  théorie  par  d'autres  auteurs,  en  tant  qu'elles  dépendent  seulement  de 
l'équation  (4),  n'ont  besoin  d'aucune  modification,  lorsqu'on  adopte  la  Théorie  dyna- 
mique. Par  exemple,  il  y  a  lieu  de  maintenir  toutes  les  conclusions  renfermées  dans  les 
sections  I,  II  et  III  de  l'Appendice  à  notre  Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot,  et  celles 
contenues  dans  le  Mémoire  qui  le  suit  immédiatement  dans  les  Transactions  et  intitule  ; 
Considérations  théoriques  sur  l'effet  d'abaissement  que  produit  la  pression  sur  le  point  de 
congélation  de  l'eau ,  travail  dû  à  notre  frère  aîné.  Il  suit  aussi  de  là  que  l'expression 
donnée  par  Carnot,  pour  représenter  l'effet  mécanique  qu'on  peut  retirer  d  une  quan- 
tité donnée  de  chaleur,  au  moyen  d'une  machine  parfaite  fonctionnant  dans  des  limites 
infiniment  voisines  de  température,  exprime  réellement  le  plus  grand  effet  qu'il  soit 
possible  d'obtenir  dans  la  circonstance;  cependant,  ce  n'est,  en  réalité,  qu'une  infini- 
ment petite  fraction  de  la  valeur  totale  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  fournie 
parla  source;  le  surplus  est  irrévocablement  perdu  pour  l'homme,  (]uoiqu'il  ne  soit 
pas  annihilé. 

23.  D'un  autre  cote,   l'expression  représentant  l'effet  mécanique  qu'on  peut  ob- 
tenir au  moyen  d'une  quantité  donnée  de  chaleur  entrant  dans  une  machine  et  four- 
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nie  par  une  source  à  une  température  donnée ,  différera  beaucoup  de  rexpression 
de  Carnot,  quand  on  considérera  le  cas  où  la  température  du  réfrigérant  diffère 
d'une  quantité  finie  de  celle  de  la  source;  car  une  quantité  finie  d'effet  mécanique 
pouvant  être  obtenue  au  moyen  d'une  quantité  finie  de  chaleur  entrant  dans  la  ma- 
chine, une  fraction  finie  de  cette  dernière  quantité  devra  être  transformée  en  effet  mé- 
canique. Les  recherches  relatives  à  cette  expression  ,  et  à  la  détermination  de  ses  va- 
leurs numériques,  fondée  sur  les  chiffres  déduits  des  expériences  de  M.  Regnault  sur 
la  vapeur,  tels  qu'on  les  trouve  dans  les  Tables  I  et  II  de  notre  premier  travail,  forme- 
ront la  deuxième  partie  du  Mémoire  que  nous  soumettons  aujourd'hui  à  l'appréciation 
de  la  Société. 

DEUXIÈME  PARTIE. 
Sur  la  puissance  motrice  de  la  chaleur  dans  des  limites  finies  de  la  température. 

24.  Il  s'agit  de  déterminer  la  quantité  de  travail  que  produira,  avec  une  quantité 
donnée  de  chaleur  H ,  une  machine  parfaite  alimentée  par  une  source  de  chaleur  à  une 
température  quelconque  S,  et  versant  la  chaleur  non  utilisée  [u'aste  dans  un  réfrigé- 
rant à  une  température  quelconque  T ,  plus  basse  que  la  première. 

25.  ?>ous  pouvons  supposer  que  la  machine  est  composée  d'un  nombre  infini  de  ma- 
chines parfaites,  chacune  d'elles  travaillant  dans  des  limites  infiniment  petites  de  tem- 
pérature, et  disposées  en  une  série  telle,  que  la  première  machine  a  pour  source  de 
chaleur  la  source  donnée,  que  la  dernière  a  pour  réfrigérant  le  réfrigérant  donne,  et 
enlin  que  chaque  machine  intermédiaire  a  pour  source  de  chaleur  le  réfrigérant  de  la 
machine  qui  la  précède  immédiatement  dans  la  série.  Chacune  de  ces  machines ,  dans 
un  temps  quelconque,  verse  dans  son  réfrigérant  une  quantité  de  chaleur  moindre  que 
celle  qu'elle  a  reçue  de  sa  source,  et  la  différence  entre  ces  deux  quantités  de  chaleur 
est  l'équivalent  du  travail  mécanique  produit  par  elle.  Cela  posé,  appelons  respective- 
ment r  et  t-\-  dt  les  températures  du  réfrigérant  et  de  la  source  de  l'une  des  machines 
intermédiaires;  désignons  par  q  la  quantité  de  chaleur  que  la  machine  verse  dans  son 
réfrigérant ,  dans  un  temps  quelconque,  et  q  -\-  dq  la  quantité  qu'elle  reçoit  de  sa  source 
dans  le  même  temps;  dès  lors  la  quantité  de  travail  produite  par  cette  machine,  pen- 
dant ce  temps,  sera  .1  dq,  conformément  à  la  première  proposition  ;  elle  sera  aussi  ex- 
primée par  q.ftdi ,  conformément  à  l'expression  de  la  seconde  proposition  établie  dans 
le  n"  21  ;  par  conséquent,  on  aura 

J  dq  =^  (f .  ft  dt. 

Par  suite,  si  nous  supposons  que  la  durée  du  temps  considère  soit  celle  pendant  la- 
quelle la  quantité  H  de  chaleur  est  fournie  par  la  première  source,  nous  obtiendrons 
par  l'intégration  l'expression 


log 
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mais  la  valeur  de  q  ,  quand  <  =  T ,  n'est  autre  chose  que  la  quantité  de  chaleur  restante 
à  la  fin  des  opérations  et  versée  dans  le  réfrigérant  ayant  la  température  T;  si  donc 
nous  désignons  cette  quantité  par  R  ,  nous  aurons 

(5)  '"8|=jX    ''"' 
d'où  l'on  tire 

(6)  _       „'îX'"" 


R=  He 


^X 


Or  la  totalité  du  travail  produit  sera  l'équivalent  mécanique  de  la  quantité  de  chaleur 
perdue;  si  donc  on  appelle  W  cette  quantité  de  travail ,  on  aura 

(7)  W  =  J(H  — R), 
ou ,  par  suite  de  l'équation  (6  ) , 

(8)  .,  W  =  JHVi— £         T  J 

26.  Pour  comparer  cette  expression  avec  celle  de  H  1       f^-dt,  qui  est  donnée  parla 

Jt 

théorie  de  Carnot  [*],  comme  représentant  le  rendement  de  la  machine,  nous  pou- 
vons développer  en  série  la  fonction  exponentielle  de  l'équation  précédente;  on  ob- 
tient de  la  sorte 

expression  dans  laquelle 

Cette  formule  fait  voir  que  la  valeur  du  travail  réellement  produit ,  toujours  inférieure 
à  la  quantité  indiquée  par  la  théorie  de  Carnot,  en  approche  de  phis  en  plus  à  me- 
sure que  l'on  diminue  l'étendue  des  limites  de  la  température,  et  que,  finalement,  elle 
lui  devient  égale,  quand  celte  étendue  est  infiniment  petite,  comme  si  la  théorie  de 
Carnot  n'avait  pas  besoin  de  modification  ,  ce  qui  est  d'accord  avec  une  conclusion 
établie  dans  le  n"  22. 

27.  I, 'équation  (8)  fait  voir  que  le  rendement  réel  d'une  quantité  donnée  de  cha- 
leur dépensée  par  la  source  augmente  avec  chaque  augmentation  de  l'étendue  des  limites 
de  la  température;  elle  montre  aussi  qu'au  lieu  d'augmenter  indéfiniment  et  propor- 


jntUe  I 

Jt 


tionnellement  à  la  quantité  i      j^dt-  comme  l'indique  la  théorie  de  Carnot,  ce  rende 


1*]  Rapport  sur  la  théorie  de  C.nnot ,  équation  {7) 
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ment  n'atteint  jamais  la  valeur  JH ,  mais  qu'il  approche  de  cette  limite  à  mesure  que  la 
quantité  I      fi-di  croît  indéfiniment.  Ces  considérations  font  perdie,  il  est  vrai,  une 

Jt 

partie  de  son  importance  à  la  remarque  faite  par  Carnot  [*J,  au  sujet  de  l'avantage 
pratique  que  procurerait  l'emploi  des  machines  à  air  ou  de  tout  autre  procédé  qui 
permettrait  de  beaucoup  augmenter  l'étendue  des  limites  de  température,  mais  en 
même  temps  elles  nous  donnent  des  idées  plus  satisfaisantes  sur  les  conditions  pratiques 
du  problème.  Nous  voyons ,  en  effet,  que  ,  si  nous  ne  pouvons  obtenir  en  totalité  l'effet 
mécanique  équivalent,  cependant,  quand  la  source  de  chaleur  sera  à  une  température 
suffisamment  élevée  au-dessus  des  objets  environnants,  on  pourra  convertir  en  effet 
mécanique  une  fraction  de  plus  en  plus  grande  de  la  totalité  de  la  chaleur  admise,  uni- 
quement en  augmentant  dans  la  machine  l'étendue  des  limites  de  température. 

28.  Les  recherches  précédentes  (n°  28)  font  voir  que  les  valeurs  de  la  fonction  f/. 
de  Carnot,  pour  toutes  les  températures  comprises  dans  les  limites  qu'on  aura  en  vue . 
et  la  valeur  absolue  de  l'équivalent  J  constituent  des  données  suffisantes  pour  calculer 
la  quantité  d'elfet  mécanique  que  produira  une  machine  parfaite,  quelle  qu'elle  soit, 
machine  à  vapeur  d'eau ,  machine  à  air,  ou  même  machine  thermo-électrique  ;  puisque , 
en  effet ,  conformément  .\  l'axiome  établi  dans  le  n°  12  et  à  la  démonsti-ation  de  la  se- 
conde proposition,  aucun  agent  matériel  inanimé  ne  peut  produire,  avec  une  quantité 
donnée  de  chaleur  et  dans  les  limites  actuelles  de  température,  une  plus  grande  somme 
d'effet  mécanique  qu'une  machine  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  dans  la  seconde 
proposition. 

29.  L'équivalent  mécanique  de  l'unité  thermale  de  l'échelle  Fahrenheit ,  c'est-à-dire 
de  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  la  température  de  i  livre  d'eau 
de  3?.  à  33  degrés  Fahrenheit,  a  été  déterminé,  par  M.  Joule,  de  Manchester,  en  livres 
élevées  à  i  pied  \in  foot-pounds)  ;  et  le  chiffre  qu'il  donne  comme  devant  inspirer  le 
plus  de  confiance  est  'jn2,6c).  M.  Rankine  prend  772  comme  résultant  des  détermina- 
tions de  M.  .Foule,  et  il  estime  que  ce  résultat  est  à  - —  prés  le  chiffre  exact.  Si  nous 

'  3oo 

.idoptons  772  -5  et  si  nous  le  multiplions  par  ^1  nous  obtiendrons  1390  pour  expri- 

9  5  ' 

nier  l'équivalent  mécanique  de  l'unité  thermale  de  l'échelle  centigrade.  Telle  est  la 
quantité  que  nous  prenons  pour  la  valeur  de  .T  dans  les  applications  numériques  qu'on 
trouvera  plus  bas. 

30.  En  ce  qui  concerne  la  détermination  des  valeurs  de  p  à  différentes  températures , 
on  doit  remarquer  que  l'équation  (4  )  fait  voir  que  cette  détermination  pourrait  se  faire 
au  moyen  d'expériences  sur  une  substance  quelconque  d'une  contexture  indestructible, 
et  qu'elle  indique  exactement  quelles  sont  les  données  expérimentales  nécessaires  dans 

[•]  Rapport  sur  la  théorie  dv Carnot ,  Appendice,  section  IV. 
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chaque  cas.  Par  exemple,  en  supposant  d'abord  que  l'intermédiaire  choisi  est  l'air, 
puisque  cet  intermédiaire  est  composé  en  partie  d'eau  liquide  et  en  partie  de  vapeur 
saturée,  nous  déduisons,  comme  on  le  verra  dans  la  troisième  partie  de  ce  Mémoire  , 
les  deux  expressions  (6)  que  nous  avons  données,  dans  le  n°  50  de  notre  premier  tra- 
vail [Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot) ,  pour  la  valeur  de  p  à  une  température  quel- 
conque. Jusqu'à  présent,  il  n'a  été  fait  sur  l'air  aucune  expérience  qui  puisse  fournir 
les  données  nécessaires  pour  calculer  les  valeurs  de  p,  dans  des  limites  étendues  de  la 
température  ;  mais,  pour  des  températures  comprises  entre  5o  et  60  degrés  Fahrenheit, 
les  données  se  prêtant  le  plus  directement  à  cette  détermination  qu'on  ait  encore  ob- 
tenues, sont  fournies  par  les  expériences  [*]  entreprises  par  M.  Joule  pour  évaluer  la 
quantité  de  chaleur  qui  est  développée,  quand  on  emploie  une  quantité  donnée  de  tra- 
vail ;i  comprimer  de  l'air  à  une  température  constante.  En  effet ,  soient  Q  la  quantité 
de  chaleur  développée  par  la  compression  d'un  fluide  soumis  à  la  loi  d'expansion  et  de 
corapressibilité  des  gaz,  W  le  travail  mécanique  dépensé,  t  la  température  constante  du 
fluide;  par  suite  de  l'équation  (i  i)  du  n"  49  de  notre  premier  travail ,  nous  avons 

W.E 


Q(i-f-Ef) 


forraide  qui  n'est,  en  réalité,  qu'une  conséquence  d'une  autre  valeur  de  ^,  exprimée 
en  fonction  des  données  relatives  à  l'air.  Certaines  considérations  sur  la  détermination 
de  a  par  des  expériences  de  cette  nature  ,  ou  par  des  expériences  d'un  autre  ordre,  sur 
l'air  atmosphérique,  imaginées  par  M.  Joule,  formeront  le  sujet  d'une  communica- 
tion que  nous  espérons  pouvoir  faire  à  la  Société  dans  une  autre  occasion. 

51.  La  seconde  des  expressions  (6)  du  n°  50  de  notre  premier  travail,  ou  la  formule 
i/quivalente  (Sai ,  qu'on  trouvera  plus  bas  dans  le  présent  Mémoire  ,  montre  qu'on  peut 
obtenir  la  valeur  de  [i  à  une  température  quelconque  ,  au  moyen  des  valeurs  ,  à  cette 
température,  des  éléments  suivants  : 

1".  La  loi  suivant  laquelle  varie,  avec  la  température,  la  pression  de  la  vapeur 
saturée  ; 

2°.   La  chaleur  latente  d'un  poids  donne  de  vapeur  d'eau  saturée; 

3°.   Le  volume  d'un  poids  donné  de  vapeur  d'eau  saturée; 

4".  Le  volume  d'un  poids  donné  d'eau. 

Le  dernier  de  ces  éléments,  en  raison  de  la  manière  dont  il  entre  dans  les  formules, 
peut  être  regardé  comme  constant,  sans  produire  un  effet  appréciable  sur  l'exactitude 
probable  du  résultat. 


[*]  Voir  le  travail  ÎDlitulé  :  Sur  tes  changements  de  température  produits  par  la  raréfaction  et  la 
condensation  de  l'air.  [Philosophical  iîagazine ^  vol.  XX\I,  mai  1846.) 
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52.  Les  expériences  de  M.  Piegnault  fournissent  le  premier  de  ces  éléments,  avec 
une  grande  exactitude  pour  toutes  les  températures  comprises  entre  —  Sa  et  aSo  degrés 
centigrades. 

35.  Pour  ce  qui  regarde  le  second  de  ces  éléments,  on  doit  remarquer  que  tous  les 
expérimentateurs,  depuis  Watt,  qui  le  premier  a  étudié  le  sujet,  jusqu'à  M.  Regnault, 
dont  les  déterminations  sont ,  de  toutes  celles  qui  ont  été  faites ,  et  les  plus  exactes  et 
les  plus  étendues,  tous  paraissent  avoir  admis,  explicitement  ou  tacitement,  l'axiome  de 
Carnot,  dont  la  Théorie  dynamique  de  la  chaleur  démontre  l'inexactitude  ;  de  telle  sorte 
qu'ils  ont  appelé  chaleur  totale  de  la  vapeur,  «  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
convertir  une  unité  de  poids  d'eau  à  o  degré  en  vapeur  existant  dans  l'état  »  particulier 
qu'ils  considéraient.  C'est  ainsi  que  M.  Regnault,  en  posant  préalablement  cette  défi- 
nition de  la  chaleur  totale  de  la  vapeur  saturée,  donne  les  valeurs  expérimentales  de  la 
quantité  ainsi  définie,  pour  toutes  les  températures  comprises  entre  o  et  aSo  degrés, 
et  qu'il  en  déduit  la  chaleur  latente  de  la  vapeur  saturée,  en  retranchant  de  cette  cha- 
leur totale  la  quantité  nécessaire  pour  élever  le  liquide  à  la  température  de  la  vapeur 
considérée.  Or,  suivant  les  principes  de  la  Théorie  dynamique ,  la  quantité  de  chaleur 
nécessaire  pour  transformer  l'unité  de  poids  d'eau  à  o  degré  en  vapeur  saturée,  dépend 
de  la  manière  (variable  à  l'inlini)  dont  on  effectue  la  transformation  en  question;  et  la 
différence  entre  les  quantités  de  chaleur  nécessaires  dans  les  différents  cas ,  est  égale  à 
la  différence  qui  existe  entre  les  équivalents  thermaux  des  effets  mécaniques  produits 
pendant  l'expansion.  Ainsi,  par  •  exemple ,  la  quantité  totale  de  chaleur  nécessaire 
pour  vaporiser  d'abord  une  certaine  quantité  d'eau  à  o  degré,  et  pour  élever  ensuite 
cette  vapeur  à  loo  degrés  ,  tout  en  la  maintenant  à  l'état  de  saturation  [*  J,  ne  doit  pas 

3 
atteindre  en  valeur  absolue  les  j  de  la   quantité  de  chaleur  nécessaire  poui-  clever 

d'abord  la  température  du  liquide  à  i  oo  degrés  et  pour  le  transformer  ensuite  en  vapeur 
à  cette  température  ;  malgré  cette  différence ,  cependant ,  l'une  et  l'autre  de  ces  quan- 
tités sont  comprises  dans  la  définition  ,  citée  plus  haut  et  généralement  admise,  de  la 
chaleur  totale  de  la  vapeur  saturée.  Pour  trouver  la  signification  réelle  de  ce  que 
M.  Regnaidt  a  déterminé,  dans  ses  expériences,  comme  étant  la  chaleur  totale  de  la 
vapeur  saturée ,  il  est  nécessaire  de  remarquer  que  ses  évaluations  portent  sur  les 
quantités  de  chaleur  émises  par  un  certain  poids  d'eau  passant  dans  un  appareil  calori- 

[«]  Voir  plus  bas  le  n"  JîS,  troisièniL'  partie,  dans  lequel  11  est  question  de  la  chaleur  spécifique 
jiégalive  de  la  vapeur  saturée.  .Si  la  valeur  mnycnncdo  cette  quantité,  entre  o  et  roo,  est  de  —  i  ,."> 
I  chiffre  dont  elle  ne  doit  pas  beaucoup  s'éloigner),  il  devra  y  avoir  dégagemcut  d'une  quanliLé  de 
chaleur  égale  à  i5o  wniiés,  si  l'on  élève,  au  moyen  de  la  compression  ,  de  o  i  loo  degrés  la  tempér.i- 
ture  d'une  livre  de  vapeur  saturée.  La  chaleur  latente  de  la  vapeur  à  o  degré  étant  de  Go6,;') ,  la  qnan- 
lité  de  chaleur  nécessaire  pour  convertir  une  livre  d'eau  à  o  degré  en  vapeur  saturée  à  looilegrés ,  par 

le  premier  des  procèdes  décrits  dans  le  Icxlc,  sera  linalement  de  t\j&,'^ ,  c"est-.i  dire  à  peu  près  les  - 

7 
:1e  la  quantilc(>37  trouvée  par  M.  Regnault  pour  représenter  ce  qu'il  appelle  la  chaleur  lolalc  dt 
la  \apcur  saturée  à  lOO  degrés. 
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métrique,  dans  lequel  elle  entre  à  l'état  de  vapeur  saturée,  et  d'où  elle  sort  à  VétM 
liquide,  les  résultats  obtenus  étant  d'ailleurs  ramenés  à  ce  qu'ils  auraient  été  si  la  tem- 
pérature finale  de  l'eau  eût  été  exactement  égale  à  o  degré.  Or,  comme  il  ne  se  produit , 
dans  ces  circonstances,  aucun  effet  mécanique  extérieur  si  ce  n'est  celui  du  son  ,  lequel 
doit  être  probablement  tout  à  fait  inappréciable''  ,  le  seul  effet  extérieur  consiste  en 
émission  de  chaleur;  conséquemment,  conformément  au  principe  fondamental  de  la 
Théorie  dynamique,  les  résultats  doivent  être  indépendants  des  actions  intermédiaires. 
Il  en  résulte  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  la  vapeur  traverse  le  calorimètre, 
quelque  basse  que  soit  la  pression  à  laquelle  peut  avoir  lieu  la  condensation  [*], 
la  chaleur  transmise  à  l'extérieur  doit  être  exactement  la  même  que  si  la  condensation 
avait  lieu  à  la  pression  totale  de  la  vapeur  saturée ,  telle  qu'elle  est  à  son  entrée  dans 
le  calorimètre;  d'où  nous  concluons  que  la  chaleur  totale ,  telle  que  M.  Regnault  l'éva- 
lue dans  ses  expériences,  représente  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever 
d'abord  le  liquide  à  la  température  que  l'on  a  en  vue,  et  pour  la  transformer  ensuite 
en  vapeur  à  cette  température  ;  dès  lors  le  principe  suivant  lequel  ce  phvsicien  déter- 
mine la  chaleur  latente  est  exact;  par  conséquent,  dans  les  limites  de  température  o 
et  aSo  degrés,  nous  pouvons  accepter  ses  chiffres  comme  des  données  complètement 
satisfaisantes  pour  la  détermination  des  valeurs  de  j;.. 

54.  Il  ne  reste  plus  que  le  troisième  des  éléments  ci-dessus,  à  savoir,  le  volume  d'un 
poids  donné  de  vapeur  saturée  ,  à  l'égard  duquel  il  nous  manque  des  résultats  exacts, 
pour  des  hmites  étendues  de  la  température;  aucune  recherche  n'ayant  été  faite  à  ce 
sujet  depuis  la  publication  de  notre  premier  travail ,  nous  ne  voyons  pas  de  raison  pour 
supposer  que  les  valeurs  de  a,  que  nous  y  avons  consignées,  ne  sont  pas  les  plus  pro- 
bables qu'il  soit  possible  d'obtenir  dans  l'état  actuel  de  la  science  ;  dès  lors ,  et  s'il  reste 

i*i  Si  la  vapeur  est  obligée  de  traverser  un  tube  long  et  étroit ,  ou  un  petit  orifice,  placé  dans 
l'appareil  calorimclrique,  il  y  aura  diminution  de  la  pression  avant  que  la  condensation  ail  lieu, 
el,  par  suite,  il  se  trouvera,  dans  deux  parties  différentes  du  calorimètre,  de  la  vapeur  saturée  à  des 
températures  diflérentes  (comme  il  arriverait,  par  exemple,  si  la  vapeur,  sortant  d^une  chaudière  à 
hante  pression,  était  distillée  à  1  air  libre);  cependant,  en  raison  de  la  chaleur  développée  par  le 
froltemeol  intérieur  du  fluide,  laquelle  est  précisément  Téquivalent  de  reflet  mécanique  dû  à  l'ex- 
pansion et  perdu  par  suite  du.mouvement  du  fluide,  la  quantité  de  chaleur  mesurée  par  le  calori- 
mètre sera  exactement  la  même  que  si  la  condensation  avait  lieu  à  une  pression  non  difl'érenie 
de  celle  de  la  vapeur  entrante.  Ces  circonstances  du  phénomc'ne  ont  échappé  i  M.  Clausius  {An- 
nales de  PoggendorXf,  iSôo,  n"  4,  page  Jio),  lorsqu'il  exprime  des  doutes  sur  la  possibilité  d'obtenir 
des  valeurs  exactes  de  I.t  chaleur  latente  de  la  vapeur  saturée ,  en  retranchant  la  chaleur  sensible  de 
la  chaleur  totale  de  M.  Regnault,  alléguant  pour  raison  que,  daus  les  expériences  de  ce  physicien  . 
la  condensation  doit  avoir  eu  lieu  à  la  même  pression  que  la  vaporisation  ou  du  moins  à  une  pression 
très-voisine.  La  question  n'est  pas  celle-ci  :  «  La  condensation  a-t-elle  eu  lieu  à  une  pression  plus 
..  basse  que  celle  de  la  vapeur  enlrinte?  ><  mais  bien  celle-ci  :  te  Dans  les  expériences  de  M.  Re- 
»  gnault,  la  vapeur  a  t-elle  fait  fonctionner  une  machine  pendant  son  passage  dans  le  calorimètre. 
«  ou  bien  s'est-il  produit,  quand  la  vapeur  se  précipitait  dans  l'instrument,  assez  de  bruit  pour 
à  transformer  une  portion  notable  de  la  chaleur  totale  en  effet  mécanique?  »  Repondre  négativement 
"c  cette  question,  c'est  nous  autoriser  suffisamment  à  adopter  avec  certitude  l'opinion  qui  regarde 
comme  exact  le  principe  qui  sert  de  base  à  la  détermination  de  la  chaleur  latente. 
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d'ailleurs  bien  entendu,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n°  55  diulit  travail,  que  des 
expériences  exactes  sur  les  densités  des  vapeurs  saturées  à  différentes  températures 
pourront  signaler  des  erreurs  considérables  dans  les  valeurs  de  ces  densités  calculées 
conformément  aux  lois  des  gaz ,  et  pourront ,  par  suite  ,  amener  des  changements  con- 
sidérables dans  nos  résultats ,  nous  continuerons  à  nous  servir,  comme  base  de  nos 
applications  numériques ,  de  la  Table  I  du  travail  cité  plus  haut ,  dans  laquelle  on  trouve 

les  valeurs  de  fi  pour  toutes  les  températures  -■>  i  -,  2  -■>•■•  ■•  280  -  degrés,  c  est- 
à-dire  la  valeur  moyenne  de  cette  quantité  pour  les  aSo  premiers  degrés  centigrades 
(à  partir  du  point  de  congélation)  du  thermomètre  à  air.  On  peut  ajouter  que  si,  ulté- 
rieurement ,  des  recherches  expérimentales  ,  suffisamment  dignes  de  confiance  au  point 
de  vue  de  l'exactitude,  et  entreprises  sur  l'air  ou  sur  toute  autre  substance,  condui- 
saient à  des  valeurs  de  fi  différentes  de  celles  dont  il  est  question  plus  haut ,  on  devrait 
considérer  ce  fait  comme  prouvant  qu'il  existe  une  différence  entre  les  véritables  den- 
sités des  vapeurs  saturées  et  celles  que  nous  avons  supposées  [*]. 

53.  La  Table  11  de  notre  premier  travail ,  dans  laquelle  sont  consignées  les  valeurs 

de    /       a  (il  pour  t  =  i,  t=  1,.  .  .,  t  =  aSo ,  permet  de  calculer  aisément  la  somn)e 

Jo 
d'effet  mécanique  qu'il  est  possible  de  retirer  d'une  quantité  donnée  de  chaleur, 
au  moven  d'une  machine  parfaite  fonctionnant  dans  une  étendue  quelconque  de 
l'échelle  thermométrique ,  pourvu  que  les  températures  considérées  soient  comprises 
entre  o  et  23o  degrés  ;  en  effet ,  la  quantité  qui  doit  être  divisée  par  J  [**  ]  dans  l'ex- 
posant de  l'expression  (  8  ) ,  s'obtiendra  en  retranchant  le  chiffre  de  cette  Table  qui  cor- 
respond à  la  valeur  de  T,  du  chiffre  correspondant  à  la  valeur  de  S. 

56.  Les  Tables  suivantes  donnent  les  résultats  numériques  obtenus  par  ce  procède , 
ainsi  qu'un  petit  nombre  de  chiffres  (voir  la  Table  supplémentaire)  calculés  pour  des 

[']  ^ous  ne  pouvons  croire  que  telle  ou  (elle  hypothèse,  semblable  À  celle  adoptée  par  M.  Clau- 
sius  comme  base  de  ses  recherches,  et  laquelle  conduit,  comme  il  le  montre,  à  des  valeurs  pour  la 
ilensilc  de  la  vapeur  aqueuse  saturée  à  différentes  températures,  qui  pccuscnt  des  déviations  consi- 
dérables aux  lois  suivant  lesquelles  varie  la  densité  des  gaz  avec  la  température  et  la  pression ,  nous 
ne  pouvons  croire  qu'une  telle  hypothèse  soit  plus  probable  que  celle  qui  consiste  à  supposer,  comme 
on  le  fait  habituellement,  que  la  densité  des  vapeurs  varie  conformément  à  ces  lois.  Dans  l'état  ac- 
tuel de  la  science,  on  aurait  tort  d'affirmer  que  l'une  des  hypothèses  est  plus  probable  ou  diffère 
moins  de  la  vérité  que  l'autre 

[**]  On  doit  remarquer  que  Tunilé  de  force  employée  dans  la  détermination  des  valeurs  de  /i  est 
le  poids  d'une  livre  de  matière  à  Paris  ,  et  que  l'unité  de  force  qui  entre  dans  l'expression  de  J  est  le 
poids  d'une  livre  de  matière  à  Manchester;  et  que,  par  suite,  en  vue  d'une  exactitude  rigoureuse, 
les  chiffres  devraient  être  modifiés  de  manière  à  se  rapporter  ii  une  commune  unité  de  force.  Mais  la 

Rravité,  à  Paris,  différant  de  ; au  plus  de  celle  de  Manchester,  la  correction  qu'on  apporterait 

serait  moindre  que  les  erreurs  probables  provenant  d'autres  causes  ;  par  suite ,  elle  doit  être  re(;ardée 
comme  négligeable 
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températures  supérieures  à  aSo  degrés,   en  prenant  pour  base  la  loi  suivant  la(|uelle 
varie  la  fonction  |       a  de  dans  les  limites  des  expériences. 

57.    Explication  des  Tables. 

La  colonne  I  contient  les  limites  de  température. 

La  colonne  II  contient  quelques  cas  des  autres  limites  de  tempcratuic    déduites  de 

.S 
la  Table  H  de  notre  premier  travail}   pour  lesquelles  les  valeurs  de  /       'j-dt  sont  les 

mêmes  <jue  pour  les  limites  correspondantes  de  la  colonne  I. 

Les  chiffres  de  la  colonne  III  représentent  le  rendement  en  force  mécanique  que  don- 
nerait l'unité  de  chaleur,  si  la  théorie  de  Carnot  n'avait  pas  besoin  de  modification 
(  c'est-à-dire  le  rendement  de  l'unité  de  chaleur,  et  des  quantités  supplémentaires  de 
chaleur  fournies  pour  compenser  celles  qui  sont  converties  en  effet  mécanique  aux 
diverses  températures  comprises  entre  les  limites). 

Les  chiffres  de  la  colonne  IV  représentent  le  rendement  réel  de  l'unité  de  chaleur;  la 
comparaison  de  ces  chiffres  avec  ceux  de  la  colonne  III  montre  de  combien  ce  rende- 
ment réel  est  inférieur  au  rendement  théorique  de  Carnot. 

Les  chiffres  de  la  colonne  VI  ont  été  calculés  par  la  formule 

dans  laquelle 

-=  =  2,71828..., 

et  dans  laquelle  on  a  successivement  substitue  à  |       adt  les  quantités  de  la  colonne  IIL 

Les  chiffres  de  la  colonne  IV  ont  ete  calcules  par  la  formule 
W=  1890  (i  —  R 

et  au  moven  des  valeurs  de  i  i  —  R    de  la  colonne  V. 
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38.    Table  de  la  puissance  motrice  de  la  chaleur. 

1 

0 

3i°o8 

3o° 

4,960 

4,9i8 

o,oo356 

0,96644 

lO 

0 

40,86 

3o 

48,987 

.18,1 

0,0346 

0,96.54 

20 

0 

5i,; 

3o 

9(5,656 

9?  ,4 

0,067 

0,933 

3o 

0 

62,6 

3o 

143,060 

i36,o 

0,098 

0,90a 

40 

0 

73,6 

3o 

188,220 

176,0 

0,12- 

0,873 

5o 

0 

«4,5 

3o 

232,180 

214,0 

o,i54 

0,846 

60 

0 

95,4 

3n 

274,970 

■%.o 

0,179 

0,821 

70 

0 

106,3 

3o 

316,640 

283, 0 

0,204 

<s:9fi 

80 

0 

117,2 

3o 

357,270 

3i5,o 

0,227 

0,773 

90 

0 

128,0 

3o 

396,930 

345,0 

0,248 

0,752 

100 

0 

i38,8 

3o 

435,690 

3-4,0 

0,269 

0,731 

110 

0 

149. 1 

3o 

473,620 

401,0 

0,289 

0,711 

120 

0 

160,3 

3o 

510,770 

427,0 

o,3o8 

0,192 

i3o 

0 

171 ,0 

3o 

547,210 

452,0 

0,325 

0,675 

140 

0 

181,7 

3o 

582,980 

476,0 

0,343 

0,657 

i5(. 

0 

192,3 

3o 

618,140 

499,0 

0,359 

0,64. 

ifio 

0 

203,0 

3o 

652,740 

521  ,0 

0,375 

0,62,') 

170 

0 

2i3,6 

3o 

686,800 

542,0 

0,390 

0,610 

180 

0 

224,2 

3o 

720,390 

.562,0 

n,4o4 

0.596 

190 

0 

190,0 

0 

7 '3,500 

.582,0 

o,4iS 

o,58a 

■200 

0 

2i)O,0 

0 

786,170 

600,0 

0,432 

0,568 

210 

0 

210 

0 

818,4,50 

619,0 

0,445 

0,5.55 

220 

0 

220 

0 

85o,i4o 

636,0 

o,i57 

0.542 

2^0 

0 

23o 

0 

.881,870 

6.53,0 

0 ,  470 

o,53o 

39. 

Table  supplémentaire  de  la  pu 

issance  motrice  de  la  chale 

ur. 

lOI  ,1 

0 

140 

3o 

4^9.9 

377,0 

0,271 

0,729 

io5,8 

0 

23o 

100 

446,2 

382,0 

0,275 

0.725 

3oo 

0 

3oo 

0 

logig.o 

757,0 

0,545 

0,4.5s 

400 

0 

400 

0 

1395,0 

879,0 

0,632 

0,368 

5o<j 

0 

5oo 

0 

1690,0 

979,0 

0,704 

o,2()6 

fioo 

0 

600 

0 

1980,0 

10.59,0 

0,762 

0.238 

50 

0 

=0 

0 

00 

1390,0 

1 ,000 

0,000 
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40.  Si  l'on  prend  pour  exemple  les  limites  3o  et  i4o  degrés,  qu'on  rencontre  dans 
quelques-unes  des  meilleures  machines  à  vapeur  qui  aient  été  construites  [  *],  on  trou- 
vera dans  la  colonne  IV  de  la  Table  supplémentaire  le  chiffre  3'j'j  livres  élevées  a 
I  pied  pour  représenter  le  rendement  de  l'unité  de  chaleur,  au  lieu  de  44°  inscrit  dans 
la  colonne  III ,  comme  étant  le  rendement  indiqué  par  la  théorie  de  Carnot.  Nous 
en   concluons  que  le    travail   produit   en    i845  par  la    machine  de  Foivey-Consols, 

au  lieu  d'être  de  67  -  pour  100,  a  été  en  réalité  de  67  pour  100,  c'est-à-dire  le  --  du 

travail  produit  par  une  machine  parfaite  fonctionnant  dans  les  mêmes  limites  de  tem- 
pérature; or  ce  dernier  travail  est  les  0,271  (un  peu  plus  du  quart)  de  l'équivalent 
total  de  la  chaleur  employée;  d'oîi  l'on  conclut  que  la  machine  à  vapeur  en  question  a 

converti   en   effet   mécanique  la  fraction   ^^ — ;-  de  la   chaleur   dépensée,    c'est-à-dire 

5,49 

18  pour  loo. 

41.  Les  derniers  chiffres  de  la  Table  supplémentaire  font  voir  quel  avantage  consi- 
dérable on  pourrait  obtenir  en  perfectionnant  la  machine  à  air,  ou  en  employant  toute 
autre  machine  thermodynamique  dans  laquelle  on  augmenterait  l'étendue  des  limites 
de  la  température  fort  au  delà  de  ce  qu'on  peut  réaliser  dans  les  machines  à  vapeur 
d'eau.  Ainsi ,  une  machine  à  air,  dont  la  partie  chaude  serait  à  600  degrés  et  la  partie 
froide  à  o  degré  centigrade,  et  qui  fonctionnerait  daus  des  conditions  parfaites  d'éco- 
nomie, pourrait  convertir  en  effet  mécanique  76  pour  100  de  la  chaleur  totale  eni- 
plovée  ;  ou ,  si  elle  travaillait  avec  la  même  économie  que  la  machine  de  Fowey- 
Consols,  c'est-à-dire  en  produisant  67  pour  100  du  rendement  correspondant  à  des 
limites  de  température ,  cette  machine  à  air  transformerait  en  effet  mécanique  5 1  p.  1 00 
de  toute  la  chaleur  dépensée. 

42.  Dans  une  Lettre  du  g  décembre  1848,  M.  Joule  nous  a  suggère  l'idée  que  la 
véritable  valeur  de  fi  pourrait  bien  varier  »  en  sens  inverse  de  la  température  à  partir  de 
zéro  1)  [**] ,  et  nous  a  communiqué  les  valeurs  de  cette  quantité  ,  à  différentes  tempéra- 

[*]  Voir  VAppcndice  au  Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot,  section  V. 
f**]  Si  nous  faisons 

a  =  IS.    p;  -  ï 

IH-Eï 

dans  laquelle  R  ]ïeiit  être  une  constante  quelconque,  nous  aurons 

K 

'     /  C  _ .  _  T  \ 


formule  que  nous  donnions  dans  la  lecture  du  présent  travail.  Depuis,  nous  avons  remarque  que 
l'hypothèse  de  M.  Joule  indique  essentiellement  que  le  coefficient  K  doit  être,  comme  dans  notre 
leite,  l'équivalent  mécanique  de  l'unilc  de  chaleur.  Dans  une  Lettre  du  -27  mars  i85i,  M.  Ran  - 
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tures,  calculées  par  la  formule 

(II)  ."^Jt^të".' 

pour  que  nous  les  coraparions  avec  les  valeurs  que  nous  avions  obte  n  lus  tn  rnipif  Ai'i 
des  données  relatives  à  la  vapeur  d'eau .  Cette  formule  est  également  adoptée  par  M .  Claii- 
sius  qui  s'en  sert ,  comme  base  fondamentale ,  dans  ses  recherches  analytiques  sur  le 
sujet  qui  nous  occupe.  Si  y.  pouvait  être  représente  exactement  par  celte  formule  ,  on 
aurait 

ft  rf<  =  J  log 


X 


't    '^  »  I  -)-  ET 

et ,  par  suite ,  les  équations  (i)  et  (  2  )  deviendraient 

S—  T 

(.2)  ^^-J^ ' 


(.3)  ^  =  - 

45.  Les  raisons  sur  lesquelles  se  fonde  M.  Joule  pour  penser  que  l'équation  (1 1) 
peut  être  l'expression  exacte  de  la  fonction  de  Carnot,  quoique  les  résultats  fournis 
par  elle  diffèrent  considérablement  des  chiffres  contenus  dans  la  Table  I  de  notre  pre- 
mier travail ,  ces  raisons  formeront  le  sujet  d'une  communication  que  nous  aurons 
l'occasion  de  faire  à  la  Société  avant  la  clôture  de  la  présente  session. 

TROISIÈME  PARTIE. 

.■application  de  la  théorie  dynamique  «  l'établissement  de  certaines  retatinii^  ,,iir,    1, . 
propriétés  physiques  de  toutes  les  substances . 

44.  Les  deux  équations  fondamentales  de  la  théorie  dynamique  de  la  chaleur,  l'ta- 
blies  plus  haut,  expriment  les  relations  qui  existent  entre  les  quantités  de  chaleur  né- 
cessaires pour  produire  des  changements  de  volume  et  de  température  dans  une  sub- 
stance matérielle  quelconque  soumise  à  une  pression  uniforme  dans  tous  les  sens,  et 
elles  conduisent  à  plusieurs  conclusions  remarquables.  Telles  sont  celles  qui ,  étant  in- 

kinc  nous  infoime,  qu'au  moyen  des  principes  exposés  dans  le  Mémoire  qu'il  a  communiqué 
l'année  dernière  à  la  Société  royale,  il  est  parvenu  il  établir  une  formule  qui  donne  le  rapport  de  la 
quantité  maximum  de  chaleur  convertie  en  liïit  mécanique,  à  la  totalité  de  la  chaleur  dépensée, 
dans  une  macliincexpansive quelconque;  et  nous  trouvons  qu'elle  concorde  esactemeniavec  l'eipren- 
sion  'la)  que  nous  donnons  dans  le  texte  comme  conséquence  de l'hypotlièse  sugcérée  par  ^f  Joule, 
au  sujet  de  la  valeur  de  /i.  à  une  température  quelconque  (4  avril  i8Ji). 
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dépendantes  du  principe  de  M.  Joule ,  équation  (2  )  du  n°  20 ,  et  de  l'Iiypothése  ,  vraie 
ou  fausse,  de  Carnot,  sur  la  permanence  de  la  chaleur,  sont  communes  à  sa  théorie  et 
à  la  théorie  dynamique ,  et  parmi  ces  dernières ,  quelques-unes  des  plus  importantes  [  *  ] 
ont  été  données  par  Carnot  lui-même  et  par  les  auteurs  qui  ont  adopté  après  lui ,  sans 
modification  ,  les  mêmes  principes  et  le  même  mode  de  raisonnement.  L'équation 
dU        rfN 

qui  est  l'expression  analytique  de  l'hypothèse  de  Carnot  (et  qui ,  par  suite,  pouvait  in- 
diquer un  procédé  expérimental  pour  en  vérifier  l'exactitude) ,  a  pu  conduire  à  d'autres 
déductions  remarquables;  mais  il  n'est  pas  parvenu  à  notre  connaissance  que  personne 
ait  obtenu  et  publié ,  en  se  fondant  sur  cette  hypothèse ,  des  conclusions  qui  ne  sont 
pas  comprises  dans  la  loi  générale  de  Carnot  relative  à  la  puissance  motrice  de  la  cha- 
leur dans  des  limites  finies  de  la  température. 

4o.  Les  publications  récentes  de  M5L  Rankine  et  Clausiiis  contiennent,  au  sujet  des 
propriétés  physiques  des  différentes  substances ,  quelques-unes  des  conséquences  qui 
découlent  du  principe  fondamental  de  la  théorie  dynamique  [**];  parmi  elles  on  peut 
citer,  d'une  part,  une  découverte  remarquable,  faite  simultanément  par  les  deux  au- 
teurs, sur  la  chaleur  spécifique  de  la  vapeur  d'eau  (sujet  que  nous  traitons  ci-dessous 
dans  le  n°  08 1,  et,  d'autre  part,  une  propriété  particulière  de  l'eau  à  son  point  de 
congélation,  déduite  par  M.  Clausius  de  ses  recherches  sur  l'eau  et  la  glace  soumises  à 
une  pression  extérieure ,  et  de  laquelle  il  résulte  que  la  chaleur  latente  de  l'eau  ,  dont  la 
valeur  est  de  7g  sous  la  pression  atmosphérique,  diminue  d'une  quantité  égale  à  0,081, 
pour  chaque  dixième  de  degré  dont  on  abaisse  le  point  de  congélation  de  l'eau  en  la 
soumettant  à  une  pression  extérieure.  Les  recherches  de  ces  deux  auteurs  supposent 
l'existence  fondamentale  de  diverses  hypothèses  qui  sont  susceptibles  d'être  plus  ou 
moins  démenties  ou  confirmées  par  l'expérience  ;  de  telle  sorte  qu'il  est  assez  difficile 
d'inférer  de  leurs  écrits  quelle  portion  de  leurs  conclusions,  particulièrement  en  ce  qui 
concerne  l'air  et  les  gaz  en  général,  dépend  uniquement  des  principes  fondamentaux 
de  la  théorie  dynamique. 

4G.  Dans  ce  qui  va  suivre ,  nous  établissons  les  propriétés  des  substances  matérielles , 
au  point  de  vue  de  la  chaleur  spécifique  ,  en  faisant  l'application  de  nos  deux  propo- 
sitions fondamentales,  exprimées  analytiqueraent  par  les  deux  équations 


dm        dîi  _i  dp 

I   dp 

1M=-  -f 

u.    dt 


[  équation  \  2  ;  du  n"  20  J . 
[équation  (  3  ■  du  n°  21  i . 


[♦]  Voir  ci- dessus,  n»22. 

[•*]  Vo/r  ci-dessus  la  première  proposilion  ronJaiiieiilalc. 
Tome  XVII.  —  Jiin  iSïj. 
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et  cette  application  est  faite  séparément  an  cas  d'un  fluide  dont  la  densité  varie  rigou- 
reusement suivant  les  lois  des  gaz ,  et  au  cas  d'un  milieu  composé  de  plusieurs  parties , 
à  la  même  température,  mais  se  présentant  dans  des  états  différents,  comme,  par 
exemple ,  de  l'eau  avec  de  la  vapeur  saturée,  ou  de  l'eau  avec  de  la  glace. 

47.  On  doit  d'abord  remarquer  que,  suivant  la  définition  de  M  et  N  contenue  dans 
le  n"  20 ,  N  doit  être  ce  qu'on  appelle  habituellement  la  citalcur  spécifique  à  volume 
constant  d'une  substance ,  pourvu  toutefois  que  la  quantité  considérée  de  cette  substance 
soit  le  poids-type  adopté  dans  l'expression  des  chaleurs  spécifiques;  pour  cette  raison  , 
nous  adopterons  dorénavant  l'unité  de  poids  en  question.  Dès  lors,  l'équation  fonda- 
mentale delà  théorie  dynamique,  c'est-à-dire  l'équation  (2)  du  n"  20  exprime  une  re- 
lation entre  cette  chaleur  spécifique  et  les  quantités  M  et  /;.  Si  nous  éliminons  M  de 
cette  expression  ,  au  moyen  de  l'équation  (  3)  du  n°  21  que  l'on  déduit  de  l'expression 
analytique  du  deuxième  principe  fondamental  de  la  théorie  de  la  puissance  motrice  de 
la  chaleur,  nous  aurons 


■4) 


</N  _      [fi  dt  J        i  dp 
dv  dl  .î  dl  ' 


équation  qui  représente  la  relation  qui  existe,  d'une  part,  entre  la  variation  que  pro- 
duit, dans  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant  d'une  substance  quelconque,  un 
changement  de  volume  opéré  à  une  température  constante,  et,  d'autre  part,  entre  la 
variation  que  subit  la  pression  par  suite  d'un  changement  de  température ,  le  volume 
restant  constant;  cette  expression  renferme  la  fonction  (^  de  la  température,  identique 
pour  toutes  les  substances. 

48.  Soit  maintenant  K  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante.  Si  les  quantités  dv 
et  dt  ont  entre  elles  une  relation  telle,  que  la  pression  du  milieu  ,  quand  son  volume  et 
sa  température  sont  respectivement  v -i- dv  et  t-{-dt,  soit  absolument  la  même  que 
que  quand  ce  volume  et  cette  température  sont  c  et  /,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

o  =  'fuv  +  ±dt, 
dv  dt 


Kdt  =  Udv^  INrf/, 


d'où  l'on  conclut 


(.5)  '«=-^(«^ 

dt 


expression  qui  montre  la  signification  de  la  quantité  que  nous  avons  appelée  M,  «p 
fonction  des  deux  chaleurs  spécifiques.  Si  l'on  substitue  la  valeur  de  M  qui  découle  de 
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i'equation  (3  1  du  n"  SI,  on  aura 

/^y 

(i6;                                             K  — N=- 

U) 

PX 


c'est-à-dire  la  valeur  de  la  différence  entre  les  deux  chaleurs  speciKques,  déduite, 
sans  l'aide  d'aucune  hypothèse ,  du  deuxième  principe  fondamental  de  la  théorie  dyna- 
mique de  la  chaleur. 

49.  On  peut  mettre  ces  résultats  sous  une  forme  plus  commode  pour  l'application 
qu'on  peut  en  faire  aux  substances  solides  et  liquides;  il  suffit  pour  cela  d'introduir»- 
la  notation  suivante 

(■-  —-(-I)'   •  =  ;!• 

-  représentant  la  valeur  de  la  compressibilité  et  le  coefficient  de  dilatation  par  la 
chaleur. 


Les  équations  (i4),  (i6)  et  (3)  deviennent  alors 


(-9) 

lio^  M  = 

la  troisième  de  ces  équations  étant  là  pour  montrer  d'une  manière  explicite  la  quantité 
de  chaleur  développée  par  la  compression  de  la  substance  maintenue  à  une  tempéra- 
ture constante.  Enfin,  si  9  représente  l'élévation  de  température  qui  est  produite  par 
la  compression  du  volume  àe  v  -{-dv  k  c,  avant  qu'aucune  quantité  de  chaleur  soit 
dégagée  extérieurement ,  nous  aurons 

(2i)  9  =  i-rfi.  = 


oO.  La  première  de  ces  valeurs  de  9  montre  que,  lorsque  la  substance  se  contracte 
pendant  que  sa  température  s'élève  (  ce  qui  arrive  ,  par  exemple ,  à  l'eau  entre  le  point 
de  sa  congélation  et  le  point  correspondant  au  maximum  de  densité^  ,  une  compression 
subite  produirait  dans  la  substance  un  abaissement  de  température.  La  deuxième  ex- 
pression donne  exactement,  en  fonction  de  la  compressibilité  et  de  la  dilatabilité, 
quel  changement  apporterait  à  la  température  un  changement  de  volume  infiniment 
petit;  elle  conduit  d'ailleurs  à  la  valeur  approchée 


^=^' 


3o. 
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si,  comme  c'est  probablement  le  cas  de  toutes  les  substances  solides  et  liquides  con- 
nues ,  la  valeur  de  e  est  assez  faible  pour  que  la  quantité  e .  vke  soit  très-petite  par  rap- 
port à  (tK. 

oi.  Considérons  maintenant  une  substance  gazeuse,  et  introduisons  dans  nos  for- 
mules l'hypothèse  que  la  variation  de  sa  densité  ait  lieu  rigoureusement  suivant  les  lois 
des  gaz;  nous  aurons  alors,  d'après  la  loi  de  Boyle  et  de  Mariette,  relative  à  la  com- 
pression , 


(22) 

dv 

et ,  d'après  la  loi  de 

Gay- 

•Lussac , 

(23) 

dv  _ 

Ec 
I  +Er 

d'où  nous  tirons 

dp 
dt 

^P 

I  4-Ef 

L'équation  (i4)  deviendra,  par  suite, 

d\-^ ^1 


H) 


dv 


résultat  parricuHer  à  la  théorie  dynamique. 
L'équation  (i6)  deviendra  également 

E».    DO 

(25)  K-N=  ^ 


p(i+E/)'' 


expression  qui  s'accorde  avec  le  résultat  du  n"  83  de  notre  premier  travail.  Si  V  repré- 
sente le  volume  du  gaz  à  la  température  de  o  degré  et  sons  l'unité  de  pression , 
l'équation  (zS)  devient 

(^^)  ^-^  =  ,I(^)- 

32.  Toutes  les  conclusions  de  RL  Clausius,  en  ce  qui  concerne  l'air  ou  les  gaz  ,  peu- 
vent s'obtenir  immédiatement  au  moyen  des  équations  précédentes ,  en  prenant 

ce  qui  donner;? 

rfN 

fX  en  supposant,   comme  lui ,  que  la  valeur  de  N,  déjà  indépendante  de  la  densité  du 
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gaz  en  raison  de  cette  dernière  équation  ,  est  également  indépendante  de  la  tempéra- 
ture. 

Sô.  Pour  faire  une  dernière  application  des  équations  fondamentales  de  la  théorie  dy- 
namique ,  supposons  que  le  milieu,  pour  lequel  on  a  defigi  les  quantités  M  et  N  ,  soit 
composé  du  poids  i  —  x  d'une  substance  dans  un  certain  état,  et  du  poids  x  de  la 
même  substance  dans  un  autre  état ,  à  la  même  température  ,  mais  contenant  une  plus 
grande  quantité  de  chaleur  latente.  Pour  fixer  les  idées  et  éviter  les  circonlocutions, 
nous  supposerons  que  la  première  portion  est  à  l'état  liquide,  et  la  seconde  partie  à 
l'état  gazeux;  mais  ,  comme  on  le  verra ,  tout  ce  que  nous  dirons  s'applique  également 
au  cas  d'un  solide  en  contact  avec  la  même  substance ,  soit  à  l'état  liquide ,  soit  à  l'état 
gazeux. 

SA.  Supposons  que  c  et  t  soient  respectivement  le  volume  et  la  température  du 
milieu  considéré  dans  son  ensemble  ;  nous  aurons 

(27)  \(l  —  x)-hyx=  u, 

si  ).  et  7  représentent  respectivement  les  volumes  de  l'unité  de  poids  de  la  substance 
dans  ses  deux  états;  d'un  autre  côté,  la  pression  p  peut  être  considérée  comme  étant 
une  fonction  de  /  dépendante  uniquement  de  la  nature  de  la  substance  considérée.  Pour 
exprimer  les  valeurs  de  M  et  de  N  pour  le  milieu  composé  dont  il  s'agit ,  appelons  L  la 
chaleur  latente  de  l'unité  de  poids  de  la  vapeur,  c  la  chaleur  spécifique  du  liquide, 
et  h  la  chaleur  spécifique  de  la  vapeur  maintenue  à  l'état  de  saturation  ;  nous  aurons 

dx 
Mdt>  =:L-—dv, 
dv 

N  rfï  =  c  (i  —  x)dt-\-  hxdt  -{-L  —-dt. 


dt 


Or  l'équation  (  27  )  nous  donnera 

dx 
[aS)  (7_X)— =  1 


(29)  (^_;)_  +  (,_,)_  +  ^_  =  o; 

on  en  tire  donc 

(3o) 


L 

7^' 


(3i)  îi  =  c(i—x)-i-/ix  —  L 

opositioD 
(V-X) 


.  dl  dy 

l  —  x)—  -hx-i- 

'  dt  dt 


7-X 
83.  L'expression  de  la  deuxième  proposition  fondamentale  devient ,  dans  ce  cas,. 

dp 

^'  —  "'dF 

(32)  fl= , 
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équation  qui  s'accorde  avec  le  résultat  original  de  Carnot,  et  qui  n'est  autre  chose  que 
la  formule,  mentionnée  ci-dessus  au  n°  51 ,  qui  nous  a  servi  à  déterminer  fi  au  moyen 
des  observations  de  M.  Regnault  sur  la  vapeur  d'eau. 

S6.  Pour  obtenir  la  conclusion  qu'on  peut  tirer  de  la  première  proposition  fonda- 
mentale ,  nous  différentierons ,  par  rapport  à  «  et  c ,  les  deux  valeurs  ci-dessus  de  M 
et  de  N  ,  et  nous  aurons 

dU  __       1         dL  _         L  ûT  (7  —  a) 

(it    ^  7  —  A       r/t         {7— >■)■  rff 

/  I2  _  ^\ 

rfN  _  (  dt        dt    j  dx  _V  h  —  c  L        ^d.yf  —  X) 

rfT""  \  7— W    dv  ~  Vt  —  I  ~  (7^X?J  df'^ 

Par  suite ,  l'équation  (  2  )  du  n"  20  devient 

dh 

-—  -(-  c  —  /j  , 

,„,  dt I   dp 

^^3)  7->      =îdF- 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  l'expression  (Sa)  tirée  delà  deuxième  proposition 

fondamentale,  on  aura 

(34)  -^c-U  =  ^: 

l'i-quation  (33)  concorde  exactement  avec  une  expression,  donnée  pour  la  première 
fois,  par  M.  Clausius,  et  la  méthode  d'investigation  précédente  est  en  substance  la 
même  que  celle  employée  par  ce  savant.  I,a  deuxième  équation  diffère  d'une  autre  ex- 
pression donnée  également  par  M.  Clausius,  seulement  en  ce  sens  qu'elle  n'implique 
aucune  hypothèse  relativement  à  la  forme  de  la  fonction  ^  de  Carnot. 

37.  Si  nous  supposons  les  quantités  ft  et  L  connues  pour  une  certaine  température 

quelconque,  l'équation  (  32  )  nous  donnera  le  moyen  de  déterminer  la  valeur  de  -~  pour 

cette  température  ;  par  suite,  si  nous  en  tirons  la  valeur  de  dt ,  nous  aurons 

(35)  '''='i^''P^ 

expression  qui  montre  quel  changement  produit  la  pression  sur  le  point  d'ébullition  du 
liquide,  quand  le  milieu  est  composé  d'un  liquide  et  de  sa  vapeur,  ou  sur  le  point  de 
fusion  du  solide,  quand  le  milieu  consiste  en  un  solide  en  contact  avec  la  même  sub- 
stance à  l'état  liquide.  Cette  expression  s'accorde  avec  la  conclusion  à  laquelle  est  ar- 
rivé notre  frère  aîné  dans  ses  Recherches  théoriques  sur  l'effet  d'abaissement  que  pro- 
duit la  pression  sur  le  point  de  congélation  de  l'cau\*\  Le  résultat  qu'il  a  obtenu  en 

(*]  Transactions,  vol.  XVI,  cinquième  partie.  Son  travail  a  été  publié  de  nouveau,  avec  de  légères 
modifications,  dans  le  Journal  de  ilathimtt.liqucs  de  Cambridge  et  Dublin,  nouvelle  série,  vol.  \'. — 
Novembre  i85o. 
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prenant  pour  fi  la  valeur,  à  la  température  de  o  degré ,  qui  découle  de  la  lable  1  de 
notre  premier  travail,  peut  s'énoncer  ainsi  :  Chaque  augmentation  d'une  atmosphère 
dans  la  pression  produit  un  abaissement  de  o,oo'j5  degré  centigrade  dans  la  tempé- 
rature du  point  de  congélation.  M.  Clausius  obtient  le  chiffre  0,00^33,  avec  des  don- 
nées identiques,  abstraction  faite  de  ix;  la  différence  entre  ces  deux  chiffres  provient 
de  ce  que  celui  de  M.  Clausius  a  été  calculé  avec  une  formule  qui  suppose  implicite- 

ment  pour  p   la  valeur  hypothétique  J —  •  C'est  en  appliquant  l'équation  i  33;  à 

la  détermination  de  la  quantité  — —  ?  pour  le  même  cas,  que  M.  Clausius  est  arrivé  au 

curieux  résultat,  mentionné  au  n"  45  ,  au  sujet  de  la  chaleur  latente  de  l'eau  soumise  à 
une  pression  extérieure. 

58.  Enfin,  on  doit  remarquer  que  toutes  les  quantités,  à  l'exception  de  // ,  qui 
entrent  dans  l'équation  (33),  sont  connues  avec  une  exactitude  assez  satisfaisante,  en 
ce  qui  concerne  la  vapeur  d'eau,  dans  des  limites  assez  étendues  de  la  température; 
cette  équation  peut  donc  nous  servir  à  déterminer  h  ,  quantité  qui  n'a  ,  jusqu'à  pré- 
sent ,  fait  le  sujet  d'aucune  recherche  expérimentale.  Nous  avons  ainsi 

7  —  \  dp        I  dL 

-''  =  ^-dF~{-d7 

expression  dans  laquelle  on  doit  prendre  pour  7  les  meilleures  valeurs  connues  de  la 
densité  de  la  vapeur  d'eau  saturée.  Si ,  pour  le  calcul  de  celte  densité\  à  différentes  tem- 
pératures ,  nous  avons  recours  aux  lois  des  gaz ,  en  prenant  pour  point  de  départ  le 

chiffre  —pi   _— ^  pour  la  densité  à  100  degrés,  et  en  nous  servant  des  pressions  deter- 
1093,5  ^       ' 

minées  par  M.  Regnault,  les  valeurs  du  premier  terme  du  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  seront  les  mêmes  que  si  nous  les  mettions  sous  la  forme  suivante,  tirée 
(le  l'exp ression  d^), 

J  \dt 

et  employions  les  valeurs  de  pt  que  l'on  trouve  dans  la  Table  I  de  notre  premier 
travail.  Les  valeurs  de  —  h,  inscrites  dans  le  tableau  suivant,  ont  été  calculées  par  ce 
procède,  et ,  de  plus,  en  utilisant  les  données  suivantes  fournies  par  M.  Regnault  et  dé- 
duites de  ses  expériences  sur  la  chaleur  totale  de  la  vapeur  et  sur  la  chaleur  spécifique 
de  l'eau  , 

h  c  ^  o ,  3o5 , 

dt 

L  =  606,5  -f-  o,3o5  t —  (0,00002  .  ?"  -f-  o,oooooo3  /•'). 

Les  valeurs  de  —  h  ,  inscrites  dans  la  troisième  colonne  du  tableau,  sont  celles  obtenues 
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par  M.  Clausius  au  moyen  d'une  équation  identique  avec  l'expression  sous  laquelle  se 

E 

présenterait  l'équation  { 34  )  si'  l'on  y  substituait  pour  p  la  valeur  J =-• 


VALEURS  DE  —h 

suivant 

la  Tahlc   I 

VALEIRS  DE  —  7) 

' 

du 

suivant  M     Clausius 

Fiipport  sur  la  théorie 

..(?  Carnol. 

o 

1,863 

i,C)i6 

5o 

'.479 

1,465 

lOO 

',■74 

i,i33 

130 

o,95i 

0,879 

200 

0,780 

0,676 

o9.  D'après  ces  résultats,  il  paraît  que  la  quantité  /;  est  négative  dans  toute  l'étendue 
de  l'échelle  thermoniétrique  à  laquelle  se  rapportent  les  expériences;  conséquemment, 
si  l'on  comprime  une  certaine  quantité  de  vapeur  saturée  dans  un  vase  où  il  n'existe 
pas  d'eau  à  l'état  liquide,  il  faudra  continuellement  lui  enlever  de  la  chaleur  pour  que 
cette  vapeur  reste  à  l'état  de  saturation,  à  mesure  que  sa  température  s'élèvera;  et  in- 
versement ,  si  on  laisse  se  dilater  en  vase  clos  de  la  vapeur  saturée ,  il  faudra  lui  fournir 
de  la  chaleur  pour  empêcher  une  partie  de  cette  vapeur  de  se  transformer  en  liquide, 
à  mesure  que  sa  température  s'abaissera.  Cette  conclusion  extrêmement  remarquable 
a  été  énoncée ,  pour  la  première  fois ,  par  M.  Rankine  dans  le  travail  qu'il  a  communi- 
qué à  la  Société  le  4  février  de  l'année  dernière  ;  elle  a  été  découverte  en  même  temps 
par  M.  Clausius,  et  publiée  dans  le  Mémoire  qu'il  a  inséré  dans  les  Annales  de  Pog- 
gendorffj  aux  mois  d'avril  et  de  mai  de  la  même  année. 

60.  On  pourrait  croire ,  à  première  vue ,  qu'il  y  a  contradiction  ,  d'une  part ,  entre 
ce  fait  bien  connu,  que  la  vapeur  s'échappant  à  l'air  libre,  à  travers  un  petit  orifice, 
d'une  chaudière  à  haute  pression  ,  ne  brûle  pas  en  la  mouillant ,  la  main  qu'on  expose 
au  courant  [*],  et,  d'autre  part ,  cette  proposition ,  que  de  la  vapeur,  se  dilatant  à  partir 
de  l'état  de  saturation,  a  besoin  qu'on  lui  fournisse  de  la  chaleur  pour  l'empêcher  de  se 


['1  [Noie  ajoutée  le  26  juin  i8'ii.]  A  présent,  je  suis  poric  à  croire  que  la  vite.'ise  du  courant  dans 
ces  circonstances  exerce  une  (jrande  influence  sur  la  sensation,  en  faisant  un  mélange  de  la  vapeur  avec 
l'air cuvironnant.  En  cfTet ,  j'ai  trouvé  que  la  main  soulTrcde  la  douleur  quand  on  rcvposc  à  un  cou- 
rant de  la  vapeur  émise  d'une  chaudière  ordinaire  a  pression  atmosphérique,  même  si  l'on  fait  passer 
la  vapeur  à  travers  un  tujau  en  cuivre,  appliqué  à  la  bouche  de  la  chaudière  et  entouré  de  sources 
de  chaleur  pour  dessécher  la  vapeur.  Mais  s'il  peut  y  avoir  de  l'incertitude  sur  les  causes  des  sensa- 
tions diverses  dans  les  diverses  circonstances,  je  ne  crois  pas  qu'il  puisse  y  en  avoir  sur  le  fait  de  la 
sécheresse  du  courant  près  de  l'orifice  d'une  chaudière  à  haute  pression  ,  ni  sur  l'exactitude  de  l'ex- 
plication que  j'ai  donnée  de  ce  fait,  dans  la  Lettre  à  M.  Joule. 
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condenser  en  partie;  puisque,  en  effet,  la  vapeur  s'échappant  ainsi,  échauderait  la 
main  si  elle  n'était  pas  complètement  sèche,  et  conséquemment ,  si  elle  n'était  pas  à 
une  température  supérieure  à  celle  de  l'ébullition.  Voici  l'explication  de  cette  difficulté 
apparente,  telle  que  nous  l'avons  donnée  dans  une  Lettre  écrite  par  nous  à  M.  Joule 
en  octobre  dernier,  et  publiée  dans  le  Philosophical  Magazine  :  La  vapeur,  en  se  pré- 
cipitant à  travers  l'orifice  ,  produit  un  effet  mécanique  qui  est  immédiatement  perdu  en 
frottement  du  fluide ,  et  qui  est ,  par  conséquent ,  retransformé  en  chaleur  ;  de  la  sorte , 
la  vapeur,  sortant  à  la  pression  atmosphérique,  aurait  à  céder,  pour  se  convertir  en 
eau  à  loo  degrés,  autant  de  chaleur  qu'elle  en  céderait  si  elle  était  d'abord  condensée 
à  la  haute  pression  de  la  chaudière,  et  si,  après  coup,  sa  température  était  ramenée 
à  loo  degrés  :  or  la  chaleur  cédée ,  dans  ce  dernier  cas  ,  par  une  livre  de  vapeur  saturée 
avant  la  température  t  dans  son  état  initial ,  est  supérieure  (  suivant  la  loi  de  Watt  mo- 
difiée par  M.  Regnault  ) ,  de  la  quantité  o ,  3o5  X  (  <  —  i  oo  ) ,  à  la  chaleur  que-la  vapeur 
saturée  à  lOO  degrés  devrait  abandonner  pour  être  réduite  en  liquide  ;  conséquemment , 
la  vapeur  sortante  doit  avoir  une  température  supérieure  à  loo  degrés,  et,  par  suite, 
elle  doit  être  sèche. 


II. 


Mémoire  sur  une  méthode  de  déterminer  par  l'expérience  la  relation 
qui  existe  entre  le  travail  dépensé  et  la  chaleur  produite  dans  la 
compression  d'un  gaz. 


(Mémoire  lu  21   avril    iSfn.) 


61.  Les  recherches  importantes  de  M.  Joule  sur  les  circonstances  thermales  qui  ac- 
compagnent la  dilatation  et  la  compression  de  l'air,  le  mode  admirable  de  raisonnement 
qu'il  expose  à  ce  sujet  dans  son  travail  Sur  les  changements  de  température  produits 
par  la  raréfaction  et  la  condensation  de  l'air[*\,  et  principalement  le  moyen  qu'il 
emploie  pour  tenir  compte  de  tout  l'effet  mécanique  qui  peut  se  produire  extérieure- 
ment, ou  se  perdre  intérieurement  en  frottements  du  fluide  ,  ont  introduit  une  méthode 
tout  à  fait  nouvelle  de  traiter  les  questions  relatives  aux  propriétés  physiques  des 
fluides.  L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  faire  voir  comment ,  au  moyen  de  cette  mé- 
thode, et  en  s'appuyant  sur  les  principes  exposés  dans  notre  précédent  travail,  on  peut 
établir  une  théorie  complète  des  phénomènes  observés  par  M.  Joule,  et  de  signaler 
quelques-uns  des  résultats  qu'il  y  aurait  à  obtenir  en  continuant  et  en  étendant  ses 
recherches  expérimentales. 

(•]  Philosophical  Magazine,  mai  i845,  vol.  XXVI,  page  SGg. 
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62.  L'Appendice  à  notre  Rapport  sur  la  théorie  de  Camot[' \  contient  une  étude 
théorique  sur  la  chaleur  développée  par  la  compression  d'un  fluide  quelconque  sa- 
tisfaisant aux  lois  de  Boyle  et  Mariette  et  de  Gay-Lussac  [**].  Il  a  été  démontré,  de- 
puis ,  que  nos  conclusions  ne  demandaient  aucune  modification  quand  on  adoptait  la 
théorie  dynamique  de  la  chaleur;  par  suite,  les  formules  auxquelles  nous  sommes  par- 
venu doivent  être  regardées  comme  s'appliquant  rigoureusement  aux  fluides  de  l'espèce 
considérée,  indépendamment  de  toute  hypothèse.  L'on  peut  obtenir  de  la  manière  sui- 
vante des  formules  analogues  pour  les  fluides  ne  satisfaisant  pas  aux  lois  des  gaz  ,  et  pour 
les  solides  soumis  à  une  pression  uniforme  dans  tous  les  sens. 

60.  Soit  M^c  la  quantité  de  chaleur  absorbée  par  un  corps  maintenu  à  une  tempe- 
rature  constante  t,  lorsque  son  volume  augmente  de  f  à  p  -(-  rf<-  ;  soit  p  la  pression  uni- 
forme exercée  extérieurement  sur  le  corps ,  quand  le  volume  est  v  et  la  température  t  ; 

soit  enfin  p  -^        dt  la  valeur  que  prendrait />  si  la  température  était  portée  à  t+Jt, 

le  volume  restant  invariable.  >"ous  aurons  alors ,  par  suite  de  l'équation  (,  3  )  du  n»  SI 
de  notre  premier  travail,  laquelle  est  la  conséquence  d'une  extension  donnée  par 
M.  Clausius  à  la  théorie  de  Carnot ,  l'expression 

fi  dt  '^       ' 

dans  laquelle  fi  est  la  fonction  de  Carnot,  identique  pour  toutes  les  substances  a  la 
même  température. 

Supposons  maintenant  que  le  corps  se  dilate  en  passant  du  volume  V  an  volume  V, 
et  qu'étant  maintenu  constamment  à  la  température  t,  il  absorbe  une  quantité  H  de 
chaleur  ;  on  a  alors 

{b)  H 


=   /         ^ldv  =  -  L    \        pdv. 


Mais  si  nous  appelons  W  le  travail  mécanique  que  produit  la  substance  pendant  son 
e.xpansion ,  nous  aurons 

XV 
pdv, 

et ,  par  suite, 

u     dt 


[«]  Transactions,  vol.  XVI.  cinquième  partie. 

(•']  Pour  éviter  à  l'avenir  les  circonloculions,  nous  appellerons  ces  lois  les  lais  desga:  ou  les  loi. 
de  la  densité  des  eaz. 

['"]  Danstoulel'élenduedece  Mémoire,  les  formules  qui  n'impliquent  l'existence  d'aucune  hypo- 
thèse sont  designées  par  des  leltres  ;  celles  qui  supposent  l'existence  des  lois  des  gaz  sont  numérotées 
en  chiffres  arabes  ;  enfin,  celles  qui  supposent,  en  outre,  l'hypothèse  de  M.  Mayer  sont  disiinBuée. 
par  des  chiffres  romains 
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Cette  formule ,  établie  sans  le  secours  d'aucune  supposition  sujette  à  contestation ,  ex- 
prime la  relation  qui  existe  entre  la  chaleur  développée  par  la  compression  d'une  sub- 
stance quelconque  elle  travail  nécessaire  pour  opérer  cette  compression,  autant  qu'il 
est  possible  de  le  faire ,  sans  l'aide  d'aucune  hypothèse ,  au  moyen  de  considérations 
purement  théoriques. 

64.  La  formule  précédente  conduit  à  celle  que  nous  avons  donnée  autrefois  pour  le 
cas  des  fluides  satisfaisant  aux  lois  de  la  densité  des  gaz  ;  en  effet,  pour  ce  ras,  nous 
avons 

il)  pp^p^voii+Ee), 

d'où  nous  déduisons,  au  moyen  de  la  formule  (c), 

V 

(2)  •  W  =  p,i'o(i-h'Et)\os~ 

et 

Et  consequemment ,  par  suite  de  l'équation  (  rf) ,  on  a 

(4)  H=-— ^—--w, 

équation  qui  concorde  avec  l'expression  (i  i)  du  n"  49  de  notre  premier  travail. 

65.  Nous  concluons  de  là  que  la  chaleur,  dégagée  par  un  fluide  satisfaisant  aux  lois 
de  la  densité  des  gaz,  est  proportionnelle  au  travail  dépensé  pour  opérer  la  compression 
à  une  température  constante  quelconque;  mais  que  la  quantité  de  travail  nécessaire 
pour  produire  l'unité  de  chaleur  n'est  pas  la  même  pour  toutes  les  températures  ,  à 
moins  que  la  valeur  de  la  fonction  de  Carnot  ne  varie  en  raison  inverse  de  la  quantité 
i-\-Et;  nous  en  concluons,  enfin,  que  cette  quantité  de  travail  n'est  pas  le  simple 
équivalent  mécanique  de  la  chaleur  dépensée,  comme  l'a  supposé  M.  Mayer  sans  motif 
plausible  [*] ,  à  moins  que  ladite  fonction  n'ait  précisément  pour  valeur 

Cette  formule  nous  a  été  suggérée  par  M.  Joule  ,  dans  une  Lettre  du  9  décembre  1848 , 
comme  étant  probablement  la  valeur  exacte  de  fi,  par  la  raison  qu'elle  est  nécessaire 
pour  mettre  d'accord,  d'une  part,  l'expression  déduite  de  la  théorie  de  Carnot  qui 

[*]  Cette  supposition  est,  en  effet,  contraire  au  principe  important  de  Carnot,  d'après  lequel  une 
action  thermale  et  un  effet  mécanique,  ou  une  action  mécanique  et  un  effet  thermal  ,  ne  peuvent  pas 
être  regardés  comme  liés  par  la  simple  relation  de  la  cause  à  l'effet,  quand  il  intervient  finalement 
tout  autre  effet,  tel,  par  exemple,  qu'un  changement  dans  la  densité  du  corps. 

3f.. 
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représente  la  quantité  de  chaleur  développée  dans  la  compression  des  gaz  en  fonction 
du  travail  dépensé,  et,  d'autre  part,  l'hypothèse  qu'a  adoptée  ce  physicien,  parce 
qu'elle  est  vérifiée,  au  moins  approximativement,  par  ses  propres  observations,  et 
laquelle  consiste  à  admettre  que  le  travail  dépensé  est  rigoureusement  l'équivalent  mé- 
canique de  la  chaleur  développée.  Cette  formule,  que  nous  appellerons  hypothèse  de 
M.  Mayer,  du  nom  de  celui  qui  l'a  le  premier  énoncée ,  M.  Clausius  l'a  également  adop- 
tée, sans  aucune  raison  tirée  de  l'expérience;  et ,  par  suite ,  c'est  une  expression  de  p  , 
identique  avec  la  fonction  citée  plus  haut ,  qui  sert  de  base  à  toutes  ses  déductions 
mathématiques  au  sujet  de  la  puissance  motrice  de  la  chaleur.  L'équation  (4)  fait  voir 
que  si  cette  hypothèse  est  vraie,  à  une  certaine  température,  pour  un  fluide  quel- 
conque soumis  aux  lois  des  gaz  ,  elle  doit  être  vraie  ,  à  U  même  température  ,  pour  tous 
les  fluides  satisfaisant  à  la  même  condition. 

66.  Il  réiulte  des  formules  précédentes  que ,  parmi  toutes  les  recherches  expérimen- 
tales susceptibles  d'apporter  des  preuves  à  l'appui  de  l'hypothèse  de  M.  Mayer,  on  doit 
considérer  comme  pouvant  atteindre  complètement  ce  but,  celles  qui,  conjointement 
avec  une  seule  détermination  exacte  de  J,  fourniraient  des  données  nécessaires  pour 
établir  la  valeur  de  (x  dans  des  limites  étendues  de  la  température.  Aussi ,  parmi  toutes 
les  expériences  qu'on  pourrait  se  proposer  à  ce  sujet,  celles-là  contribueraient  peut- 
être  plus  que  toutes  autres  au  progrès  de  la  théorie  dynamique  de  la  chaleur,  qui  con- 
sisteraient à  déterminer  la  densité  de  h  vapeur  saturée  pour  toutes  les  températures 
comprises  entre  o  et  aSo  degrés,  et  qui  compléteraient  ainsi,  avec  les  résultats  déjà 
publiés  de  M.  Regnault ,  les  données  nécessaires  pour  calculer  les  valeurs  de  u  dans  cette 
étendue  de  l'échelle  thermométrique. 

67.  Les  valeurs  de  p  ,  données  dans  la  Table  I  de  notre  Rapport  sur  la  théorie  de 
Carnot,  lesquelles  ont  été  obtenues  au  moyen  des  observations  de  M.  Regnault  sur  la 

vapeur  d'eau  ,  en  supposant ,  d'une  part ,  que  le  chiffre    ^       -(la  densité  maximum 

de  l'eau  étant  prise  pour  unité^  représente  la  densité  de  la  vapeur  saturée  à  loo  de- 
grés, et,  d'autre  part,  en  employant  les  lois  des  gaz  pour  conclure  des  pressions  ob- 
servées par  M.  Regnault  la  densité  à  d'autres  températures ,  ces  valeurs  de  fi,  disons- 
nous  ,  sont  loin  de  vérifier  l'équation  (I) ,  comme  on  le  voit  dans  la  Table  des  valeui's 

de  '■ = )  contenue  dans  le  n"  SI  de  notre  précédent  travail ,  ou  comme  le  montre 

la  Table  comparative  suivante  : 
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I. 

11. 

III. 

IV. 

VAI.El-llS    DE    /y.. 

TEMI'ÉRATLT.E 

VALEURS    DE    fl., 

supposant  que  la  densité 
de  la  vapeur  d'eau 

VALEURS    DE   jt, 

d'après 

Va  formule  de  81.  Joule 

d'après 
i'hypolbèse  modifiée 

la  densité 

est 

,      E 

de   la   vapeur  saturée 

calculée  comme  ci-dessus 

^-HK<■ 

il:?-"''- 

„ 

4,967 

5,087 

5,o38 

10 

4,832 

4,908 

4,901 

20 

4.703 

4,740 

4,769 

3o 

4.i78 

4,584 

4,643 

40 

4,456 

4.458 

4>5i9 

5o 

4,33- 

4,3oo 

4.399 

60 

4,221 

4,170 

4,281 

10 

4,114 

4,o5o 

4. '72 

80 

4,oi3 

3,935 

4,070 

9<> 

3,921 

3,827 

3,977 

100 

3,833 

3.724 

3,887 

IlO 

3,753 

3,627 

3,tio6 

130 

3,679 

3,535 

3,73. 

i3i. 

3,611 

34i7 

3,662 

140 

3,546 

3,364 

3,596 

iSo 

3,487 

3 ,284 

3,536 

160 

3,432 

3,209 

3,481 

170 

3,382 

3,i36 

3,430 

.80 

3,335 

3,067 

3,382 

i!)o 

3,289 

:î,ooi 

3 ,336 

200 

3,247 

2,937 

3,295 

210 

3,208 

0,876 

3,354 

220 

3,17. 

2,8i8 

3,216 

aîo 

3,i35 

2 ,762 

3,179 

Lorsque  nous  lui  fîmes  remarquer  ces  différences ,  en  i848,  M.  Joule  nous  répondit 
que,  même  entre  o  et  loo  degrés,  le  peu  d'exactitude  des  données  que  l'on  possède 
sur  la  vapeur  d'eau  suffisait  pour  les  expliquer.  Nous  ne  pensons  pas  que  ,  générale- 
ment, on  admette  une  telle  inexactitude  dans  la  partie  de  ces  données  que  l'on  doit  aux 
obs.ervations  de  M.  Regnault;  par  suite  ,  il  ne  reste  plus  que  l'incertitude  qui  règne, 
dans  l'état  actuel  de  la  science  ,  sur  la  densité  de  la  vapeur  saturée,  pour  empêcher  de 
conclure  définitivement  que  la  valeur  de  p  ne  peut  pas  être  représentée  par  l'expression 

E 

J ;  il  résulte  de  là  que  l'hypothèse  de  M.  Mayer  sera  confirmée  (ou  ruinée  dans 

le  cas  contraire),  si  la  densité  de  la  vapeur  saturée,  au  lieu  de  suivre  les  lois  des  gaz, 
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peut  être  réellement  représentée  par  les  équations 


')m 


[-] 


E  X  loo    jj 


1693,5  i  +  Ef 


dans  lesquelles  [fi]  désigne  les  quantités  correspondantes  aux  températures  o,  i,  2,..., 
23o  degrés  qu'on  trouve  dans  la  Table  I  de  notre  Rapport  sur  la  théorie  de  Carnot; 
[<!]  désigne  la  densité  de  la  vapeur  saturée,  telle  qu'elle  a  été  supposée  dans  les  calculs 

de  cette  Table,  les  valeurs  de  -,  employées  dans  ces  calculs,  étant  d'ailleurs  le  quo- 
tient de  la  division  par  760,  des  chiffres  contenus  dans  la  Table  finale  du  huitième 
Mémoire  de  M.  Regnault.  Les  variations  considérables  aux  lois  des  gaz  qu'indiquent 
les  équations  (II)  ressortent  clairement,  en  comparant,  d'une  part,  dans  la  Table 
précédente,  les  chiffres  de  la  colonne  II  avec  ceux  de  la  colonne  III,  et  en  observant, 
d'autre  part,  que  le  coefficient  de  [cr]  dans  les  équations  (II)  s'obtient,  pour  chacune 
des  températures  de  la  Table ,  en  divisant  les  nombres  de  la  colonne  II  par  ceux  corres- 
pondants de  la  colonne  III.  La  colonne  IV  donne  les  valeurs  de  f/ ,  telles  qu'elles  se- 
raient si  la  densité  de  la  vapeur  saturée  à  100  degrés  était  .  g  au  lieu  de  ^^  ^ , 
et  si    pour  les  autres  températures ,  elle  était  calculée  au  moyen  des  lois  des  gaz. 

68.  Ce  sujet  a  été  étudié  avec  beaucoup  de  soin  par  M.  Clausius,  qui  a  fait  voir  les 
déviations  considérables  aux  lois  de  la  densité  des  gaz  qu'exige  l'hypothèse  de  M.  Mayer 
dans  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  saturée  ,  et  qui  a  donné ,  pour  cette  densité,  une  for- 
mule empirique  fondée,  d'une  part,  sur  cette  hypothèse,  et ,  d'autre  part,  sur  les 
observations  de  M.  Regnaull  au  sujet  de  la  pression  et  de  la  chaleur  latente.  Faute  de 
données  expérimentales ,  la  théorie  ne  peut  aller  plus  loin  dans  cette  direction;  cepen- 
dant, d'après  ce  que  nous  savons  des  gaz  et  des  vapeurs  saturées,  il  est  permis  de 
douter  qu'une  hypothèse  qui  ne  repose  sur  aucune  preuve  expérimentale  sudise  pour 
donner  quelque  probabilité  à  des  déviations  aussi  considérables  aux  lois  des  gaz  ,  en  ce 
qui  concerne  la  vapeur  d'eau  [*]. 

69.  Nous  devons  à  M.  Joule  une  série  d'expériences  très-importantes  sur  la  relation 
qui  existe  entre  les  effets  thermaux  ,  les  effets  mécaniques  extérieurs  et  les  effets  méca- 


[*]  La  vérification  cipériment.nle  do  l'hypothèse  de  M.  Moyer,  faite  par  M.  Joule  pour  des  tempé- 
ratures comprises  entre  .50  et  60  degrés  Fahrenheit,  prouve,  si  elle  est  rijoureusemcnl  eiacte,  quola 

1693,5  , 

densité  de  la  vapeur  saturée  a  10  degrés  centigrades  environ ,  est  seulement  les  -__  _^— ^  de  la  valeur  que 

no09  lui  avons  supposée  dans  les  calculs  de  noire  premier  travail  ;  mais  elle  ne  donne  aucune  Indi- 
cation d'une  déviation  des  lois  des  gat,  dans  la  manière  dont  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  saturée 
varie  avec  la  température. 
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niques  intérieurs  (c'est-à-dire  la  force  vive  détruite  par  le  frottement  du  fluide', 
qui  sont  produits  pendant  la  compression  ou  la  dilatation  de  l'air  dans  diverees  circon- 
stances [  *  ].  Ces  recherches  présentent  des  résultats  qui ,  dans  l'étendue  (  de  5o  à  60  de- 
grés Fahrenheit)  de  l'échelle  thermométrique  oîi  elles  ont  été  faites,  sont  des  vérifica- 
tions de  rhvpothèse  de  M.  Mayer,  fondées  sur  deux  méthodes  distinctes,  l'une  e( 
l'autre  parfaites  en  principe,  et  qui  pourraient  servir  de  base  à  des  expériences  pour 
une  température  quelconque. 

70.  La  première  de  ces  méthodes  consiste  simplement  à  déterminer,  par  l'observa- 
tion directe,  la  chaleur  développée  pendant  la  dépense  d'une  quantité  donnée  de  tra- 
vail que  l'on  emploie  à  comprimer  de  l'air,  et  à  comparer  cette  chaleur  avec  celle  qui 
est  eDjjendrée  par  la  même  quantité  de  travail ,  dans  les  expériences  originales  di- 
M.  Joule  sur  la  chaleur  développée  par  l'action  magnéto-électrique,  ou  par  le  frotte- 
ment des  fluides  en  mouvement. 

71.  La  seconde  méthode  est  particulièrement  remarquable  en  ce  qu'elle  fournit^our 
l'air,  dans  chaque  expérience  séparée ,  un  moyen  de  vérifier  l'hypothèse  de  M.  Mayer 
pour  la  température  expérimentée,  sans  qu'on  ait  besoin  de  connaître  la  valeur  ab- 
solue de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Dans  ces  expériences  de  M.  Joule ,  la 
vérification  en  question  consiste  dans  la  détermination  de  la  totalité  de  l'effet  thermal 
extérieur  qui  est  produit,  lorsque  de  l'air  passe  en  se  dilatant,  à  travers  un  petit  orifice , 
d'un  récipient  dans  un  autre  où  l'on  a  fait  préalablement  le  vide  au  moyen  d'une  ma- 
chine pneumatique  (  a;>p«m/>).  Dans  ces  circonstances,  le  premier  effet  produit  par 
l'expansion  du  gaz  est  la  force  vive  engendrée  pendant  le  mouvement  rapide  de  l'air. 
Après  que  l'équilibre  est  rétabli,  tout  cet  effet  mécanique  s'est  perdu  en  frotte- 
ments du  fluide  (  car  il  n'y  a  pas  d'effet  mécanique  appréciable  produit  extérieurement 
sous  forme  de  son  ,  seul  effet  mécanique  extérieur,  autre  que  la  chaleur,  qui  puisse 
être  le  résultat  des  mouvements  d'un  fluide  dans  l'intérieur  d'un  vase  rigide);  d'un 
autre  côté,  il  n'est  pas,  dans  les  sciences  physiques,  de  vérité  mieux  établie  que  la  pro- 
position suivante  :  Jusqu'au  moment  où  l'équilibre  thermal  ,  aussi  bien  que  l'équilibre 
mécanique ,  se  rétablit  à  la  température  primitive ,  la  quantité  de  chaleur  qui  sera 
cédée  par  le  fluide  contenu  dans  les  deux  récipients  devra  être  supérieure  à  celle  (une 
quantité  négative)  qui  serait  cédée  si  l'air,  pendant  son  expansion  ,  faisait  mouvoir  un 
piston  à  rencontre  d'une  résistance  extérieure,  de  toute  la  quantité  que  représente 
l'équivalent  thermal  de  l'effet  mécanique  qui  serait  produit  par  ce  piston.  Par  suite ,  si 
les  deux  récipients  et  le  tube  qui  les  réunit  sont  plongés  (comme  dans  la  première  série 
des  expériences  de  M,  Joule),  dans  un  vase  plein  d'eau  ,  et  si ,  lorsque  la  pression  et  la 
température  de  l'air  seront  devenues  identiques  dans  les  deux  vases ,  on  trouve  que 
l'eau  n'a  cède  ni  absorbé  aucune  quantité  de  chaleur,  on  doit  en  conclure  que  l'hypo- 
thèse de  M.  Mayer  est  vraie  pour  la  température  de  l'expérience  (  naturellement  il  de- 
meure entendu  que,  pendant  toute  la  durée  de  l'expérience,  l'air  et  les  corps  environ- 

[')  Philosophical  Magasine,  mai  184.Î. 
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nants  devront  avoir  gardé  une  température  absolument  constante;;  mais  s'il  se  mani- 
feste dans  l'eau  une  élévation  ou  un  abaissement  quelconque  de  température,' ce  sera 
une  preuve  que  le  travail  dû  à  l'expansion  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  valeur 
absolue  de  l'équivalent  de  la  chaleur  absorbée. 

72.  La  seconde  expérience,  exécutée  par  M.  Joule  avec  le  même  appareil,  et  dans 
laquelle  il  examine  séparément  les  effets  thermaux  produits  extérieurement  autour  des 
deux  récipients  et  autour  de  la  partie  du  tube  qui  contient  le  petit  orifice  (  un  robinet 
d'arrêt"  ,  cette  expérience  nous  a  suggéré  l'idée  d'une  méthode  d'investigation  qui  nous 
paraît  plus  simple  et  mieux  appropriée  pour  soumettre  l'hypothi'se  de  M.  Mayer  à  une 
épreuve  extrêmement  délicate,  pour  une  température  quelconque.  Cette  méthode  con- 
siste à  supprimer  les  deux  récipients  de  l'appareil  de  M.  Joule ,  a  leur  substituer 
(comme  il  l'a  fait  pour  l'un  d'eux  seulement  dans  sa  troisième  expérience)  deux 
longs  tubes  en  spirale,  et  à  faire  passer  de  force  et  d'une  manière  continue,  de  l'air 
dans  tout  le  système.  La  première  partie  spirale  du  tube ,  jusqu'à  une  courte  dis- 
tance de  l'orifice ,  doit  être  maintenue  à  une  température  aussi  voisine  que  possible  de 
celle  de  l'atmosphère  qui  entoure  la  portion  contenant  le  petit  orifice,  et  cela  dans  le 
but  unique  de  bien  fixer  la  température  de  l'air  entrant.  Les  considérations  suivantes 
ont  pour  objet  de  faire  voir  à  quelles  conclusions  pourrait  conduire  l'observation  ex- 
périmentale des  phénomènes  thermaux  que  présenterait  un  fluide  quelconque  traite  par 
la  méthode  en  question. 

73.  Soient/)  la  pression  uniforme  de  fluide  dans  la  première  spirale,  jusqu'à  une  courte 
distance  de  l'orifice,  elp'  la  pression  ,  également  à  une  courte  distance  de  l'orifice,  mais 
du  côté  opposé,  laquelle  sera  uniforme  tout  le  long  de  ta  deuxième  spirale  Appelons  t 
la  température  extérieure,  et  faisons  en  sorte  que  l'air,  dans  les  deux  spirales,  soit  au- 
tant que  possible  à  cette  même  température.  S'il  se  produit  dans  le  fluide,  à  son  pas- 
sage dans  l'orifice ,  une  élévation  ou  un  abaissement  quelconque  de  la  température  ,  ce 
ne  peut  être  qu'après  avoir  parcouru  une  longueur  assez  considérable  de  la  deuxième 
spirale,  que  le  gaz  reprendra  sensiblement  la  température  f;  par  suite,  cette  spirale 
devra  être  assez  longue  pour  que  la  température  mesurée  avec  une  grande  exactitude , 
à  la  sortie  par  l'extrémité  du  tube  ,  ne  diffère  pas  d'une  manière  appréciable  de  la  tem- 
pérature primitive  t. 

7-5.  Soit  H  la  quantité  totale  de  chaleur  émise  par  la  portion  du  tube  qui  contient 
l'orifice  et  la  deuxième  spirale,  pendant  le  passage  d'un  volume  ii  de  gaz  dans  la  pre- 
mière spirale,  ou  pendant  le  passage  d'un  volume  équivalent  «'  dans  la  partie  de  la 
deuxième  spirale  où  la  température  est  sensiblement  égale  à  t;  cette  quantité  sera  com- 
])0sée  de  deux  parties  :  l'une  (positive)  sera  la  chaleur  produite  par  le  frottement  du 
fluide;  l'autre  (  négative  )  proviendra  du  fait  de  l'expansion  du  fluide  dans  son  passage 
d'un  côte  à  l'autre  de  l'orifice.  Pour  déterminer  ces  deux  quantités  partielles  de  chaleur, 
supposons  d'abord  que  le  transport  du  fluide  se  fasse  sans  qu'il  y  ait  perte  d'effet  méca- 
nique m  frottements  intérieurs,  comme  il  arriverait  si ,  au  lieu  de  séparer  le  fluide  en 
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deux  parties  à  des  pressions  différentes ,  au  moyen  d'un  petit  orifice,  on  opérait  cette 
séparation  au  moyen  d'un  piston  mobile  ,  et,  en  outre,  si,  après  avoir  renferme, 
entre  ce  piston  et  un  deuxième  piston  ,  un  volume  «  de  gaz  pris  du  côté  où  la  pression 
est  la  plus  élevée  p  ,  on  faisait,  d'une  part,  glisser  le  système  dans  l'intérieur  du  tube 
jusqu'à  ce  que  le  deuxième  piston  ait  pris  la  place  du  premier,  et  si,  d'autre  part,  on 
laissait  en  même  temps  se  dilater  le  volume  u  jusqu'à  (  e  qu'il  soit  devenu  «'.  Cela  fait , 
adoptons ,  en  ce  qui  concerne  le  volume  c  de  la  substance  renfermée  entre  les  pistons 
et  maintenue  à  une  température  constante  ,  la  notation  qui  nous  a  déjà  servi  dans  le 
présent  travail  et  dans  notre  précédente  publication;  nous  aurons  alors,  pour  la  quan- 
tité de  chaleur  absorbée  pendant  le  mouvement  de  piston , 


r 


M  d<- 


ou,  d'après  la  deuxième  équation  fondamentale  de  la  théorie  dynamique,  équation  (3  1 
du  n°  21  du  Mémoire  précédent, 

F  Ju       * 

expression  dans  laquelle  ra  représente  la  pression  de  la  substance  (  dont  la  valeur  est 
comprise  entre  p  etp')  quand  son  volume  est  quelconque  c  D'un  autre  côté  ,  le  travail 
exécuté  par  les  pistons  sera  donné  par  l'équation 


(e)  W  ^  1        zn  dv -i- p  II — p'u'. 

Si  maintenant  le  transport  de  la  substance  d'une  partie  du  tube  où  la  pression  est/>,  à 
celle  où  elle  est  p',  se  fait  à  travers  un  petit  orifice ,  la  valeur  totale  de  W  représentera 
exactement  la  quantité  de  travail  qui  sera  perdue  comme  effet  mécanique ,  et  qui  sera 
employée  à  engendrer  de  \a./brce  vive  thermale.  La  quantité  de  chaleur  ainsi  produite 
sera 


-        I        zsdv  +  pu  —  //  u'     ■ 


Par  suite,  la  quantité  totale  de  chaleur  émise  sera  l'excès  de  la  valeur  de  cette  dernière 
expression  sur  la  valeur  de  celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  pour  représenter  la 
chaleur  absorbée  lorsque  l'effet  mécanique  est  entièrement  extérieur  ;  nous  aurons  donc 


(/) 


I  r  r"  ,  ,1    1  r"  dz, 

H  ^=  T        /        m  dv  -{-  pu  —  p  II    \ /         —r 


Quelques  changements  de  température  que  l'air  subisse  dans  l'orifice  même  ou  dans  son 
voisinage  ,  cette  expression  représentera  rigoureusement  la  quantité  totale  de  chaleur 
qui  sera  émise  par  la  portion  du  tube  qui  contient  l'orifice  et  toute  la  seconde  spirale  , 
pendant  le  passage  d'un  volume  u  dans  la  première  spirale ,  ou  d'un  volimie  u'  dans  la 
partie  de  la  seconde  spirale  où  la  température  est  sensiblement  t. 

TomeXVIl— Juin  i852.  ^2 
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73.    Pour  appliquer  ce  résultat  au  cas  d'un  fluide  satisfaisant  aux  lois  des  gaz,  nous 
pouvons  poser 

pu  ■:=  p'  u  ; 

par  suite,  l'équation  {e\  devient 

f  5  )  W  =  /       cj  rfc  =  puAoa,  —  =  //  «'  log^- 

D'un  autre  côté  ,  par  suite  de  l'équation  (3),  nous  avons 

dVÎ         Epu    ,      II'         E"\V 
—       ■^       log-    — 


(it         i-irY,t     "«         i  +  Et 
Par  suite,  l'expression  {/)  de  la  chaleur  émise  devient 


(6) 


76.  Enfin ,  si  l'hypothèse  de  M.  Mayer  est  applicable  au  gaz  employé  dans  l'e.xpi'- 
rience,  en  conséquence  de  l'équation  (I),  on  aura 

(III)  H  =  o. 

77.  Il  résulte  de  l'équation  (III),  que  si  l'hypothèse  de  M.  Mayer  est  vraie,  il  n'y 
aura  besoin  ,  après  tout,  ni  d'une  émission  ni  d'une  absorption  de  chaleur  pour  rame- 
ner la  température  de  l'air,  après  son  passage  dans  l'orifice  à  sa  température  primi- 
tive t.  Conséquemment,  et  quoiqu'il  se  produise,  sans  aucun  doute,  à  chaque  in- 
stant, d'une  part,  un  refroidissement  dans  les  parties  de  l'air  voisines  de  l'orifice, 
qui  communiquent,  par  suite  de  leur  expansion,  de  la  force  vive  aux  particules  con- 
tiguës ,  et ,  d'autre  part ,  un  échauffcment  dans  les  particules  qui  sont  la  cause  des 
pertes  de  force  vive  qu'éprouvent  les  parties  voisines  sous  forme  de  frottement  du 
fluide;  cependant,  très-prés  de  l'orifice  et  de  chaque  côté,  là  où  le  mouvement  de 
l'air  est  uniforme ,  la  température  restera  constamment  égale  à  e.  Il  en  résulte  (]ue 
l'épreuve  la  plus  simple  à  laquelle  on  pourrait  soumettre  l'hypothèse  en  question  , 
consisterait  à  s'assurer  si  la  température  de  l'air  est  exactement  la  même  des  deux 
côtés  de  l'orifice.  Cette  expérience  pourrait  se  faire  au  moyen  de  thermomètres  très- 
sensibles,  ajustés  dans  le  tube ,  de  chaque  côte  de  l'orifice  ,  et  à  des  distances  suffisantes 
pour  qu'ils  soient  en  dehors  du  mouvement  rapide  de  l'air  qui  a  lieu  dans  le  voisinage 
immédiat  dudit  orifice  ;  on  pourrait  aussi ,  dans  le  même  but ,  recourir  à  un  procède  en- 
core plus  délicat  [*],  qui  consisterait  à  employer  un  galvanomètre  très-sensible  et  une 
petite  batterie  thermo-électrique  disposée  de  telle  sorte  que  les  soudures  alternatives 
(  onesct  of  solderings  )  purent  être  placées  dans  le  tube  du  côté  du  courant  d'air  entrant , 
et  que  les  autres  furent  aussi  dans  le  tube ,  mais  du  côté  opposé  de  l'orifice.  Dans  ce 

l']  [Note  ajoutée  le  23  juin  i832.]  A  présent,  il  me  semble  que  ce  procédé  n'aurait  aucun  avantage 
sur  Paiitre;  mais,  au  contraire,  que  celui-là,  dans  lequel  on  se  sert  de  ihermomèlrcs,  est  le  seul 
desdeui  dont  on  doive  user. 
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oas ,  le  tube  contenant  l'orifice  devrait  être  recourbé  pour  rapprocher  entre  elles  les 
portions  à  chaque  côté  dudit  orifice  ,  autant  qu'il  serait  nécessaire  pour  l'installation 
requise.  La  seule  difficulté  que  nous  entrevoyons  dans  l'exécution  de  ces  dispositions, 
c'est  celle  que  présentera  le  joint  qu'il  faudra  faire  à  l'extrémité  de  la  batterie  exposiir 
a  l'air  à  haute  pression,  pour  la  rendre  impénétrable  à  l'air.  La  première  idée  qui 
s'était  présentée  à  notre  esprit  était  de  placer  la  petite  batterie  elle-même  tout  entière 
dans  l'intérieur  du  tube,  et  pour  obtenir  la  différence  requise  de  pression  entre  les 
deux  parties  du  gaz,  de  luter  imparfaitement  le  contour,  avec  de  la  cire  ou  autrement , 
de  manière  à  laisser  un  mince  passage  à  l'air;  mais  cet  arrangement  ne  serait  pas  sa- 
tisfaisant, parce  que  certains  éléments  de  la  batterie  ,  sinon  les  extrémités  elles-mêmes, 
subiraient  des  changements  de  température  (l'hypothèse  de  M.  Mayer  fi'itelie  rigou- 
reusement vraie  ) ,  par  suite  du  mouvement  rapide  de  l'air  au  milieu  de  ces  éléments. 
Pour  être  dans  de  bonnes  conditions,  il  faut  que  la  batterie  ne  soit  pas  exposée  au  mou- 
vement de  l'air  qui  a  lieu  dans  le  voisinage  de  l'orifice;  par  conséquent,  la  partie  cen- 
trale de  la  batterie  devra  être  placée  en  dehors  du  tube  ,  et  les  extrémités  devront  être 
lutees  dans  les  parois  du  tube,  avec  un  mastic  suffisamment  solide  et  compacte  pour 
rendre  le  joint  parfaitement  étendu  du  côté  où  la  pression  diffère  de  celle  de  l'atmo- 
sphère. Avec  de  tels  moyens,  nous  pensons  qu'on  pourra  facilement  extcuter  une  série 
d'expériences  propres  à  fournir  des  lumières  certaines  sur  la  vérité  de  l'hypothèse  de 
M.  Mayer,  dans  des  limites  très-étendues  de  la  température 

78.  Si  cette  méthode  d'investigation  accuse  une  différence  de  température  quel- 
conque entre  les  côtés  de  l'orifice,  il  restera  démontré  que  l'hypothèse  de  M.  Maver 
n'est  pas  exacte  ;  et,  suivant  que  l'air  sortant  de  l'orifice  sera  à  une  température  plus 
élevée  ou  plus  basse  que  l'air  entrant,  on  en  conclura  que  la  chaleur  absorbée,  quand 
de  l'air  se  dilate  à  une  température  constante  ,  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  l'effet 
mécanique  produit  par  l'expansion. 

79.  Dans  ce  cas,  on  pourrait  employer  des  méthodes  calorimétriques  semblables  à 
celles  de  M.  Joule  pour  déterminer  la  quantité  de  chaleur  qui  est  émise  ou  absorbée 
par  l'air,  dans  le  voisinage  de  l'orifice  ou  dans  la  deuxième  spirale ,  jusqu'au  moment 
où  sa  température  redevient  celle  du  courant  à  son  entrée;  et  il  est  probable  qu'en 
opérant  avec  beaucoup  de  soin  ,  on  obtiendrait  des  résultats  extrêmement  exacts  pour 
une  grande  étendue  de  l'échelle  thermométrique. 

80.  Le  résultat  de  chaque  expérience  permettrait  de  calculer  une  valeur  de  [i  en 
fonction  de  l'équivalent  mécanique  de  M.  Joule  ,  an  moyen  de  l'équation  suivante  ,  dé- 
duite des  expressions  (5)  et  (6), 

JE 
H-E< 

n)  f= H — 


p' u'  loti—, 

3... 
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Dans  le  deuxième  membre  de  cette  équation,  />'  désigne  la  pression  de  l'air  dans  la 
deuxième  spirale,  laquelle  serait  celle  de  l'atmosphère,  ou  du  moins  en  serait  très-voi- 
sine, si ,  comme  dans  la  troisième  expérience  de  M.  Joule  mentionnée  plus  haut  [  *] ,  l'air 
sortant  de  la  deuxième  spirale  était  mesure  au  moyen  de  l'auge  pneumatique  [pneumatic 
trough)  ;  p  désigne  la  pression  dans  la  première  spirale  ,  qui  devra  être  constante  et 
mesurée  d'ailleurs  avec  le  plus  grand  soin  ;  «'  est  le  volume  d'air  qui  sort  de  l'appareil 
dans  un  temps  quelconque  ,  et  H  est  la  quantité  de  chaleur  émise  ou  absorbée  dans  le 
même  temps.  L'expérience  pourra  avoir  une  durée  quelconque ,  et  la  valeur  de  chacune 
de  ces  quatre  quantités  devra  être  déterminée  avec  le  plus  grand  soin ,  de  façon  à  don- 
ner autant  d'exactitude  que  possible  aux  résultats.  A  ces  conditions  ,  aucune  méthode 
d'investigation  ne  nous  paraît  mieux  appropriée  à  la  détermination  des  valeurs  de  la 
fonction  de  Carnot,  pour  différentes  températures,  en  supposant  déjà  connue  la  va- 
leur de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

t*]  Et  décrite  par  l'auteur  à  la  page  3^8  du  volume  qui  contient  son   Mémoire.  (  Philosophical 
Magazine,  vol.  XXVI.) 
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DEUXIÈME  NOTE 

SUR    LES    COURBES    A    DOUBLE    COURBURE; 

Par    m.    VOIZOT. 


Dans  une  première  Note,  insérée  dans  le  tome  XIV,  page  48 1  de 
ce  Recueil ,  je  crois  avoir  établi  que 

(i)  pdt  =  ds 

étant  l'équation  de  la  première  courbure  ou  de  la  courbure  circulaire 
d'une  courbe  quelconque  FF', 

(2)  dt  —  dt' tang  \  ^ 

était  l'équation  de  la  seconde  courbure  ou  de  la  courbure  conique  de 
la  proposée. 

Dans  cette  deuxième  Note,  je  présente  aux  géomètres  quelques 
propriétés  de  la  surface  formée  par  les  axes  des  cônes  osculateurs, 
parmi  lesquelles  propriétés  on  distingue  celles-ci  : 

1°.  La  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  la  proposée  FF' 
est  en  même  temps  la  surface  des  développées  de  toutes  ses  dévelop- 
pantes. 

Par  conséquent  elle  jouit,  lorsqu'elle  est  rabattue  dans  un  plan, 
de  même  que  la  surface  des  développées  de  FF',  de  la  propriété  de 
transformer  en  lignes  droites  les  développées  de  toutes  les  dévelop- 
pantes. 

Or,  la  courbe  FF'  étant  elle-même  une  développée  commune  à 
toutes  ces  développantes,  il  s'ensuit  que  cette  courbe  devient  une 
LIGNE  DROITE ,  lorsquon  rabat,  dans  un  plan,  la  surface  des  axes 
de  ses  cônes  osculateurs. 

2°.  La  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  la  courbe  FF'  est 
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aussi  la  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  des  développées  de 

toutes  ses  dévoloppantes. 

3".  L'arête  de  rebrousseinent  de  cette  surface  est  le  lieu  des  centres 
des  sphères  osculatrices  de  toutes  les  développantes  de  la  courbe  FF'. 

J'aurai  tout  à  l'heure  à  considérer  des  équations  analogues  aux 
équations  (i)  et  (2).  Puisque  je  regarde  l'équation  (2)  comme  celle 
de  la  deuxième  courbure  de  la  proposée  FF',  peut-être  sera-t-il  néces- 
saire de  faire  voir,  tout  d'abord,  que,  tandis  que  -  donne  sa  courbure 

circulaire,  représente  sa  courbure  conique  ou  la  courbure  de 

tang  I  p 

la  stuface  de  ses  tangentes. 


Fig.  I. 


Soient  donc  ; 

SA  l'axe  d'uu  cône  circulaire  droit; 
S      son  centre; 
|S      son  angle-, 
SB    sa  génératrice. 
La  courbure  de  la  surface  convexe  de  ce  cône  se  mesurera  par   une 
section  perpendiculaire  à  son  arête  SB. 

Au  centre  S  la  courbure  sera  infinie;  elle  sera  nulle  à  l'iniini  ;  el  en 
chaque  point  de  l'arête  SB,  elle  variera  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance au  centre  S. 

Cette  inanité  de  courbures,  relatives  à  un  même  angle  au  centre, 
constitue  une  indétermination  qui  vient  du  manque  d'unité  de  cour- 
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bure  homogène,  et  qui  cessera  si  l'on  considère  en  même  temps  un  se- 
co!id  cône  circulaire  droit  dont 

SA'  sera  l'axe , 

S      le  centre, 

jS'      l'angle  au  centre , 
et  SB    la  génératrice. 
En  effet,  si  l'on  fait  coïncider  les  deux  génératrices,  ainsi  que  les 
plans  des  angles  j3  et  jS',   les  convexités  des  surfaces  ayant  d'ailleurs 
lieu  dans  le  même  sens;  et  si,  par  deux  points  quelconques  m  et  m', 
on  mène  deux  plans  perpendiculaires  à  SB ,  on  aura 


m  o  mo 

m' i'  mi 


ce  qui  nous  dit  déjà  que,  quel  que  soit  le  point  m'  de  SB,  par  lequel 
on  mène  le  plan  perpendiculaire,  le  rapport  des  courbures  des  sur- 
faces des  deux  cônes  sera  constant. 
Si  l'on  fait  ensuite 

auquel  cas  le  cône  dont  la  courbure  sera  prise  pour  unité  aura  un 
angle  au  centre  égal  à  un  droit;  et 

Sm'  =1  I , 
ce  qui  donnera 

il  viendra 
d'où 


m  i  =  i  , 

mo         m' o'         tang  -  p 
mi         m' i'  i 


m'o'=  tang -^P, 
ce  qui  donnera,  pour  la  courbure  absolue  du  cône  SA  , 


tang^p 


Ainsi,  tang  j  fi  sera  le  rajon  de  courbure  absolue  de  la  surjace  des 
tangentes. 
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Remarque.   Si ,  au   lieu  de  mesurer  cette  seconde  courbure  par 
le  rapport  - — ^-rr  '    qui   la   rend  constante  pour  un  même  angle  an 


centre  |3,  on  la  mesurait  au  moyen  du  rapport 


(I) 


P  tang  \  p 


cette  expression  variant  avec  le  rayon  p,  pour  un  même  angle  jS,  et 
pouvant  ne  pas  varier  pour  un  angle  différent  de  |3 ,  ne  permettrait 
pas  de  comparer  entre  elles  les  secondes  courbures  de  la  proposée. 
Arrivons  maintenant  à  notre  objet. 


Fig.?.. 


liii 
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Soient  : 

F. . .  ABCD. . . F'         la  courbe  proposée . 
Bb',  Ce',  Dd',...  ses  tangentes, 
et  Bcj,  Ccj,.-  les  axes  de  ses  cônes  oscillateurs. 

I. 

On  a  vu,  dans  notre  première  Note,  que  le  lieu  géométrique  des 
axes  des  cônes  osculateurs  de  la  courbe  FF'  était  celui  des  centres  de 
courbure  de  tous  tes  points  de  la  surjace  des  tangentes. 

II. 

La  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  la  courbe  FF'  étant 
formée  par  les  intersections  de  plans  perpendiculaires  aux  normales 
principales,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  la  fois  tangents  à  cette 
courbe  et  perpendiculaires  à  ses  plans  osculateurs.  est  une  surface 
développnble. 

m. 

Soit  b' c' d' ...  une  développante  de  la  proposée  dans  laquelle 
b'c'  =  ds,  =  sdt, 

s  étant  l'arc  Bb'  développé. 

Les  plans  normaux-tangents  b'BCo,  c'Bc,  à  la  courbe  FF'  seront 
les  plans  normaux  de  la  développante  b'c'd'...,  et,  par  conséquent, 
la  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  FF'  sera  la  surface  de 
toutes  les  développées  de  cette  développante. 

Ainsi ,  la  courbe  FF',  qui  est  une  de  ces  développées^  se  transfor- 
mera en  une  ligne  droite  lorsque  Von  rabattra,  dans  un  plan,  la 
suif  ace  des  axes  de  ses  cônes  osculateurs. 

On  vériBe  facilement  cette  proposition  par  l'analyse  suivante  : 

La  développante  b'c'd'...  a  son  plan  osculateur  b' c" c'  perpendi- 
culaire à  l'intersection  Bc"  de  ses  deux  plans  normaux  consécutifs. 
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Son  angle  de  contingence  sera  donc 

(3)  b'c"c'  =  ^-r5  =  clt,\ 

son  angle  conique  sera 

(4)  c"c'd"—d\^^dt\, 
et  ses  deux  équations  de  courbure  seront 

(5)  p,dt,  =  ds,, 

(6)  dt,  =  dt\taTig^^,, 

en  désignant  par  |3,  l'angle  au  centre  de  son  cône  oscillateur. 
La  dernière  est  indépendante  de  l'arc  s  développé. 

La  figure  donne 

b'c"  =  p,^=  s  sin  ^  fi, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (5). 
Or,  soit 

BCrf,  =  4/3, 
on  aura 

c"c'd"  =  Bca  C  =  C^2  D  =  c?||3 , 

à  un  infiniment  petit  près  du  second  ordre.  D'ailleurs 

d'où 

BCd2  +  diCD  ^  n.  c.   q.   f.   u. 

Remarques,  i".  Soit  PQR  un  des  plans  normaux  de  la  courbe  FF'. 
Si  l'on  rabat,  dans  ce  plan,  la  surface  des  développées,  en  même 
temps  que  tous  les  plans  normaux  générateurs  de  cette  surface,  chaque 
point  de  la  courbe  glissera  le  long  de  cette  courbe  qui  se  réduira  au 
seul  point  F  contenu  dans  le  plan  PQR,  taudis  que  toutes  les  tan- 
gentes se  confondront  en  une  seule  qui  sera  celle  perpendiculaire  au 
plan. 

9.°.  Or,  si  l'on  applique  cette  remarque  ainsi  que  la  proposition 
précédente,  à  l'hélice,  on  arrivera  à  de  curieux  résultats. 

En  effet,  soit  a  le  rayon  de  courbure  constant  d'une  hélice  FF'. 
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La  courbe  des  centres  de  cette  hélice  étant  l'arête  de  rebroussement 
de  sa  surface  polaire,  et  étant  perpendiculaire  avi  rayon  a  commun  à 
l'hélice  et  à  cette  courbe,  deviendra,  dans  le  rabattement  de  la  surface 
polaire,  un  cercle  de  rayon  a.  ayant  pour  centre  le  point  auquel 
l'hélice  se  sera  réduite. 

Réciproquement,  la  surface  des  tangentes  de  l'hélice  FF'  étant  la  po- 
laire de  sa  ligne  des  centres,  en  rabattant  cette  surface  dans  un  plan  , 
l'hélice  se  transformera  en  un  cercle  de  rayon  a,  ayant  pour  centre  le 
point  auquel  se  sera  réduite,  dans  le  rabattement ,  la  ligne  des  centres 
de  Vhélice.  D'où  l'on  voit  qu'une  hélice  quelconque  peut  toujours  se 
transformer  en 

Un  point, 

Une  droite. 
Et  im  cercle. 

3°.  Les  deux  premières  transformations  ont  lieu  quelle  que  soit  la 
courbe  FF'.  Elles  ont  lieu  toutes  les  trois  lorsque  la  courbe  FF'  a  un 
rayon  de  courbure  constant. 

IV. 

Soit  c'" z...  une  développée  de  la  développante  b' c' d' .... 

Son  plan  osculateur  sera  b' c'" c'. 

Les  plans  //Bc'",  c'Bc'",  normaux  à  la  développante,  étant  à  la 
fois  des  plans  tangents  à  la  développée  c"'z...  et  perpendiculaires  à 
ses  deux  plans  osculateurs  consécutifs,  leur  intersection  Bc"  sera 
l 'axe  du  cône  osculateur  de  cette  développée. 

Donc  la  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  la  courbe  FF' 
sera  encore  la  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  des  dévelop- 
pées de  toutes  ses  développantes . 

V. 

Il  suit  de  là  que  la  surface  des  développées  de  la  courbe  FF'  est  eu 
même  temps  celle  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  toutes  ces  dévelop- 
pées. 

Il   suit  aussi  de  ce  qui  a  été  dit  §  III,   remarque   i",  que  si  l'on 
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développe  la  surface  des  développées,  le  point  F  de  FF',  situé  dans  le 
plan  développé,  décrira,  dans  le  développement,  la  courbe  FF'.  Le 
rayon  de  courbure,  en  chaque  point,  sera  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  F  sur  l'arête  de  la  surface  polaire  formant  l'axe  actuel  du 
mouvement. 

Le  point  F  étant  arbitraire,  on  voit  que  la  surface  des  développées 
de  FF'  appaitient  à  une  infinité  de  courbes  décrites  dans  un  même 
mouvement,  ayant  toutes  leurs  côtés  parallèles  chacun  à  chacun  à 
ceux  de  FF';  et,  par  conséquent,  leurs  aw^les  de  contingence  et  co- 
niques égaux  chacun  à  chacun. 

L'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire  est  le  lieu  des  centres 
des  sphères  osculatrices  de  toutes  ces  courbes. 

VL 

L'arête  de  rebroussement  c^d.^  e^...  de  la  surface  des  axes  des  cônes 
oscuiateurs,  déterminée  de  position  dans  l'espace  par  la  distance 

a  pour  équation  de  courbure  conique 

(7)  ilt\  =  dt,  cot^  fi,. 

On  trouverait  facilement  qu'elle  a  pour  équation  de  courbure  cii- 
eulaire 

(8)  ^^dl\  =  ds^^ 

dans  laquelle 

ds.^  =  <Y(Bc2)  —  ds  cos  \  ft  , 

Cette  arête  est  aussi  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  de 
toutes  les  développantes,  et  de  toutes  les  courbes  telles  que  ry,... 
menées  parallèlement  à  une  développante  quelconque  b'c' d'.... 
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VII. 


Une  développée  telle  que  c'" z...  a  une  infinité  de  développantes 
telles  quej-^,...,  b' d d' ....  Et,  réciproquement,  une  courbe  telle  que 
jyi...  a  une  infinité  de  développées  susceptibles  d'être  tracées  sur  la 
surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  la  courbe  FF'. 

Il  en  est  de  même  de  toute  développée  tracée  sur  la  surface  polaire 
de  la  courbe  FF'. 

La  courbe  FF'  jouit  donc,  à  l'exclusion  de  toute  autre,  de  la 
double  propriété  d'être  à  la  fois  une  dévelloppante  commune  à  une 
série  de  développées  susceptibles  d'être  tracées  sur  la  surface  polaire, 
lesquelles  sont  ses  propres  développées,  et  une  développée  commune 
à  une  série  de  développantes  de  développées  susceptibles  d'être  tracées 
sur  la  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  FF',  lesquelles  déve- 
loppantes sont  toutes  celles  de  la  proposée. 

Dans  un  prochain  article,  nous  nous  proposerons  de  faire  voir  que  : 

1°.  La  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  d'une  courbe  quel- 
conque FF'  a  tous  ses  plans  générateurs  communs  avec  les  plans 
tangents  aux  deux  infinis,  à  toutes  les  surfaces  gauches,  formées  par 
les  perpendicuLur-es  élevées  de  tons  les  points  de  ses  développantes  sur 
les  plans  osculateurs  de  toutes  ces  courbes;  ce  qui  rend  la  surface 
des  axes  des  cônes  osculatews  de  FF'  astmptotique  r'e  toutes  ces 
surfaces  gauches;  et  chacune  de  ces  dernières  asjmptotique  de  toutes 
les  autres. 

Cette  propriété  appartient  à  la  surface  polaire  de  la  courbe  FF', 
laquelle  est  astmptotique  de  la  surface  gauche  formée  par  les  nor- 
males élevées  en  chaque  point  de  cette  courbe  sur  son  plan  oscu- 
lateur. 

1°.  La  surface  développable  formée  par  des  plans  menés  par  les 
différents  points  de  la  courbe  FF',  et  per-pendiculairerrrent  aux  axes 
des  cônes  oscidateurs,  est  asyimptotique  de  la  surface  gauche  formée 
par  les  normales  principales  de  la  courbe  FF'. 

Cette  surjace  développable  est  d'ailleurs  celle  des  intersections 
des  plans  de  bases  de  toutes  les  hélices  osculatrices  de  la  proposée. 
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3'*.  La  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs  de  l'arête  de  re- 
hroussement  c^d-^e^...  de  la  surface  des  axes  des  cônes  osculateurs 
de  la  proposée,  embrasse,  dans  toute  son  étendue,  la  surface  gauche 
fonnée  par  les  normales  principales  de  la  courbe  FF',  et  réciproque- 
ment, selon  la  ligne  de  striction  de  cette  surjace  gauche,  qui  est  le 
lieu  des  centres  des  cercles  de  bases  de  toutes  les  hélices  osculatrices 
de  la  proposée  FF'. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.   Foizot  à  M.  Liouville. 

Chàtillon-sur-Seine,  le  2.)  mai  i852. 

La  Note  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  adresser  en  mai  i85i  [*]  se 
terminait  par  l'énoncé  de  quelques  propositions  sur  de  certaines  sur- 
faces gauches  inhérentes  à  une  courbe  à  double  courbure.  A  cette 
époque,  j'avais  déjà  constaté  géométriquement  l'existence  de  ce 
théorème  : 

Une  surface  gauche  quelconque  a  pour  suif  ace  asymptotique  une 
surface  dèveloppable  formée  par  les  intersectiojis  des  plans  menés  par 
toutes  les  génératrices  de  la  surface  réglée,  perpendiculairement  aux 
lignes  de  plus  courte  distance  correspondantes . 

Dans  un  travail  sur  les  surfaces  en  général,  que  je  termine  en  ce 
moment,  j'ai  eu  l'occasion  de  vérifier  ce  théorème  par  l'analyse,  re- 
lativement à  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  seule  nappe. 

Soit 

(i)  F  =  j:»+j^-M=z2-N»  =  o 

l'équation  de  cette  surface,   rapportée  à   trois   axes  rectangulaires, 
celui  des  z  étant  l'axe  de  révolution. 

L'équation  du  plan  passant  par  une  génératrice  quelconque,  sur 


[*]  C'est  la  Note  ci-dessus. 
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laquelle  se  trouve  le  point  x ,  y ,  z,  perpendiculairement  à  la  plus 
courte  distance  entre  cette  génératrice  et  la  suivante,  sera 

(2)  x'+ «y' —  M"'' 6z'=  o, 

a  et  b  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z  tirées  de  l'équation 

F=o, 
par  le  calcul  différentiel. 

Si  l'on  différentie  l'équation  (2)  par  rapport  à  a  et  a  i,  il  viendra 
l'équation 

(3)  x'f/a  —  m^z'db  =  o, 

qui  sera  celle  d'un  plan  coupant  celui  représenté  par  l'équation    2) 
selon  une  génératrice  de  la  surface  asymptofique  cherchée. 

En  faisant  les  calculs  indiqués  par  da  et  db.  simplifiant  au  moyen 
de  l'équation  (i)  et  égalant  à  zéro  les  multiplicateurs  de  dx  et  de  dj, 
on  trouvera,  ce  que  l'on  pouvait  prévoir,  l'équation  unique 

(4)  y' b  —  z'a  =  o. 

Des  considérations  géométriques  font  voir  que  la  génératrice  du 
lieu  cherché,  représentée  par  les  équations  (2)  et  (4),  a  pour  projec- 
tion, dans  le  plan  des  x.j-, 

(5)  J-'  —  ax'  =  o. 

Eliminant  a  et  b  entre  les  équations  (2),  (4)  et  (5),  on  aura,  pour 
l'équation  du  lieu  cherché, 

(6)  ar'^  +  j'^'  — M'z."  =  o. 

Or,  cette  équation  étant  celle  du  cône  asymptotique  de  la  surface 
F  =  o, 

il  s'ensuit  que  le  théorème  avancé  est  vérifié  sur  l'hyperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe. 

Corollaire  I.  L'équation  (6)  étant  indépendante  de  N,  on  en  cou- 
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dut  que  tous  les  hyperboloïdes  à  une  nappe  que  l'on  obtient  en  donnant 
à  N  toutes  les  valeurs  possibles  sont  asjmptotiques  l'un  de  l'autre, 
et  qu'ils  ont  tous  pour  surface  dévehppable  asjrmptotique  i'niqde  le 
cône  représenté  par  l  équation  (6  . 

Corollaire  II.  Une  surface  déveioppable  étant,  en  général,  une 
surface  gauche  dont  toutes  les  plus  courtes  distances  sont  nulles,  et 
dont  l'arête  de  rebroussenient  correspond  à  la  ligne  de  striction,  il 
s'ensuit  que  la  surface  asjmptotique  d'une  surface  déveioppable  est 
cette  surface  elle-même. 
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THÈSE   DE   MÉCANIQUE. 


Sur    le  développement   des  Fonctions   en   Séries   ordonnées 
suivant  les   Fonctions  X„  et  Y„; 

Par  m.  Ossian  BONNET. 


On  sait  que  les  fonctions  X„  et  Y„,  introduites  dans  l'analyse  par 
Legendre,  sont  d'un  très-grand  secours  dans  plusieurs  théories  impor- 
tantes, en  particulier  dans  la  théorie  de  l'attraction  des  sphéroïdes  et 
dans  celle  de  la  figure  des  planètes  ;  parmi  les  nombreuses  propriétés 
dont  jouissent  ces  fonctions,  une  des  plus  remarquables  consiste  en 
ce  que  toute  fonction  de  deux  angles  ô  et  y,  donnée  arbitrairement 
entre  les  limites  S=:oet  9=7i,  (p=:o  et  (p  =  2T:,  et  assujettie  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  devenir  infinie  entre  ces  limites,  peut  tou- 
jours être  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  fonc- 
tions Y„.  C'est  à  Laplace  que  l'on  doit  cette  importante  proposition  ; 
il  y  avait  été  conduit  par  des  considérations  indirectes  et  qui,  de 
son  propre  aveu,  sont  insuffisantes;  plus  tard.  Poisson,  qui  s'était 
servi  du  résultat  de  Laplace,  dans  plusieurs  problèmes  de  Mécanique 
et  de  Physique  mathématique,  a  cherché  à  l'établir  rigoureusement. 
On  peut  voir  dans  le  xix''  cahier  du  Journal  de  l'École  Poljtech- 
niijue^  dans  les  additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  les 
années  1829  et  i83i,  et  enfin  dans  la  Théorie  mathématique  de  la 
Chaleur,  page  212,  la  démonstration  de  cet  illustre  analyste.  Cette 
démonstration  suppose,  comme  on  le  reconnaît  aisément,  la  fonction 
qu'il  s'agit  de  développer  et  ses  dérivées  premières,  continues  par 
rapport  à  ô  et  à  (p,  conditions  qui  peuvent  ne  pas  être  satisfaites, 
même  pour  des  cas  très-simples;  la  démonstration  de  Poisson  est 
<lonc  incomplète.    Depuis,   M.   Lejeune-Dirichlet    a   publié,    dans  le 
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tome  XVII  du  Journal  de  M.  Crelle,  la  première  et  je  crois  l'unique 
démonstration  entièrement  rigoureuse  du  théorème  de  Laplace.  Je  me 
propose,  dans  cette  Thèse,  de  donner  une  nouvelle  démonstration 
plus  directe  que  celle  de  M.  Dirichlet ,  et ,  afin  que  mon  travail  pré- 
sente un  ensemble  complet,  je  ferai  préalablement  une  exposition 
rapide  des  principales  propriétés  des  fonctions  X„  et  Y„,  en  ne  m'af ta- 
chant à  démontrer  que  les  moins  connues  de  ces  propriétés. 

§   T"- 
Propriétés  des  Jonctions  X„. 

Théorème  I.  V expression  [\ —  iot.x-\-a?)  -,  où  x  est  un  nombre 
compris  entre  —  i  e^  -+-  i  et  a.  un  nombre  positif  moindre  que  i ,  est 
développnble  en  série  com'ergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  a. 

Remarque.  On  appelle  X„  le  coefficient  de  a"  dans  le  développe- 
ment de  (i  —  -xax  +  a')     -. 

Théortîme  11.    On  a,  en  général, 


-j.     I  .3.5.  ..(2«  — l)  1  2(2n  —  l) 

-    '■""  I.2.3.../Î  I     ^     ^i"— 1)(^  — 2)("  — 3)_^n-4   __    _      t 

(  T..  ^[irt  —  l)  (2«  —  3)  "     '  / 

Théorème  111.  Posant  x=^cos-^,  on  a,  comme  seconde  valeur 
de  X„, 

^         1.3.5... (2  «  —  i)  1.3.5.(2/2  —  3)i  , 

A.,  =  y-~ 1  cos n-i  H y-^ — } '■  -  1  cos \u—  2)7-1-... 

2.4.6.  ..2«  '  2.4.D...  (2«  —  2)2  '' 

1.3.5. ..(2n  —  2f  — 1)   1.3. ..(2/  —  i) 
H 7-c ; rp-^  7 :—    2  cos  (n  —  2  /  )  7  -f-  . . . . 

2.4.0.    (2n  —  2/)  2.4.-.2'  '' 

Corollaire.  Les  coefficients  de  cos  «y,  cos(/i  —  2)7,  etc.,  dans  la 
valeur  précédente,  étant  positifs,  on  voit  que  la  plus  grande  valeur 
que  puisse  prendre  X„,  quand  y  varie,  correspond  à  y  =  o  ou  j:  =  1  ; 

or.  dans  ce  cas.   X„  est   1,   puisque    (i—  aax-t-a")     '   se   réduit    à 
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:  donc  les  fonctions  X,.  sont  généralement  moindres  que   i   et 
elles  n'atteignent  la  valeur  1  que  pour  x  =  i. 

Théorème  IV.  Posant ,  comme  dans  le  théorème  précédent ,  x  =  cosy, 
et,  de  plus,  \l —  \  ^  i,  on  a,  pour  troisième  valeur  de  X„ , 

X„  ==  -    /      (cos  y  +  /  sin  -y  cos  o))"  d'A. 

Démonstration.  On  sait  que  toute  expression  de  la  forme 


V'A'  +  B' 
peut  se  représenter  par  l'intégrale  définie 

i  r ^^:L_. 

TT    ^p         A  (■  B  cos  6) 

où  /  :=  V  —  I .  Soit  donc 

A  =:  I  —  a  cos  y,      R  ^  a  sin  y, 


nous  aurons 


j  —  la.  cos  7  + 


a- ,    2  ==  _    /     ^ 

TT  ^j,       1  —  a  COS  7  —  «  a 


Sin  7  cos  w  ' 


développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  a,  et  identifiant  les  deux  développements,  on  trouve  le  ré- 
sultat énoncé. 

Théorème  V.  Les  trois  Jonctions  consécutives  \n^,,  X„,  X„_|,  sont 
liées  par  la  relation 

[n  +  i)  X„^_,  —  (a«  -t-  i)  Jc\„  -t-  «X„„,  =:  o. 

Corollaire.  On  déduit  de  la  relation  précédente,  et  en  s'aidant  des 
principes  de  M.  Sturm,  que  les  racines  de  réquation 

X„=:o 

sont  réelles,  inégales,  comprises  entre  —  1  et  +  1 ,  et  telles,  qu'entre 
deux   d'entre  elles  consécutives  se   trouve  une  et  une   seule   racine 

34.. 
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réelle  de  l'équation 

X„_,  =  o. 

Théorème  VÏ.   Les   indices  m   et  n   étant   différents,    t intégrale 
rie/inip 

/        X,„X„rfx 
sera  toujours  nulle.  Si  ces  indices  sont  égaux,  on  aura 
f'^'x::dx=      ^  -• 
Théorème  VIT.    On  a 

"         l.2.3...n.2"  rfr" 

Théorème  VIII.  La  Jonction  X„  vérifie  l'équation  différentielle  du 
second  ordre 

(i)  j-^ +  «(n  +  i)X„=o. 

Remarque.  le  produit  de  X„  par  une  constante  est  la  seule  fonc- 
tion entière  de  x,  qui  vérifie  l'équation  (i). 

Théorème  IX.  Les  indices  m  et  n  étant  différents,   l'intégrale 
définie 

sera  toujours  nulle.  Si  ces  indices  sont  égaux,  on  aura 

-  (A)  représentant,  en  général,  le  produit  1.2. 3...  k. 

Théorème  X.   Les  deux  Jonctions  consécutives  Un  et  \„+.  sont  liées 
par  la  relation  différentielle 

--—  (1  —  x^)  -T-î  =  xX„—  X„.u.. 

«  4-  I   ^  '  dx  ' 
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Démonstration.   D'après  l'équation  (i),  on  a 

il  suffira  donc  de  montrer  que 

—  ni     X„  djc  =  xX„  —  X„^., , 
ou  ,  en  se  rappelant  la  valeur  donnée  par  le  théorème  Vil,  que 


i.2.3...(« — 1)1"         dx"-' 

I               ^  rf"(ar'  — i)"                             I                      </"+'(j:'  — 

,)-- 

~   1  .2.3...ra.2"'^          dx"                 1.2. 3...  («4- 1)2"+'           dx"+' 

OU  bien  encore  que 

d"->-'(x'  —  l)''+'                ,                >         rf"(ar'  — l)"                     ,                 .rf"-'(x'- 

-.)" 

dx"*'             —   2(«     -     IjX          ^^              1     2«(«     1     Ij            ^^_, 

Mais 

rf'.+.(xw.).+.  _               rf"+.(^=_,)» 

d^'          —^^         ^>        dx"-^' 

.             .       </"(j:' — i)"              ,              ,rf"-'(j;' — i)" 

donc  il  faut  que 

(.T^  —  f  1 i -^  —  n  (M  4-  Il ^ '— 

Or,  en  différentiant  par  rapport  à  x,  et  multipliant  par  ^ , i  ' 

on  trouve 

3 h  nin  +  i)X„  =  o. 

dx  ^ 

Théorème  XI.  Posant  x  =  cosy,  et  supposant  que  y  varie  entre  les 
limites  7.  et  n  —  a,  où  a.  est  un  nombre  déterminé  aussi  petit  qu'on  le 
veut,  mais  cependant  différent  de  o,  on  a,  pour  toutes  ces  valeurs 
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de  7, 

2  COS  (  «7  H y]  COS  (  «7  -+-  -  7   1 

V2«7rsm7  2n\/2«îrsin7 

cot7  sin    «7  H-  -  —  ^  I 

4«v2«7rsm7  «' \//z 

/j  </<««/  une  jonction  de  "^  et  de  n  qui  reste  toujours  au-dessous  d'une 
certaine  limite  fixe.  ^ 

Démonstration.   D'après  le  théorème  VIII,  on  a 


«(_«  -l-i)X„  =  o. 


et ,  en  changeant  .r  en  cos  y, 

rf'X„        C0S7  rfX„  ,  .^ 

07^  sin  7    «7  ^  y     « 

Posons  X„  =  M  sin     -y,  a6n  de  faire  disparaître  le  second  terme,  il 
viendra 

(ty  \  2/  4*107 

OU 

d- 
iy'  '  4  sin' 7 

en  faisant  «  -t-  -  =  o. 
2       ' 

Multiplions  maintenant  cette  équation  par  sin  p"/d'^,   et  intégrons 

de  a  à  y,  nous  aurons 

I  pydy 
'7 


V    '  dy'  '  Il  I 


du  ,,         I     C'  u  sin  07 

I P  7  -; P  «  t;os  0  7  =  C  —  7    1     .J— 

~  '  df        ~  '   '  ^  J  sin'-) 


ou  bien,  en  remplaçant,  sous  le  signe    1,  la  variable  y  par  y',  afin  de 

la  distinguer  de  la  valeur  particulière  qui  représente  la  limite  supé- 
rieure, et  appelant  u'  ce  que  devient  u  par  ce  changement. 

,    ,  .du  .-,         I      /*>'«' sin  07' rfy 

(2)  =^'nP7,7:;-P«cos^y=C-^  j^   -^j^,^; 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  9,71 

multipliant  de  même  l'équation  (i)  peir  cosp-yr/y,  et  intégrant  de  a  à-/, 
on  a 

,„  du  .  1      r'  u'  coi  a'/'  ci 'f 

Éliminant  —  entre  les  équations  (2)  et  (3),  il  vient 

C'sinp7  —  Ccospy  i      r''u'sinp(y'  —  7)^7' 

P  4pJa  si"' 7' 

ou  bien,  en  substituant  à  C  et  (7  deux  nouvelles  constantes  J'  et  £, 
convenablement  choisies, 

„  _  i?cos(p7+  i)    ^      1      ;'"^a'sinp(7'  — 7)af7' 


x; 


p  4pX  sin=7' 

Ce  résultat  fait  connaître  les  différents  termes  du  développement  de  u, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  -,  en  effet,  on  en  déduit  succes- 
sivement 


Jcos(p74-£)  S      /*'' cos(p7' H- £)  sinp(7'  —  f,'IY 

~~  P  4p'X.  sin-7' 

'  sinp(7"  —  7')  ^7" 


1       /''' sin  p(7'  —  7) '■'7'     /*''   «'' 
i6p'  X.  sin^7'  X_ 


sin'7 
puis 

^^  __  r?cos(p7  +  0  _|_  _J_   f  cos(p7'+  s)  sin  p  (7'—  7) </7' 

cos  (p7"  +  e)  sinp  (7"  —  Y)dy" 


I       /">sinp(7'  —  7)^7'    r''sinp(7"  —  y')dy"   f''   «'"sinpiy"' — 'i")d-j"' 


ainsi  de  suite.  On  peut  remarquer  que,  pour  éviter  toute  confusion, 

nous  changeons  sous  le  signe  1  successivement  y'  en  y",  7",...  ;  ce  qui 

transforme  u'  en  ^^",  m", — 

Nous  ne  ferons  usage,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  de  la  valeur  de  u. 
écrite  en  dernier  lieu,  mais  après  l'avoir  mise  sous  une  forme  beaucoup 
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plus  simple.  Il  est  clair  que  u  ou  bien  X„sin'7  est,  pour  toutes  les 
valeurs  de  p  et  pour  toutes  les  valeurs  de  7,  depuis  a  jusqu'à  n  —  a, 
constamment  inférieur,  en  valeur  absolue,  à  i;  d'ailleurs  sin^y',  sin^y", 
sin-7    sont  au  moins  égaux  à  sin^  a.  D'après  cela,  l'intégrale   triple 

X'''sinp(7'  —  •))'h'    n  sinp(7" — y')dy"   Ç'   u'" %mçj(y'" — y")dy" 

ne  peut  jamais  dépasser,  quel  que  soit  p  et  quel  que  soit  7,  depuis  a 
jusqu'à  n  —  a,  un  certain  nombre  déterminé;  il  en  est  de  même  évi- 
demment de  l'intégrale  double 

r^imp{y'  —  y)dy'    n' ws{(,y"  +  €)smp{y"  —  Y)dy"  _ 

on  peut  donc  écrire 

4?X  sin'7 


ocos(p7  +  £)_^ ^    /'>'cos(p7'  +  e)sinp(7'    -7)^/7'     ^    /> 


n  et  q  restant  finis  pour  toutes  les  valeurs  de  p  et  pour  les  valeurs 
de  7,  comprises  entre  a  et  tt  —  a.  De  plus,  si  l'on  remplace  dans  l'in- 
tégrale le  produit  de  sinus  et  cosinus  par  une  somme  de  sinus,  il 
vient 

0       /*'' sin  (2  67' — oy-\-i)(iy'  0       .     ,  \    r^    d-i' 

«PVa  *">  7  8p-  "-^  '  Va    =*'""'/ 

or  le  premier  terme,  en  remarquant  que 

I     d  COS  (  2  p  7' p  Y  -T-  i. 


sin(2p7'-  p7-f-  =)  = 

-r  "•  ( 

et  appliquant  le  procédé  de  l'intégration  par  parties,  se  met  aisénient 
sous  la  forme  -^:  p'  étant,  comme  p,  une  certaine  fonction  de  (j  et 
de  7,  qui  ne  dépasse  jamais  une  limite  fixe;  on  peut  donc  grouper  ce 

terme  avec  —  dans  la  valeur  de  m,  et  il  vient  finalement 

r 


.                       'îcosip7-f-£  "      •     /•         ,      \    l      '''I 

[4)  M  = ^— j— sm(/'>7  +  c)   /     -.  '  , 


u-  p- 
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p  et  q  sont,  comme  plus  haut,  des  fonctions  de  p  et  -/ ,  qui  restent  pour 
toutes  les  valeurs  de  p  et  pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  a  et 
t:  —  Cf.,  constamment  au-dessous  d'une  certaine  limite  fixe. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  détermination  des  constantes  â  et  £ 
introduites  par  l'intégration  de  l'équation  (i).  Pour  cela,  remarquons 

que,  lorsque  7=  -?  on  a,  suivant  le  degré  de  parité  de  ?i, 

-.  =  x..  =  (-,)--ti."'7"=(-)'  '■'-'■■■" 


2.4.6.  ..2/t  ^  1     2=*(l.2.3.../f)^ 

^^     l   __^^      _t d__ 

=  {-if^-^^^^ i ^  =  {-.f-^e    «^     *■ 

6  et  6'  étant  compris  entre  o  et  i,  et,   par  suite,  6"  entre   — 

et  -7^  ;  nous  obtenons  ainsi  les  deux  relations 
100 


2880 


0  = 


\4        /    ,  \4 y      r^    dy' pc ___^ 

2X-  +  -  8    2X  +  -        /  '  I2X-+  -  2A-   • 


I  8â 


I  sin  (  y  -+-  e 


dans  lesquelles  p  et  q  n'ont  pas  la  même  signification  que  dans  l'éga- 
lité (4),  et  représentent,  comme  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  deux 
nombres  fonctions  de  k  seulement  qui  restent,  quel  que  soit  A,  au- 
dessous  d'une  certaine  limite  fixe.  Ordonnant  les  seconds  membres 

par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  7'  groupant,  dans^  et  ~, 
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tous  les  termes  de  même  fornae,  et  posant,  pour  simplifier, 

ces  égalités  deviennent 


d'où,  en  faisant  la  somme  membre  à  membre  de  leurs  carrés  et  sim- 
plifiant, 

I  2  9" 

ou  mieux , 

,  , .         I  I  1  S^  S'    ,  .  -         pS'         (/S  r 

(^)    ir^-p^  +  3ïK:==P'-8Ï3i^  +  «»"^^)+ir  +  7T  +  /..- 

/  étant  un  nombre  de  même  nature  que  p  eX  fj ,  toujours  fini,  quel  que 
soit  k. 

L'égalité  {b)  montre  facilement  que  è  est  de  la  forme  x  i/-  (i  4-  Ç), 

Ç  s'annulant  avec  -r;  puis  l'égalité  (a)  que  iz=  —  j  -\-  r, ,  o  s'aiu)ulant 

aussi  avec  j-  Reste  donc  à  trouver  Ç  et  y;  ;  or,  à  cause  des  valeurs  pré- 
cédentes de  (?  et  de  £,  les  égalités  (a)  et  {h)  peuvent  se  simplifier  et 
s'écrire  ainsi  ; 

(a')                     o  =  sin  >/  —  A  (3  sin  >?  —  7  cos  >1  )  -+-  71' 
j_ i_  __     S'  S^ 
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L'égalité  {a')  ne  contenant  que  n,  fait  connaître  cette  inconnue;   on 
peut  d'abord  la  mettre  sous  la  forme 

et  de  là  on  tire 


a  p 

-ëTL-^  Ti  —  O, 


tang>,=-^^  +  J, 


par  conséquent, 


-n  =  — 


iÇ,k       k' 


L'égalité  [b'),  qui  peut,  à  cause  de  la  valeur  de  y;,  s'écrire  ainsi 


donne  ensuite 


d'où 


1     _  _2l *'        P 


J \ ^ 

kit         4X'7r  X'_4yf  I 


4  >^=       8  h' 


'=V' 


^sfisTZ  k\fk 


Ainsi  les  constantes  â  et  i  ont  respectivement  pour  valeur, 


.=.v?. 


4v^      *v^ 


Tz  a  a 

4  IDA  Jt^ 


P  et  q  étant  des  fonctions  de  k  jouissant  de  la  propriété  de  ne  pas 
pouvoir  dépasser  une  certaine  limite  fixe. 

Dans  les  valeurs  précédentes  de  i?  et  de  £,  k  représente  la  moitié  de 
l'indice  n  de  X„  quand  cet  indice  est  pair,  ou  la  moitié   de  l'indice 

diminuée  de  -  quand  cet  indice  est  impair;  or  il  convient  d'introduire 

35.. 
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l'indice  lui-même  dans  les  valeurs  de  â  et  de  s;  faisant  la  substitution. 

on  trouve  facilement 

V    ^  2v/2n7r         ns/n  4         »«         «' 

le  signe  +  du  second  terme  de  â  convenant  au  cas  de  //  pair,  et  le 
signe  —  au  cas  de  n  impair. 

Reprenons  la  valeur  de  u  fournie  par  l'équation  (4),  et  écrivons-la 
comme  il  suit  : 

3  cos  iny-\---\-s\        S  COS  (  n  7  H h  e  ) 

U  =  ^^ ^ 

n  2/2' 

S        .       (  7  \  ■  r  '    d'j'  V  s  a 

—  jj— sui    wy+ -  +  £  ^-r-;  +  ^+     ' 

8/2'  \     '         2  y  J^    sin'  7  «'         'i' 

en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  -  ;  puis  remplaçons  â  et  î 
par  leurs  valeurs  précédemment  obtenues,  il  viendra 

,cos(/27+|-|)  eos(/27+J-|) 

^2ni!  2/2  y^niz 

U-    r'_^)sin(,2v+I-^) 

4/?V2/îir  /2' \//! 

/jetant  maintenant  une  fonction  dey,  quoique  jouissant  toujours  de 
la  même  propriété;  ou  mieux 


2  cos 


(7  TT  \  /  7  f\ 

/2  7  H y]  COS    «  7  -t-  -  —  7 

^     4/  ^_  /  _  ,^/.      \         a     4 / 

V/2/2  7r 

cot7  sin  {  ny  -\ -j  ] 

\  2,      4; 


V2/2  7r  7.n\Jïmz 


4  /»  sJT.m:  n'  \^ 

ippelant  les  valeurs  de  a  et  de  1    -^-;'^: 

J.^   sin'7' 
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Divisant  enfin  par  sin^  y,  afin  d'avoir  X„,  on  trouve 

2COs(«7-t--  —  -;)  COS   I  «  7  +  -  —  -7    I 

V  2  «  TT  sin  7  2  «  v  2  n  f  sin  7 


4 1  sj'i.mz  sin  7  n^  y  n 

comme  il  fallait  le  démontrer. 

§  II. 
Propriétés  des  fonctions  Y„. 

Si,  dans  l'expression  (i  —  o.ax  4-  a^)    ^ ,  on  suppose 
X  =  COS0  COS  9'  +  sin  Q  sin  B'  cos  (9  —  f'), 

le  coefficient  de  a",  qui  jusqu'ici  a  été  désigné  par  X„,  deviendra  ce 
qu'on  appelle  habituellement  P„. 

Théorème  I.   La  fonction^,,  satisfait  à  V  équation  aux  différences 
partielles 


rf    sin  9  -  ,     , 
^   '  sin  0  do  sin-  6   d<f^  ^  ' 

Remarque.  P„  n'est  pas  la  seule  fonction  entière  des  trois  quantités 
cosô,  sin  5  cos  9,  sin  6  sin  ip,  qui  vérifie  l'équation  (1);  on  donnera 
plus  bas,  théorème  IV,  la  forme  générale  des  fonctions  qui  jouissent 
de  cette  double  propriété,  et  que  l'on  appelle  fonctions  Y„. 

Théorème  II.    On  a 

_,       V  v       2n(/2  — i)  .    .   .    f,,dx„dx'„        ,  ,, 

P„  =  X„ X„  +  -rr—r—,  sin  9  sm  B'  -;-  -j-^  cos  (9  —  «') 

n  (  «  + 1  )  dx     dx'  ^'  I    ' 

H r T  sm*  6  sm^  B  -—■ — r— ■  cos  2   ©  —  ©')+. .., 

n  (/r)  représentant  en  général  le  produit  i.i.Z...  k,  et  X„  et  X'„  e7a/ii 
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I 
les  coefficients  de  aJ^  dans  les  développements  de  [\  —  o^c/lx  -\-  a^)    '^, 

I 
«t  de  (1  —  -îax'  -+-  a^)    ^,  où  l'on  Jait  d'ailleurs 

X  :=  cos  ô  ,     a:'  =  cos  ô'. 

Théorème  III.   On  a 


f^P^dcp^inX^X:, 


X„  et  X'„  ayant  la  même  signification  que  dans  le  théorème  précédent. 
Théorème  TV.    On  a 

Y,,^  aX„+  (è'cos(p  +  c'  sin^)  -^  sin  S 
-t-  (  b"  cos  2  9  +  c"  sin  2  ç  )  -— ?  sin*  9  + . . . , 

X„  efan^   toujours  le   coefficient  de  a"   ^an^   /e   développement    de 

I 
(i  —  lax  +  a-)    ^  où  L'on  suppose 

X  =:  cos  Q , 

et  a,  b',  c',  b",  c",...  représentant  des  constantes  quelconques  par  rap- 
port àQ  et  à  <f. 

Théorème  V.    On  a,  metn  étant  différents, 

f^''d(p  r"Y,„Y„sinÔc^5  =  0. 

«/o  Jo 

Théorème  VI.    On  a 

en  appelant  Y'„  ce  que  devient  Y„  quand  on  y  fait 
9  =  6'     et     (f  =  (p'. 
Théorème  VII.    On  a 
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§  ni. 


Développement  des  fonctions  de  deux  angles  en  séries  ordonnées 
suivant  les  jonctions  Y„. 

I .  La  formule  qui  sert  à  développer  toute  fonction  de  deux  angles  5 
et  (p  en  série  ordonnée  suivant  les  fonctions  Y„  est  exprimée  par  l'éga- 
lité suivante, 

(«)    J\B,  ?)  =  77  21(^"  +  0  r  sin  e'dS'  r^  P,J{6',  cp')d<p'. 

"+  '  «/o  Jo 

Cette  égalité  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  6  et  de  f  comprises  entre 
les  limites  d  —  o  et  6  =  n,  y  =  o  et  9  =  ar,  et  la  fonction/  {6,  a) 
dont  elle  donne  le  développement,  n'est  assujettie  qu'à  la  seule  condi- 
tion de  ne  pas  devenir  infinie.  Quand  le  système  de  valeurs  attribuées 
à  S  et  y  rend  y  (9,  p)  discontinue,  le  premier  membre,  qui  n'a  plus 
alors  aucun  sens  précis  ,  doit  être  remplacé  par  la  valeur  moyenne  de 
la  fonction/  (6,  ©)  répondant  au  système  des  valeurs  de  d  et  de  œ  con- 
sidérées. Voici,  d'ailleurs,  ce  que  l'on  entend  par  valeur  moyenne 
d'une  fonction  pour  un  système  de  valeurs  des  variables,  rendant  cette 
fonction  discontinue.  Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
et  regardons,  pour  plus  de  commodité,  d  comme  l'angle  inférieur  à  - 
que  forme  une  certaine  droite  OA  issue  de  l'origine  avec  l'axe  OZ,  et  a 
comme  l'angle  positif  que  fait  le  plan  de  OA  et  de  OZ  avec  le  plan  ZOX, 
de  manière  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  ô  et  de  y  réponde  une 
et  une  seule  droite  issue  de  l'origine  ;  ou  mieux ,  en  représentant  ces 
droites  par  leur  point  de  rencontre  avec  une  sphère  S  de  rayon  i  et 
ayant  le  point  O  pour  centre,  un  et  un  seul  point  de  la  sphère  S.  Ceci 
admis,  supposons  la  fonction/  [Q,  <p)  discontinue  pour  un  système  de 
valeurs  de  5  et  ç  répondant  à  un  certain  point  A  de  la  sphère  S;  on 
devra  en  conclure  que  la  limite  vers  laquelle  tend J {6,  f),  à  mesure 
qu'on  s'approche  indéfiniment  du  point  A  en  suivant  une  certaine  ligne 
tracée  sur  la  surface  S  et  issue  du  point  A ,  est  variable  avec  la  position 
de  cette  ligne  qu'on  peut  supposer  être  un  grand  cercle  dans  le  voisinage 
du  point  A  ;  or,  appelons  w  l'angle  variable  qu'un  arc  de  grand  cercle 
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quelconque  AM,  issu  du  point  A,  fait  avec  un  autre  arc  de  grand 
cercle  fixe  AB,  issu  du  même  point,  et  soit  F  (w)  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  fonction ^Ô,  ip),  quand  on  s'approche  du  point  A  en  suivant 
la  ligne  MA;  l'intégrale 


iX"^c 


sera  la  valeur  moyenne  de  la  fonction^  [6,  (p)  relative  au  point  A. 

Il  est  presque  inutile  de  dire  que  lorsque/  (ô,  ç)  n'est  pas  discon- 
tinue pour  le  point  A,  il  y  a  égalité  entre  la  valeur  moyenne  et  la 
valeur  propre  de  la  fonction  en  ce  point. 

2.  Pour  démontrer  l'égalité  [a),  nous  chercherons  à  sommer  la  série 

[b]  ^[in  +1)  J\mQ'  M'  £'^  'P,J[&,,f-)d^'; 

à  cet  effet,  nous  considérerons  d'abord  la  série 

ic)  ^{'xn  +  \)a"  r  smB'dB'  C   ^  V  „/($',  (p')  df' , 

;i:=0 

que  l'on  obtient  en  multipliant  les  différents  termes  de  la  précédente 
par  les  puissances  successives  d'un  nombre  a  positif  et  moindre  que  i  ; 
puis,  ayant  obtenu  la  somme  de  cette  série,  nous  déterminerons  la 
limite  vers  laquelle  elle  tend  à  mesure  que  a  s'approche  indéfiniment 
de  I  ;  cette  limite  sera  la  somme  de  la  série  {h)  si  toutefois  cette  der- 
nière séi'ie  est  o,onvergente ,  comme  cela  résulte  d'un  théorème  connu 
dû  à  Abel. 

3.  Posons 

cos  0  cos  6'  -h  sin  S  sin  0'  cos  (  ©  —  f')  ^  cos  y 
et 

(  I  —  2  a  cos  y  +  a*  )    '-'  =  ¥; 
nous  aurons,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  que  i, 
V  =  Po  +  P,  a  ■+■  l\  a-  +  . .  +  P„  «"  +  ...; 
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de  là  on  déduit  aisément 

(i  — aacos7+  a-)' 
=  Po+  3P,  a  +  SPja-  +  ...  +  {in  +  1)  P„  a"  +  .  .  .  , 

égalité  qui  subsiste  aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  que  i . 
Multipliant  les  deux  membres  par y^(6',  ip')  sin  Q'  dd'  df',  et  intégrant 
par  rapport  à  5'  de  o  à  tt,  et  par  rapport  à  (p'  de  o  à  a;: ,  il  vient 


2  a  cos  7  • 


(i-a^)  f\me'de'  f'^  — 

Jo  «/ O  Ij. 


ce  qui  déjà  nous  fait  connaître  la  somme  de  la  série  {c). 

4.  Déterminons,  en  second  lieu,  la  limite  vers  laquelle  tend  l'inté- 
grale 

{d)  (i-  a^)  f  sinô'dô'  p_Z(fWl^?^_, 

*^°  "^^        (l— 2aC0Sï+a')^ 

à  mesure  que  a  s'approche  indéfiniment  de  i,  en  lui  restant  constam- 
ment moindre.  Reprenons  la  sphère  S  ,  appelons  de"  l'élément  de  cette 
sphère  qui  répond  au  point  M  pour  lequel 

ZOM  =  6'     et     (ZOM,  ZOX)  =  ©'; 

si  N  représente  le  point  pou-  lequel 

ON  =  a,     ZO]N  =  (9,      (zON,ZOx)=œ, 

et  que  A  soit  le  point  de  la  sphère  S  situé  à  l'extrémité  du  rayon  ON, 
nous  pourrons  mettre  l'intégrale  [d)  sous  la  forme 

ie)  (i+a)ANrr^^^':^r^-- 

J  J  MN 
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Cette  nouvelle  intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  de  la 
sphère  S;  mais,  comme  il  ne  s'agit  ici  que  de  trouver  la  limite  vers 
laquelle  elle  tend  ?.  mesure  que  a  s'approche  de  i,  ou  à  mesure  que 
le  point  N  s'approche  du  point  A  ,  on  peut  évidemment  se  conten- 
ter de  l'étendre  à  la  portion  de  la  sphère  comprise  dans  un  contour 
quelconque  comprenant  le  point  A,  car  l'autre  partie  de  l'intégrale 
aura  toujours  zéro  pour  limite.  Prenons  donc  pour  définir  les  li- 
mites de  l'intégrale  un  petit  cercle  ayant  le  point  A  pour  pôle  et  sup- 
posons son  rayon  sphérique  assez  petit  pour  que ,  dans  l'intérieur  de 
ce  cercle,  il  n'y  ait  pas  d'autres  points  que  le  point  A  dont  les  coor- 
données d  et  <p  puissent  rendre  discontinue  la  fonction  f'{.9,(p').  On 
comprendra  facilement  que  cette  dernière  condition  peut  toujours  être 
remphe,  en  remarquant  que  les  solutions  de  continuité  de  J  [6 ,  f) 
ne  correspondent  qu'à  des  points  isolés  et  en  nombre  fini  de  la 
sphère  S,  et  que  cette  fonction  ne  saurait  être  discontinue  pour  tous 
les  points  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  S,  sans  quoi  la  formule 
que  nous  nous  proposons  d'établir  pourrait  cesser  d'être  exacte.  Ceci 
posé,  transformons  encore  l'intégrale (e).  Appelons  y  l'angle  MOA  et  w 
l'angle  que  le  plan  MOA  fait  avec  un  plan  fixe  conduit  suivant  OA,  le 
plan  ZOA  par  exemple.  En  supposant  à  l'élément  da'  une  forme 
convenable,  nous  pourrons  le  considérer  comme  égal  à  sinyd-^tiw . 
et  si  nous  appelons  /,  ^y,  w)  la  fonction/  (Q ,  f)  exprimée  en  y  et  w,  notre 
intégrale  deviendra 


X  1       (>  +  0N 


2  ON  cos  7  )  ' 


■/  étant  le  rayon  sphérique  du  contour  qui  déteruiine  Jc^s  hinites  de 
l'intégrale. 

o.  Occupons-nous  de  l'intégrale  simple 

,  w)  sin  ydy 


AN  r — ^^^ 


—  2  ON  cos  7  ) 
Intégrons  par  parties,  ce  qui  est  permis  ici ,  puisqtu-  /,  {y,  m)  est  con- 
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tiriiie  entre  les  limites  de  l'intégration;  il  viendra 

"AN  y;(7,o>) 


UN  ^ 

(n-0>  —  20Ncos7)'J.  ^ 


(/) 


\  «/>         (n-ON'-aONcos'/)' 

Le  premier  terme  de  cette  somme  est  égal  à  ~^^^  et  se  réduit  kf,  (o,(a) 

quand  le  point  N  coïncide  avec  le  point  A  ;  le  second  a  évidemment 
zéro  pour  limite.  Passons  au  troisième 


i-t-ON  —  aO'cosy) 


La  fonction  y^>  qui  entre  sous  le  signe  1   dans  cette  intégrale,  peut 

présenter,  entre  les  limites  o  et  7'  de  l'intégration ,  un  certain  nombre 
de  changements  de  signes;  toutefois,  ce  nombre  doit  être  fini, 
sans  quoi  la  fonction  f,  (y,  m)  aurait,  dans  le  voisinage  du  point 
A,  un  nombre  infini  de  maxima  ou  minima,  hypothèse  qu'il  faut 
nécessairement  écarter.  Décomposons  l'intégrale  en  une  série  d'autres, 

de   telle   sorte  qu'entre  les  limites  de  chacune,   la   fonction  — -^  ait 

constamment  le  même  signe;  et  soit 


'   /  /       — ' 

J.^  (1  + ON— 2  ON 


AN 

ON     .  ,         _,  ., 

!  ON  cos  7  ) 


l'une  de  ces  nouvelles  intégrales;  comme est  au 


(1+  ON  —  2ONCOS7)' 


df. 


plus  égal  à  I  et  que  -~  a  constamment  le  même  signe  de  7^  à  7^+,  , 

cette  intégrale  a  une  valeur  absolue  moindre  que  celle  de  la  diffé- 
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rence 

^[/.  (7*+. .")-/.  (7*'")]' 

et,  par  conséquent,  aussi  petite  que  l'on  veut;  carj^,  (y,  u)  est  une 
fonction  continue  de  y,  et  les  deux  valeurs  y^,  y^+t  de  y  ont  une  diffé- 
rence aussi  petite  que  Ton  veut,  puisqu'elles  sont  toutes  deux  moindres 
que  y',  qui  peut  être  supposé  aussi  petit  que  l'on  veut;  on  a  ainsi, 
pour  le  troisième  terme  de  la  somme  (y),  un  nombre  fini  de  quan- 
tités aussi  petites  que  Ton  veut,  et,  par  conséquent,  une  quantité  aussi 
petite  que  l'on  veut;  de  là  nous  pouvons  conclure  que  la  limite  vers 
laquelle  tend  l'intégrale  simple 

AN    ' 


•ON   —  2  ON  cos  7  J 


est  égale  à  /,  (o,  w),  et,  par  conséquent,  que  celle  vers  laquelle  tend 
l'intégrale  double 

)  )  sin  y  dy 


Jo  Jo       (i  +  ON    - 


2  ON  cos  7  ) 
est 


/"^■(°' 


))d(. 


c'est-à-dire  le  produit  par  4^  de  la  valeur  moyenne  de  J  [6 ,  9)  au 
point  A. 

6.  11  nous  reste,  et  c'est  là  la  principale  difficulté  de  la  question,  à 
démontrer  la  convergence  de  la  série  [b).  Transformons  d'abord  le 
terme  général 

{in-h\)   f\m6'cie'   f   '  P„fi6\m')d(p' 

de  cette  série,  en  substituant  aux  variables  6'  et  cp'  les  variables  y  et  w, 
dont  nous  avons  fait  usage  précédemment;  il  viendra,  en  observant 
que  P„  s'exprime  au  moyen  de  y  seulement, 

{2n-hi)l      V„s\nydy  i      y,  (7,  oj)rf«, 

«/o  Jo 
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OH  bien 

;g)  (2«+i)^'p„F(7)sin7^V, 

en  posant,  pour  simplifier, 

Jo 

Faisons  encore  cos  y  =  x;   P„  deviendra  X„,  et  si  nous  appelons  9  [x) 
ce  que  devient  F  (y),  nous  aurons 


(a/z  +  i)  /       X„  (p{oc)  dx 


comme  seconde  valeur  du  terme  général  de  la  série,  qui,  dans  ce  qui 
va  suivre,  sera  employé  concurremment  avec  la  valeur  (g). 

7.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  signaler  une  pro- 
priété très-importante  des  fonctions  F  (7)  et  œ  (a;  )  :  ces  deux  fonc- 
tions, qui  peuvent  présenter  un  nombre  fini  quelconque  de  solutions 
de  continuité  entre  les  limites  o  et  7: ,  —  i  et  +  1  des  intégrales  où 
elles  entrent,  ne  peuvent  jamais  être  discontinues  pour  ces  limites 
mêmes.  Ainsi,  par  exemple,  F  (7)  ne  saurait  être  discontinue  pour 

7  :=  o. 

y,  (o,  w)  <^w,  c'pst-à- 

o 

dire  au  produit  par  in  de  la  valeur  moyenne  de/,  (7,  u)  pour  le 
point  A;  or  on  peut  évidemment  toujours  tracer  autour  d'un  point 
A  un  cercle  assez  petit  pour  que,  dans  son  intérieur,  il  n'y  ait  pas 
d'autre  discontinuité  de  la  fonction  /i  (7,  w)  que  celle  qui  peut  avoir 
lieu  au  point  A;  on  en  déduit  qu'en  prenant  7  suffisamment  petit, 
/,  (7,  u)  est  aussi  près  que  l'on  veut  de  /,  (o,  o)),  quel  que  soit  d'ail- 

y,  (7,w)(r/oj  est  aussi  près  que   l'on  veut 

o 

y,  (o,  m)  c/«. 

8.  Cette  propriété  étant  admise,  appelons  £  un  nombre  déterminé 
assez  petit  pour  que,  entre  —  i  et  —  i  +  s  et  entre  i  —  s  et  i,  il  n'y  ait 
aucune  solution  de  continuité  de  la  fonction  (f{x);  nous  pourrons  dé- 
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composer  l'intégrale  (g')  de  la  manière  suivante  : 

(2^1  +  1)/  X„(p  {x)  d:r  +  {in -\-i)  j         X„^{x)dx 

-h(2«-)-l)/  X„I55  (O-)  <-/x. 

et  tout  consistera  à  prouver  que  les  trois  séries  ayant  pour  termes 
généraux  respectifs  les  termes  de  la  somme  précédente  sont  con- 
vergentes, ou  plus  simplement,  d'après  un  théorème  d'Abei ,  que 
les  trois  séries 

n  =  co 

^n  j  X„ij?(x)cte, 

n=  o 

n:=:CC 

2"/  Xn<p{x)dx, 

n  =0 

^  «  /      X„(p{jc)dx, 

le  sont. 

9.   Considérons  d'abord  la  série 

n  :=CC 
n  =  0 

en  nous  rappelant  que  X„  vérifie  l'équation  différenrielle 

^ i-n{n-hi)X„  =  o, 

nous  pouvons  mettre  le  terme  général  de  notre  série  sous  la  forme 


«-<-  '  J-x 

Intégrant  par  parties,  ce  qui  est  permis  ici,  puisque  9  [x)  est  continue 
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entre  —  i  et  —  1  +  s ,  on  a 

L(x)(.  — j:=)-^  /.-.-(-.  .„ 

L  «•^Jx=-n-£  I  /  ,f\i  a'^Xr,    7 

n+i  n-hi    J—,  T    \         \  y   j^ 

Or, 

d'après  le  théorème  X  du  §  I*""^;  d'ailleurs  la  série 

n=.o 

est  convergente;  donc  déjà  la  série 

H  =  0 

est  convergente,  et  il  suffit  de  démontrer  que  la  série 

2  ;rirrX,  "  ^'^•^^^'""•^''^'''^■' 

n  ^  0 
OU 

__         p  —  i-i-s 

2,     /  f'{x){xX„  —  X„+,)dx, 

n=  o 

l'est  aussi.  Pour  cela,  remarquons  que  la  série 

2;  (J^X„-X„,,). 

Il  ^  o 

qui  est  convergente,  avons-nous  dit,  pour  x  =; — i  +  s?  l'est  aussi 
pour  X  =  —  1 .  En  effet,  ses  différents  termes  se  réduisent  à  zéro  pour 
cette  hypothèse  ;  il  est  donc  possible  de  fixer  un  nombre  A  que  ne 
dépasse  jamais,  en  valeur  absolue,  la  somme 

^[XA.„  —  X„^.,  )  , 
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quel  que  soit  n  et  quel  que  soit  x  de    -  i  à  —  i  -f-  s.  Cela  étant,  on 

voit  aisément  que  l'intégrale 

n  =  0 

est,  quel  que  soit  n,  aussi  près  que  l'on  veut  de  zéro,  en  ayant  soin 
de  prendre  £  suffisamment  petit  [il  faut  pourtant  que  9'  {x)  ne  change 
de  signe,  ou  que  o[x)  ne  devienne  maximum  ou  minimum,  qu'un 
nombre  fini  de  fois  entre  —  £  et  —  i-t-  s]  ;  il  suffit  de  décomposer  cette 
intégrale  en  une  série  d'autres,  de  façon  qu'entre  les  limites  de  cha- 
cune, f' {x)  ait  toujours  le  même  signe,  puis  d'observer  que  chacune 
de  ces  intégrales  partielles  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  A  mul- 
tiplié par  la  différence  positive  des  valeurs  que  prend  0  {x)  lorsqu'on 
remplace  x  par  les  deux  limites  de  l'intégrale. 

10.  Il  ne  sera  pas  inutile,  pour  lever  toutes  les  difficultés,  de  montrer 
comment  on  peut  trouver  une  valeur  de  A,  ce  qui  nous  permettra 
en  même  temps  d'établir  la  convergence  de  la  série 

n  =;  oc 
n  =0 

que  nous  avons  admise  un  peu  plus  haut.  Rétablissons  cos-/  à  la 
place  de  x,  et  P„  à  la  place  de  X„. 
On  sait  que  l'on  a  (théorème  IV,  §  I") 

P„=-  I     (cos)»  +  /sin-y  cos«)"^w; 
d'où  l'on  tire,  en  posant,  pour  simplifier,  cos  y  +  /siny  cosu  =  r, 

n  =  0 
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et 

V       (C0S7  P„  —  P„.  ,)  =  ^^    /      siny  ^1       z  ,^^^  ,,y(l,^ 

•^"  ''^     Jn  '  —  2 

(  sin  7    r ''  cos  w  ^w  i  sin  7    r'"  (cos 7  +  isin 7  cos  w)" 

îT      J^     I— COS7 — !sm7C0sw  Tz      j^        1 — COS7  — /sin7 


cos  w  dtti 
cos  w 


Ne  prenons  que  les  parties  réelles  de  ces  intégrales,  car  la  somme  de 
leurs  parties  imaginaires  est  évidemment  nulle;  nous  trouverons,  en 
considérant  d'abord  la  première  intégrale, 


^Jo      (1— COS7 


7  cos'  w  du 


57)'  +  sin'7  cos-M 
ou  bien,  excluant  le  cas  de  y  =  o ,  pour  lequel,  du  reste,  la  somme 

2    (cos7P„-P„^,) 

n  =  o 

est  mille, 

/  ces'  -  cos'  bt^w 


-,  7  ,7 

sin'  -  +  ces'  -  cos- 


divisant,  sous  le  signe   / 1  par  cos"  -cos*  u,   ce   qui  exige  qu'on  laisse 
encore  de  côté  le  cas  de  y  =  tt,  pour  lequel  on  a  aussi 

2    (cos7P„-P„^,)==o^ 

n  =  0 

il  vient 

d  tang  w  .1 


»/o 


M-  tang'  w  )  (  I  +  tang'  -  +  tang'  -  tang'o 


Ainsi,  la  partie  réelle  de  la  première  intégrale  est  toujours  moindre 
que  I. 
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Occupons-nous  de  la  seconde  intégrale 

'^  (  cos  7  -+■  i  sin  7  cos  w  )"  cos  a  du 


i  sin  7     r"^  (cos' 


•  cos  7  —  i  sin  7  cos  u  ) 


il  est  évident  que  le  module  de  (cos-/  +  ^siny  cosw)"  est  au  plus  égal 
à  I  :  donc  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  cette  expression  sont, 
aussi  séparément,  au  plus  égales  à  t,  en  valeur  absolue;  cela  montre 
que  la  valeur  absolue  de  la  partie  réelle  de  l'intégrale  précédente  est 
au  plus  égale  à 

—  cos  7)  cos  w  dia 


2    /*2  sin-7  coswrfw  2    r^    sin7(i— < 

^  Jo     (i  — <-os7)'-t-sin'7COs'w        -iz  J^     (i— COS7)' 


•  sin-  7  cos-  ( 


Mais  la  première  de  ces  intégrales  est  moindre  que  i,  comme  on  l'a 
déjà  vu;  quant  à  la  seconde,  en  excluant  les  cas  de  7  =  o  et  de  7  =  tt, 
on  la  ramené  à  celle-ci  : 


i 


sin  -  7  cos  -  7  cos  w  «M 


icos^^^tang^vlog — '— : 


sin' -  7  +  ces' -  7  cos^  w  tang-77 

2  '  2  '.  "  4  ' 


de 


mais,   y  variant  de  o  à  ;r  ou  tang  ^  7  de   o   à    i ,    le    maximum 

tang  7  7  log est  -  :  cela  prouve  que  l'intégrale  considérée  est 

"^  tang  ^  7 

moindre  que  ^  <  i.   Ainsi,   on  a   une  valeur  pour   A,  en   prenant 

i  -I-  I  4-  I  ou  3. 

II.  Il  est  démontré,  par  ce  qui  précède,  que  la  série 

V    /i  /  X„  «p  (  j:  )  c/x 

est  convergente.  On  établirait  de  même  la  convergence  de  la  série 

2   «X^  ^..f{Jc)dx. 
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Il  ne  nous  reste  donc  à  considérer  que  celle  qui  a  pour  terme  général 

n  j  X„f  [a:)  clx  , 

ou ,  en  rétablissant  •/  à  la  place  de  x , 

F  (7)  P„  sin'y  f/y , 

a  étant  un  nombre  déterminé,  positif,  mais  aussi  voisin  que  l'on  veut 
de  zéro. 

12.  Remplaçons  P„,  qui  ne  diffère  de  X„  que  par  l'échange  de  x  en 
C0S7,  par  la  valeur  fournie  par  le  théorème  XI  du  §  \"\  on  recon- 
naîtra aisément  que  la  question  se  ramène  à  démontrer  la  convergence 
des  séries 

Xîi  — «t  _  ±1 

v'/î  cos/zy  sin  Y  tang    ^-F(y)r/y, 

ynsin  ny  siny  tang  '^~F{y)dy, 

5)  I  -p  cos/zy  cosy  tang  ^-F(y)<Yy, 

\  j  ^sin  ?i-y  cosy  tang  ^-F(y)(7y, 

2   r        -^/?sinyF(y)rfy, 

OÙ  les  sommes  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n ,  et  celle 
des  séries 

^J  ^cos/iysinytang~-^|F(y)^/y, 

"S   I  -=  sin  «y  siny  tang    ^-F(y)fl^y, 

où  les  sommes  s'étendent  successivement  à  toute  s  les  valeurs  paires  et 
à  toutes  les  valeurs  impaires  de  n.  D'abord  il  est  inutile  de  s'occuper 
de  la  série 

n  =  00 

37.. 
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n  =G0 

puisque  la  série  ^  — -=  est  convergente,  et  que  la  fonction  p  sin'yF(-y) 

H  =  0 

reste  toujours  finie  entre  les  limites  de  l'intégration  ;  quant  aux  autres, 
je  dis  qu'il  suffira  de  faire  voir  que  les  deux  séries 

vu. 

où  les  sommes  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n ,  et  où 
<1)(y)  désigne  une  fonction  ou  un  produit  de  fonctions  indépendantes 
(le  M,  ne  devenant  jamais  infinies  entre  a  et  /3,  et  ne  présentant  entre 
ces  limites  qu'un  nombre  fini  de  maxima  ou  minima ,  sont  conver- 
{^entes. 

Supposons,  en  effet,  ce  point  établi;  il  en  résultera  que  les  séries 

X7T  —  a     -H  _ 

v'«  cos  «7  siny  tang    ^^F[y)dy, 

XÎT-«     _  ±L 

V'«  sin  « -y  sin  7  tang    '^~F[y)(/y, 

X  /  v'«  cosny  cosy  tang    "^  -¥{y)dy, 

2  1  \/w  cos?«y  cos-y  tang    '^~F{y)dy, 

OÙ  les  sommes  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n,  sont 
convergentes,  et,  par  conséquent,  d'après  le  théorème  d'Abel ,  déjà 
employé ,  que  les  suivantes  : 

2^  I         "7=  cos  ny  sin  7  tang     ^-  F(7)  dy, 

XTT V.  -^-]_ 

-^  sin  «7  sin  7  tang    ""^Plv^^V» 

2^  -j=cos  «7  ces  y  tang    '■'  -  F  (7)  dy, 

I 

2   /  -7^  sin  n  y  cos  y  tang    ^  7  F  (7)  dy, 
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où  les  sommes  s'étendent  également  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n , 
le  sont  aussi;  d'un  autre  côté,  il  est  facile  de  démontrer  que  si  des 
séries  de  la  forme 

où  4)  (y)  représente  une  fonction  ou  un  produit  de  fonctions  indépen- 
dantes de  n  et  toujours  finies  entre  a  et  p,  sont  convergentes  quand 
on  étend  les  sommes  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n,  il  en  est  de 
même  lorsqu'on  n'étend  ces  sommes  qu'aux  valeurs  paires  ou  im- 
paires. En  effet,  supposons  que  n  doive  toujours  être  pair  dans  la 
première  somme  par  exemple,  nous  pourrons  la  mettre  sous  la 
forme 


ksxr^'*©''^ 


le  signe  s'étendant  a  toutes  les  valeurs  entières  de  n ,  et  cette  série 
étant  convergente,  il  en  sera  de  même  de  la  première;  si  «  doit 
toujours  être  impair,  nous  pourrons  mettre  la  même  somme  sous  la 
forme 


*(2)rfï, 


puis  sous  celle-ci , 

I 

2  y/2 


n/= 


cos«7Cos- 

X2,5     .  .     7 

sin  727  sin  - 


toutes  ces  nouvelles  sommes  s'étendant  aux  valeurs  paires  et  impaires 
de  n ,  et  ^  représentant  une  fonction  de  y  et  de  n,  toujours  au-dessous 
d'une  certaine  limite.  Or  les  trois  dernières  séries  sont  convergentes  , 
il  en  est  donc  de  même  de  la  série  proposée.  On  voit  par  là  que  les 
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séries 

^  /  -j=  cos  «y  sin  y  tang    "  -  F  (y)  r/y , 

-^^  cos  «y  sin  y  tang"^  J  F  (y)  ^y. 

ou  les  sommes  s'étendent  tantôt  aux  valeurs  paires ,  tantôt  aux  valeurs 
impaires  de«,  seront  convergentes,  s'il  en  est  ainsi  lorsque  les  sommes 
s'étendent  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n.  Ainsi,  comme  on  l'avait 
énoncé,  tout  se  réduit  à  établir  la  convergence  des  séries 

V      /  V«  cos  «y  $  (y)  r/y,        T^     I  v«  sin /zy  $  (y)  .'/y, 

n  =  o  n=  O 

OÙ  $  (y;  représente,  nous  le  répétons,  une  fonction  ou  un  produit  de 
fonctions,  indépendantes  de  n,  ne  devenant  jamais  infinies  entre  a 
et;:  — a,  et  ne  présentant  entre  ces  limites  qu'un  nombre  6ni  de 
maxima  et  minima.  Nous  allons,  pour  cela,  évaluer  d'abord  les  deux 
sommes 

■^   cosny  ^    sin  «y 

13.  Or  on  a 


d'où 


'■1/^ — 1  2    3-/^ — 1  n — 1    n/J  —  t 


^  •2-  "~;^"' 
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d'où 

'"  =  "  f       _• 

^  cos«7 I       I     .  2/i\cos7  —  X  —  x"cos(n +1)7  +  i""^' cosny  j 

^      ^n  „  I  «-' o        "        \x/  i-f-x' — 2j;c0S7  ' 

2 

"="  .  r     _: 

■^  sm  «y I       1      .  2/»\sin7  —  x"sin(/ï +  1)7  +  x"+' sin  «7     . 

^       \fn  ri  i/o  V-^/  i-r-x=  — 2j:coS7 

différentiant  par  rapport  a  y,  et  ne  développant  les  calculs  que  pour 
les  termes  dépendants  de  « ,  il  vient 

■ri    /-  .  I       /      ,       "5/ 1\  2a:"+»sin7  cos/27  —  2x""^' sin7  cos(/^-^-I  17 

>  \//2Sin«7  =  —    /      log  -     —, rr ^ dx 

■^  I  .7 o  \^/  (i-Hx'— 2XCOS7)' 

n=i  2 

I       1  ,  2/i\  —  (n-|-i)jr"sin  («-1-1)7  +  /zx""^  sin  n  7    . 

H /  log  -      ^^ '- \ '— r dx->rk, 

ylJ  o  \^'  (i  +  j'— 2a:coS7) 

2 

•ri    /-  I      /      ■     ~2  /  I  \  2x""^'sin7  sin(/2 +1)7  —  2 x"-^- sin 7  sin /j 7   , 

>  \/ncosn'/= —    /      log  -|  ,     — ; dx 

^^  I  t/o  \x /  [i  +  x- — 2JCCOS7)' 

1       I      .         ^/'\  — {n -^i)x"  cos{n-hi)y  +  nx"-^' cosny 

^I«/o  ^  X  I  (t-h  X-  —  2X  ces  7  ) 


dx  -+-  A'  ; 


k  et  k'  représentant  des  fonctions  de  y  indépendantes  de  n  et  jouissant 
de  la  propriété  de  rester  au-dessous  d'une  limite  fixe ,  lorsque  ■/  varie 
de  a  à  7r  —  a. 

Actuellement  on  peut  remarquer  que  puisque ,  en  général , 
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on  a  aussi 


1^     r'log-^(i)  f""^  =^: 

I    J  "  \-2^/     H-X»— 2XC0S7  y/p 


vi£'°^~'i^i^ 


xP-'  dx  N 


4-X- —  2XC0S7)'  Jn 


M  et  N  étant  des  fonctions  de  p  et  de  7  qui ,  pour  toutes  les  valeurs 
de  p  et  pour  les  valeiu'S  de  7  comprises  entre  a  et  t:  —  a ,  restent  au- 
dessous  d'une  certaine  limite  fixe,  et  qui  jouissent  en  outre  de  la  pro- 
priété de  constamment  décroître,  lorsqu'après  avoir  fixé  p  on  fait 
croître  7  de  a  à  tt  —  a;  d'après  cela,  les  formules  ci-dessus  devien- 
nent 

V^      -  M  (/? -)- i)  cos  (ra -H  1)7         M,/2cos«7 

^^  v  n  cos  ?2  Y  =  —  -^ 


yn  -+-  1  ^n  -h  2. 

N  sin7  sm(n-t-i)7         N,  sin7sin«7 


k, 


2  V«  Sin  «7  =  M(/^-H)sin(;»  +  0_7  ^  M,  n  sin  ny 

n  =  1  V"  +  '  V^W  -4-  2 

N  sin  7  COS  (/2  4- i)  7         N,  sin  7  cos  «7  ,, 

.  — i  —  +  Ar  , 

V«  -(-  2  y/i  -I-  3 

M,  M|,  N,  N,  étant  des  quantités  analogues   aux  quantités  M  et  N 
précédemment  définies,  et  l'on  a 


yC^      ^      ~                   A.  I     \   _/              r^      "M  (»2 +  i)cos(n  4- 11  7+ (7  ) 
I  V'*  cos  727<1)  (7)  «7  =    I  — ^ ^  '  '   -^L' 

J '*''""  M|  /?cos/»7»(7)</7  /"«  — «  ly  sin  ^  jj^  ^„  _(.  ,j  ^^.(yjrf^ 

Z-^-"  N,sin7  sin/» 7 4.(7)^7  /"-- 


dy 
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^J  v«  sin  /r/<D  (7)  r/y  =  j  -^ sJTT^ 

n  z=z  \ 

J"''""  M,  n  sin  «y*  (y)  rf'/  /*"""  N  sin  y  cos  («  -)-  1)  y  *  (y)<^y 

_£--N,sinyco^.(7)^V^J-V^^y^^.^. 

de  telle  sorte  que,  pour  établir  la  convergence  des  deux  séries 

^  J  \n  cosny^  {-/)  dy,      ^    /  y/"  sin  ^/-ytP  (y)  rfy, 

il  suffit  de  faire  voir  que  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les  diffé- 
rentes expressions 


M,  n  cos  «y*  (y)  rfy 
sin  y  sin  «y  *  (y  )  rfy 


/"^     '^  M(/j-M)cos  («4-i)  y'î>(y)rfy  /"^' 

I      T^Tt '  I 

f'^""''  Nsiny  sin(/2  +  i)y*fy  )rfy  /»;i— a  ]y^ 

\/n-i-2.  J^  y/n  +  3 

,-»:r  — a  JI  (/2  _)_  i)  sin  (h  +  l)y$  (y  )  rfy  /'~~°'-  M,  «  sin  ny  *  fy  )  rfy 

X~~°=  Nsiny  cos(«  +  i)yO(y)«/y  /*""«  N, 


/«  +  2 


sin  y  cos  «y*  (y^  rfy 


à  mesure  que  n  croît,  sont  toutes  finies  et  déterminées,  puisque  les 
deux  intégrales 

£'~\-  0  (7)  ^7,      J'^'/f  Oi  7)  ^7 

sont  indépendantes  de  n  et  finies.  A  cet  effet,  nous  démontrerons,  il 
est  clair  que  cela  suffit ,  que  zéro  est  la  limite  des  deux  intégrales 

V«  /  M  cosrt7$(7)<f7,    v*^'  /  M  sin  «70^7)  c^7, 

dans  lesquelles  ^'(7)  représente,  comme  plus  haut,  un   produit  de 

TomcXVll.  —  JciLLET  i852.  38 
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fonctions  de  y  ne  devenant  jamais  infinies  entre  a  et  n  —  a,  et 
n'ayant  entre  ces  limites  qu'un  nombre  fini  de  maxima  ou  minima, 
et  M  une  fonction  de  y  et  de  n  qui,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  et 
pour  toutes  les  valeurs  de  -y ,  depuis  a  jusqu'à  tî  —  a,  reste  au-dessous 
d'une  certaine  limite,  et  décroît  lorsque  7  croît. 

14.  Divisons  l'intervalle  compris  entre  a  et  n  —  a  en  une  srrie 
d'autres,  de  façon  que  dans  chacun  de  ces  nouveaux  intervalles  les 
facteurs  qui  composent  $  (7)  varient  dans  le  même  sens;  soient  n  et  h 
les  limites  d'un  quelconque  de  ces  intervalles,  appelons^,  p,,  p^  les 
facteurs  de  $(7)  qui  vont  en  diminuant,  lorsque  7  augmente  de  a  a  h, 
ei  q,  q,,  q^  ceux  qui  vont  en  augmentant;  soit  d'ailleurs  A  un  nombre 
positif  supérieur  à  la  valeur  absolue  de  chacun  des  deux  produits 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  et  pour  les  valeurs  de  7  depuis  a  jusqu'à  i>; 
nous  pourrons  écrire  la  partie  des  deux  intégrales  ci-dessus  qui  se 
rapporte  à  l'intervalle  compris  entre  a  et  b,  de  la  manière  suivante  : 

—  /    v'«cos/27(  A -i- M/j/jj^^j)  (A  — 77,92)^7 
+  A  /     y'n  cos  «7  ( A  +  M pp,  Pî) dy 

-^  A   /     y7i  cos  «7  (A  —  qq,  q.^)  dy  —  A^  /     y'' cos  ny  dy , 

—  1     \n sin  «7 (A  +  ^Ipp, /Jo) ( A  —  qq, 7,)  dy 
-f-  A  /     V  '*  sin  n 7  (A  -t-  Mppt  p^ )  dy 

-t- A.  /     y«sin  «7(A  —  77,  70)^/7  —  A^  /     \risinnyr/y; 
remarquant  alors  que  les  intégrales  définies 

I     \ncosnydy,       I     \'ns\n  nydy 
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sont ,  quelles  que  soient  les  limites,  inférieures  à  --=■,  et  que  les  expres- 
sions 

\-hMpp,p.,     A  —  (jq,f{.,,     (A+  M/)/7,/),)(A  —  77,7,) 

sont  positives  et  décroissantes,  on  verra  aisément,  d'après  un  lenmie 
de  calcul  intégral  que  j'ai  démontré  dans  le  tome  XIV  de  ce  Recueil, 
que  la  partie  considérée  des  deux  intégrales 

/  \ncosny>^{y)dy,       j  v«  sin  «y  4)  (7)  (Y-y 

est  moindre  qu'un  nombre  de  la  forme  -^5  k  étant  nidépendant  de  // 

et  au-dessous  d'une  certaine  limite,  et,  par  conséquent,  aussi  petite 
qu'on  le  veut,  en  prenant  n  suffisamment  grand.  Ce  que  nous  avons 
dit  de  la  partie  des  intégrales  précédentes,  qui  se  rapporte  à  l'inter- 
valle compris  entre  a  et  b ,  nous  pourrions  le  dire  de  tous  les  autres 
intervalles  en  lesquels  nous  avons  décomposé  l'intervalle  de  a  à  ;: — a; 
donc  le  nombre  de  ces  intervalles  étant  fini,  puisque  le  nombre  des 
maxima  et  minima,  compris  entre  a  et  n—  a.,  des  différents  fac- 
teurs y5, /?,,  ^2,  ^,  ry,,^2de$  (7),  est  lui-même  limité,  nous  pouvons 
conclure  que  les  intégrales  totales 

1  \mcos7iy  <^  [y)dy,  j  \/ n  sin  ny  <S>  [y)  dy 

sont  aussi  petites  que  l'on  veut,  en  prenant  n  suffisamment  grand. 
15.   Nota.  Si  dans  la  formule 

qui  donne  le  développement  d'une  fonction  de  deux  angles  en  série 
ordonnée  suivant  les  fonctions  Y„,  on  suppose  la  fonction/ (ô,  ç)  in- 
dépendante de  (f,  on  trouve 

/''.^)  =  4^.21  {^n  +  ^)Jy^6')sm9'dO'£   \„d<p' 

38.. 


3oo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ou  bien,  posant  cos6  =  x,   cos6'  =  ^',   appelant  F  {x)  ce  que  de- 
v\entj  [9)  et  se  rappelant  le  théorème  III  du  §  II, 

F{a:)=  2  i^^  X„  f^  '  F  {x')  X,.'  dx  . 

n=;0 

c'est  la  formule  par  laquelle  on  développe  une  fonction  d'une  variable  x 

[x  restant  compris  entre  —  i  et  +  i),  en  série  ordonnée  suivant  les 

fonctions  X„.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  lorsqu'on  attribue  à  x 

une  valeur  qui  rend  la  fonction  F  ( x)  discontinue  ,  l'égalité  précédente 

n'est  exacte  qu'en  ayant  soin  de  remplacer  le  premier  membre  par  la 

Y  (  X £  ]  -4-  F  f  «2^  -j-  s  ) 

valeur  moyenne  de  la  fonction,  c'est-à-dire  ici  par  -^^ ^ ^ 

£  étant  un  nombre  infiniment  petit. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THESE   D'ASTRONOMIE. 

Sur    la    Théorie   mathématique   des    Cartes  géographiques, 
Par  m.  Ossian  BONNET. 


INTRODUCTION. 

Une  carte  géographique  n'est  autre  chose  qu'une  représentation  sur 
une  surface  déterminée ,  que  l'on  suppose  ordinairement  plane ,  de  la 
surface  de  la  terre  ou  de  l'une  de  ses  parties.  Cette  représentation  peut 
être  faite  suivant  une  loi  quelconque  ;  toutefois,  dans  les  premières  cartes 
qu'on  a  construites,  elle  a  toujours  été  soumise  aux  règles  de  la  per- 
spective. Les  cartes,  étaient  ainsi  de  simples  projections  coniques  ou 
cylindriques,  et  les  différences  qui  existaient  entre  elles,  provenaient 
de  la  position  donnée  à  l'œil  et  au  plan  de  projection.  On  connaît  ces 
différentes  cartes,  dont  les  plus  remarquables  sont  dues  à  Ptoléraée. 
Plus  tard,  quelques  astronomes  abandonnèrent  le  mode  de  représen- 
tation par  perspective,  qui  avait  dû  se  présenter  tout  naturellement 
à  l'esprit,  mais  que  rien  n'obligeait  à  suivre,  et  ils  regardèrent  les 
lignes  correspondantes  aux  méridiens  et  aux  parallèles,  comme  des 
lignes  tout  à  fait  quelconques  que  l'on  pouvait,  dans  chaque  cas , 
choisir  arbitrairement,  suivant  la  destination  de  la  cai'le.  C'est  ainsi 
que  furent  construites  les  cartes  marines  réduites  ou  par  latitudes 
croissantes,  dans  lesquelles  on  s'imposait  la  condition  que  les  rumbs 
de  vent  fussent  représentés  par  des  droites  faisant  entre  elles  les 
mêmes  angles  que  ces  riunbs  faisaient  dans  la  rose  de  compas.  Enfin  , 
Lambert  envisagea  la  théorie  des  cartes  géographiques  sous  un  point 
de  vue  général  extrêmement  important,  l!  remarqua  que  le  plus 
grand  degré  de  perfection  d'une  carte  était  de  reproduire  la  figure 
des  différentes  parties  de  la  carte,  de  manière  qu'il  y  eût  constamment 
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similitude  entre  une  partie  quelconque  de  la  ferre  et  la  partie  corres- 
pondante de  la  carte;  mais  cette  condition  étant  généralement  impos- 
sible à  remplir,  à  moins  de  supposer  à  la  surface  de  la  carte  une  forme 
particulière,  Lambert  se  proposa  de  déterminer  les  lignes  des  méridiens 
et  des  parallèles  par  la  condition  que  la  similitude  eût  lieu  seulement 
entre  les  éléments  infiniment  petits.  Sans  doute,  de  cette  manière, 
une  portion  finie  de  la  terre  était  déformée  sur  la  carte,  mais  les 
angles  faits  sur  la  carte  étaient  toujours  égaux  aux  angles  correspon- 
dants sur  la  surface  du  globe,  propriété  importante  que  l'on  avait 
reconnue  au  système  de  représentation  de  Ptolémée.  Lambert  ne  ré- 
solut pas  d'une  manière  complète  le  problème  général  qu'il  s'était 
posé;  après  lui,  plusieurs  géomètres,  Euler,  Lagrange,  s'occupèrent 
avec  succès  do  la  question,  mais  en  supposant  toujours  à  la  terre  la 
forme  d'une  sphère  ou  tout  au  plus  d'une  surface  de  révolution;  ce 
fut  M.  Gauss  qui,  dans  uii  Mémoire  couronné  par  1  Académie  de 
Copenhague,  résolut,  le  premier,  le  problème  dans  toute  sa  généra- 
lité et  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  la  surface  de  la  terre  et  sur 
celle  de  la  carte.  Nous  nous  proposons,  dans  cette  Thèse,  d'exposer 
la  théorie  des  cartes  géographiques  au  point  de  vue  indiqué  par  Lam- 
bert. Notre  travail  n'offre  rien  d'essentiellement  nouveau.  Nous 
n'avons  eu  d'autre  but  que  de  simplifier  les  solutions  des  questions 
traitées  avant  nous  par  Lagrange,  Eider,  M.  Gauss. 


1 .  Soient  deux  surfaces  quelconques  S  et  S'  représentant  la  surface 
de  la  terre  et  celle  de  la  carte.  Supposons  que  l'on  ait  exprimé  les 
trois  coordonnées  ■t,j-,  z  rectangulaires  d'un  point  quelconque  m  de 
la  surface  S,  en  fonction  de  deux  variables  indépendantes  u  et  v,  et  les 
coordonnées  x' ,  j' ,  z'  d'un  point  m'  de  la  surface  S',  au  moyen  de 
deux  autres  variables  u'  et  v' ;  de  telle  sorte  que  la  première  surface 
soit  définie  par  trois  équations  de  la  forme 

et  la  seconde  par  trois  équations  telles  que 

(2)  x'  =:  <f  {u' ,  v'),      j'=  (f,(u',v').        Z'=  ff.,{u',i>')-, 

il  s'agira  de  faire  correspondre  les  points  m  et  m'  ou  de  déterminer  ti' 
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et  v'  en  fonclion  de  m  et  de  v,  de  façon  qu'un  élément  /n' in\  de  la 
surface  S'  ait,  avec  l'élément  correspondant  /«/n,  de  la  surface  S,  un 
rapport  indépendant  de  la  direction  de  ces  éléments  et  variable  seu- 
lement avec  la  position  des  points  m  et  m' . 

2.  Différentiant  les  équations  (i],  on  trouve  aisément  que  l'élément 
de  la  surface  S,  qui  se  termine  aux  points  (//,  v) ,  {u  -\-  du ,  u  -+-  dv), 
est 


ds—  V  E  du^  +  u  F  du  dv  +  G  dv^ , 

=  E, 

=  F, 

=  G; 

de  même,  l'élément  de  la  surface  S',  qui  se  termine  aux  points  [u'.  v'), 
(«'  -I-  du' ,  v'  -\-  dv'),  est 


en  posant 

(ê)'+(l)'+(S)' 

dx  dx         dy  dy         dz   dz 
du  dv          du  dv     '     du  dv 

^ 

(£)■-(!)'- (sr 

en  posant 


ds'  =  v/E' du""  -+-  i¥'  du' dv'  +  G'  dv' 


dx'  dx'         dy'  dy"         dz'  dz'  _, 

_j_    -^       ■'     _j_ ^^^  p' 

du'  dv'         du'  dv'         du   dv'  ' 

dx'Y    ,      [dy'Y    ,      ('!^\'=  G' 


^dv'  J  \dv' )  \dv' 

1/ équation  du  problème  devient  ainsi 

,  o  ,  E'  du''  -I-  5  F'  du'  dv'  -h  G'  dv"'  ., 

^     '  E</«'-4-  aFrfMrfc-t-Grfc'       ~  "' 

rt*  étant  une  certaine  fonction  de  u  et  de  v.  Pour  pouvoir  déduire  de 
cette  équation  les  valeurs  de  u'  et  v',  il  faut  d'abord  la  simplifier,  en 
particularisant  les  variables  u,  v,  u'  et  v' .  Nous  choisirons  ces  va- 
riables de  manière  que  l'on  ait 

E  =  o,     G  =:  o,     E' =  o,     G'=o. 
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Mais  prouvons  d'abord  qu'il  existe  de  telles  variables  et  montrons  com- 
ment on  peut  les  obtenir. 

3.  Je  considère  l'équation  différentielle 
(4)  Edii-+ lYduch +  Gdv''=  o, 

et  je  suppose  qu'on  en  ait  déduit  une  intégrale  contenant  une  con- 
stante arbitraire.  Soit 

F(«,  t>)  =  C 

cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  la  constante.  Évidemment  la 
fonction  F(^^,  v)  sera  imaginaire,  car  les  valeurs  de  —  déduites  de 
l'équation  (4)  sont  imaginaires;  nous  pouvons  donc  poser 

F(«,i')  =  U  +  Vs/~, 

U  et  V  étant  des  fonctions  réelles  de  u  et  de  v,  et  notre  intégrale 
deviendra 

U  +  V  V  ^7=  C. 

Cette  intégrale  renfermant ,  par  hypothèse ,  une  constante  arbitraire, 

si  on  la  différentie  et  qu'on  tire  —  >  on  trouvera  une  valeur  qui  devra 

être  identiquement  égale,  quels  que  soient  m  et  v,  à  l'une  des  deux 

valeurs  de—?  que  l'on  déduit  de  l'équation  (4);  quanta  l'autre  valeur, 

comme  elle  est  conjuguée  de  la  première ,  elle  sera  évidemment  fournie 
par  l'équation 

Nous  pouvons  conclure  de  là  que  l'on  a  identiquement 
E  r/a=  +  a  F  dudv  +Gdv^=  M  (  d\J^  +  ^VV  , 

M  étant  une  certaine  fonction  de  u  et  de  v.  Posant  maintenant 

U+Vv/"^^=a,     U-Vv/^T=j3, 

a  et  |3  étant  de  nouvelles  variables,  on  aura 

E Hiâ  -f  2  F  dudv  -f-  G dv"^  =  jxdad^  , 
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fi  étant  ce  que  devient  M  quand  on  y  remplace  «  et  w  par  leurs  valeurs 
en  a  et  /3. 

Ainsi,  en  prenant  les  variables  a  et  |3,  l'élément  de  la  surface  S  a 
la  forme  que  nous  voulions  obtenir.  Appelant  de  même 

U'+V'V^^=C' 

une  intégrale  quelconque  de  l'équation 

(5)  E'du'^  +  ■zF'du'dv'-hG'dv'^  =  o, 

nous  verrions  que   le  carré    de  l'élément  de  la  surface  S'   peut   se 
mettre  sous  la  forme  M'(c?U'*  +  d\'^),  et  puis,  en  posant 

U'  +  V  y/^^  =  a',     U'  -  V  v'^^  =  ^% 

sous  la  forme  voulue  fjJ d a' d fi' ',  introduisant  dans  l'équation  (3)  les 
variables  a,  fi,  a',  /3',  cette  équation  devient 

p.'da.'df'  =:  n^  iJ.dc/.d[i, 

et  rien  n'est  plus  simple  maintenant  que  d'obtenir  a'  et  /3'. 

4.    En    effet,   remplaçons   de/.'  par  —  dv.  -(-  ^  d^,  et  d^'   par 

■r-da.  +  -~rdB,  il  vient 

fia.  (Xp        ' 

d.'  ./r,'  du'  d_l.^.        /f^'^_^^'  1P'\  .v^«  -  „»fi 


rfa'  rfp'  _  rfa'  d^'^  _ 

lûTZ.    ^  ^^      d^  J^  ~ 


et,  par  conséquent, 

rfa' 

ou 

do.' 

c'est-à-dire,  en  intégrant. 

a'  =  F(a), 

/3'  =  r,(p}, 

TomeXVU.-  Août  i85j 
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a'=$(|S),     /3'  =  0,  (a). 

5.  Nous  aurions  pu  obtenir  les  résultats  précédents  en  exprimant 
une  autre  propriété  du  système  de  représentation  considéré,  d'après 
laquelle  l'angle  de  deux  éléments  quelconques  de  la  surface  S  est 
toujours  égal  à  l'angle  des  deux  éléments  correspondants  de  la  sur- 
face S'. 

Prenons,  pour  définir  les  différents  points  des  deux  surfaces  S  et  S', 
les  variables  U,  V  et  U',  V;  de  manière  que  pour  l'une  et  l'autre  sur- 
face ,  les  lignes  coordonnées  forment  deux  systèmes  orthogonaux ,  divi- 
sant la  surface  en  carrés.  Le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  élé- 
ments mnii ,  mm^  de  la  première  surface,  qui  partent  du  point  (U,  V) 
et  se  terminent  respectivement  aux  points  (U-t-c^U,  y  +  d\), 
(U  +  <?U,  V+  (JV),  sera,  en  laissant  le  signe  de  côté, 
d\S\]  —  dVS\ 

\l[d\}-'  +  dv')[5w  +  syy 

de  même,  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  les  éléments  ln'nï^,  m'rn.^ 
correspondants  de  la  seconde  surface,  sera 

H\'3V'—dV'  SV 
)/(d\J''+dV")  (SV"+  8\")  ' 

nous  aurons  donc ,  pour  l'équation  du  problème, 

dvsv  —  dvsy  dw'sv'  —  dV'SY 


v/(rfU'-f-<^V')(JU'-t-5V')        s/(rfU"-FrfV")((ÎU"-t-5V") 
ou  bien,  en  introduisant  les  variables  a,  p,  a',  /3', 

d^Sa  —  daS^  _d^'Sa.'  —  da'd^' 
s/dad^SuS^   ~    ^da'd^'Sa'éJ'  ' 
d'où 

da'd^'&a.'&^'  {d^&a  -  daâ^Y  =  dad{iâa&^  {d^'ùa!  -  da'â^y. 

Posons 

et  supposant  fixes  les  éléments  ww,,  m'oi',,  faisons  varier  les  «'léments 
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mm,,  in'm'^;  c'est-à-dire,  supposant  da,  d^,  do!,  dfi'  constants,  fai- 
sons varier  âa,  â^,  âa\  &fi'.  L'égalité  ci-dessus  étant  une  identité,  il 
ne  pourra  y  avoir  dans  le  premier  membre  d'autres  ternies  en  âa  et 
d*|3  que  ceux  qui  se  trouvent  dans  le  second  ;  ainsi  les  termes  en  c?(Z*  et 
(?|3^  du  premier  membre  devront  disparaître,  ce  qui  exige  que 

da'    tlf,'  _  d'j.'    d^'  

lu     ~dZ.   ~  ^  '  df>'d^~^'' 


d'( 


ou  bien 


da!  d^' 

—  =  o,      -f  =  o; 


et,  en  intégrant, 
ou  bien 


da.  '        d^ 

=  F(a)     et     /3'=F,(^), 


a'  =  <I>(/3)     et     |3'=  $,(«), 
comme  nous  l'avions  déjà  obtenu. 

6.  Avant  de  particulariser  les  fonctions  F  et  F,  ou  $  et  0,,  pour 
déduire  de  ce  qui  précède  quelques  systèmes  de  représentation ,  il  est 
nécessaire  de  faire  deux  remarques  importantes. 

7.  Substituons  à  a,  /3,  a'  et  fJ  leurs  valeurs  en  U,  "V,  U'  et  V;  les 
deux  solutions  de  notre  problème  deviendront 

,g.  (U'+V's/^  =  F(U  +  Vv/^), 

JU'- V'v^^  =  F,(U- Vv/^), 
et 

(u'+t'v'^  =  ^(u-Vn/^), 

^  (U'-Y'v/^  =  $.(U  +  Vv/^). 

Or,  U'  et  V  devant  être  réels  comme  U  et  V,  les  deux  fonctions  F, 
et  ^,  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement,  ime  fois  que  les  fonc- 
tions F  et  $  ont  été  fixées.  Il  faut  évidemment,  si  la  fonction  F  est 
réelle,  que  F,  soit  la  même  fonction  ;  et  si  F  est  une  fonction  imagi- 
naire, que  F,  soit  la  fonction  imaginaire  conjuguée  obtenue  en  chan- 

3n.. 
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géant  \J  —  i  en  —  \  —  i  dans  la  première;  il  en  est  de  même  de  la 
fonction  $,  à  l'égard  de  $.  Ainsi  chacune  de  nos  solutions  ne  contient 
qu'une  fonction  arbitraire,  qui  peut  toutefois  être  imaginaire  aussi 
bien  que  réelle. 

8.  Nous  avons  obtenu  deux  solutions  pour  notre  problème.  Ces 
solutions  conviennent  toutes  les  deux,  mais  elles  se  distinguent  l'une 
de  l'autre  en  ce  que  l'une  correspond  à  une  similitude  directe  entre  les 
éléments  superficiels  des  deux  surfaces,  et  l'autre  à  une  similitude 
inverse.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  développements.  Une  sur- 
face représentée,  en  général,  par  l'équation  y^(x,  j,  ^)  =  o,  partage 
l'espace  en  deux  régions  :  l'une,  qu'on  peut  appeler  extérieure  à  la 
surface  pour  laquelle  y  (a:,  j^,  z),  est  positif;  l'autre,  que  l'on  nomme 
région  intérieure,  pour  laquelley^(x,  j',  z)  est  négatif.  Si  l'on  se  place 
dans  la  région  extérieure,  on  voit  les  éléments  de  la  surface  issus  d'un 
même  point  m  disposés  d'une  certaine  manière;  et  si  l'on  se  place  dans 
la  région  intérieure,  on  voit  les  mêmes  éléments  disposés  d'une  manière 
inverse;  de  telle  sorte  que  si  de  deux  éléments  mm,,  mm^,  le  second 
paraît  à  droite  pour  un  spectateur  situé  dans  la  région  externe  de  la 
surface,  inversement  pour  un  spectateur  situé  dans  la  partie  inté- 
rieure, l'élément  mm^  paraîtra  à  gauche  de  mm,.  Ceci  posé,  plaçons- 
nous,  par  rapport  à  chacune  des  surfaces  S  et  S',  dans  une  région 
déterminée;  soient  mm,,  mm^  deux  éléments  de  la  surface  S  partant 
du  point  m,  et  m'm\ ,  m'm'^  les  deux  éléments  correspondants  de  la 
surface  S',  déterminés  au  moyen  des  solutions  trouvées  plus  haut  ; 
pour  les  deux  solutions  on  aura 


mm,  mm, 

m' m  ',  m' m'. 


angle  m,itim^  =  angle  m^m'm^•, 


mais,  pour  l'une,  m'nî^  nous  paraîtra  à  gauche  ou  à  droite  de  m'm^, 
selon  que  mmn  sera  lui-même  à  gauche  ou  à  droite  de  mm,  ;  et,  pour 
l'autre,  ce  sera  l'inverse,  m'm'^  nous  paraîtra  à  droite  ou  à  gauche  de 
m'irii,  selon  que  mm„  sera  à  gauche  ou  à  droite  de  mm,.  Ainsi,  dans 
les  deux  cas,  les  deux  triangles  mm,m„,  m'm\m\  sont  semblables, 
mais  la  similitude  est  directe  dans  le  premier  cas,  et  inverse  dans  le 
second.  Quant  à  la  solution  qui  correspond  à  la  similitude  directe,  on 
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comprend  qu'elle  dépend  uniquement  de  la  manière  dont  on  se  piace 
par  rapport  aux  surfaces. 

Démontrons  la  propriété  que  nous  venons  d'énoncer,  et  donnons  un 
critérium  certain  pour  reconnaître  le  genre  de  similitude  qui  corres- 
pond à  une  solution  déterminée. 

9.  Appelons 

f{x,  j,  2)  =  o ,     <p  {x',  J',  z')  =  o 

les  équations  des  surfaces  S  et  S',  et  plaçons-nous,  par  rapport  à  cha- 
cune des  surfaces,  dans  la  région  extérieure,  c'est-à-dire  dans  la  région 
pour  laquelle  le  premier  membre  de  son  équation  est  positif.  Enfin , 
supposons  que  l'on  adopte  la  première  solution  obtenue  au  n"  o,  c'est- 
à-dire  qu'on  lie  les  points  de  la  première  surface  à  ceux  de  la  seconde 
par  la  relation 

U'  +  V  v'^=  F  (U  +  V  v'^) 
et  par  la  relation  conjuguée 

U'- V'V^==F,(U  -  Vv/^). 

Pour  pouvoir  comparer  plus  facilement  les  figures  formées  par  les 
points  m  ou  (x,  j,  z)  de  la  première  surface  aux  figures  formées  par 
les  points  correspondants  m'  ou  [x',  y,  z')  de  la  seconde,  nous  con- 
sidérerons six  autres  systèmes  de  points  intermédiaires,  tous  situés 
dans  le  plan  des  xj  :  le  système  des  points  p.  ayant  pour  coordonnées 
rectangulaires (Xjj^,  o);  le  système  des  points  v  ayant  pour  coordon- 
nées rectangulaires  {u,  v,  o);  le  système  des  points  tt  ayant  pour  coor- 
données (U,  V,  o);  le  système  des  points  n'  ayant  pour  coordonnées 
(U',  V,  o)  ;  le  système  des  points  v'  ayant  pour  coordonnées  («',  t/,  o)  ; 
enfin  le  système  des  points  [i!  ayant  pour  coordonnées  [x' ,  y,  o). 
Ces  nouveaux  systèmes  de  points  considérés  entre  eux,  ou  avec  les 
systèmes  de  points  m  et  m',  ne  donneront  pas  nécessairement  des  sys- 
tèmes semblables  dans  leurs  éléments  infiniment  petits,  mais  deux  de 
ces  systèmes  pourront  être  semblablement  ou  inversement  placés;  je 
veux  dire  par  là  que,  dans  deux  systèmes,  les  éléments  linéaires  issus 
d'un  même  point  pourront  paraître  placés  de  la  même  manière  ou 
d'une  manière  inverse.  A  ce  point  de  vue,  nous  pourrons  donc  com- 
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parer  le  système  des  points  m  au  système  des  points  p.,  le  système  des 
points  [j.  au  système  des  points  v,  ainsi  de  suite;  et  cela  nous  permet- 
tra de  décider  si  la  similitude  qui  existe  entre  les  éléments  superficiels 
formés  par  les  deux  systèmes  de  points  in  et  m'  est  directe  ou  inverse. 
Ajoutons,  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  ambiguïté,  que  les  systèmes  de 
points  situés  dans  le  plan  des  xy  sont  toujours  vus  du  côté  où  se 
trouvent  les  s  positifs.  En  comparant  les  deux  systèmes  de  points  m 
et  /JL,  on  reconnaît  aisément  qu'ils  paraissent  semblablement  ou  inver- 
sement placés,  selon  que,  pour  passer  de  la  surface  S  à  sa  région  exté- 
rieure par  un  déplacement  parallèle  à  l'axe  des  z,  il  faut  augmenter 
ou  diminuer  le  z  du  point  de  la  surface,  ou  bien  si  edx  +  jày  +  grfr 
est  la  différentielle  totale  du  premier  membre /^(j?,  y^  z)  de  l'équation 
de  S,  selon  que  g  est  positif  ou  négatif;  de  même  les  systèmes  des 
points  m'  et  \}.'  paraissent  semblablement  ou  inversement  placés, 
selon  que 

»  dz 

est  positif  ou  négatif.  Considérons  maintenant  les  deux  systèmes  de 
points  fi.  et  v.  Soient  ds  la  distance  des  deux  points  infiniment  voisins 
(jT,  J-),  (x  -y  dx,j  +  dj)  du  premier  système ,  et  a  l'angle  positif  que 
cette  distance  prolongée  du  premier  vers  le  second  point  fait  avec  la 
partie  positive  des  x,  de  manière  que 

dx  =  ds  cos  a,     djr  ^  ds  sin  a. 

Soient  de  même  d'y  la  distance  des  deux  points  corresponilants  (m,  f  ), 
[u-ydu,  V -\- di>)  du  second  système,  et  a  l'angle  positif  que  cette 
distance  prolongée  du  premier  vers  le  second  point  fait  avec  la  partie 
positive  des  x,  de  manière  que 

du  =  du  cos  a ,     dv  ^=  da  sin  a  ; 

nous  tirerons  de  là,  en  remarquant  que  x  et  j'  sont  des  fonctions 
connues  de  u  et  v, 

,  (  dx  dx    .        \     , 

ds  cosrt  =  I -r-cosa  -\-  77 sin  al  rfc. 


ds  sin  rt  =  (  -7-  ces rt  -\-  -j-ûr\a.\  de . 

\  du  dv  j 
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d'où 

dy  dy    . 

-i-  cos  a  +  -7-  sm  a 

au  dv 

tane  a  =  -; t : 

°  dx  dx    . 

-r  COS  an — ;-  sin  a 

du  dv 

regardant  x  et  j  comme  constantes,   et  a  et  a  comme  variables,  la 
différentiation  donne 

dx  dy  dx  dy 

da  du  di<  dv   du 


da.  I  dx  dx     .        \^  dy  dy     . 

-y-  COS  a  -h  -^  sin  a     +  [  ^  cos  a.  -h  -j-  sm  a. 

\  du  dv  /  \  du  dv 

(dx  dy  dx  dy\  da- 

du  dv  dv   du]  di' 

Cela  nous  montre  que  les  angles  a  et  a.  varient  dans  le  même  sens 

ou  en  sens  inverse,  selon  que  '—  ^ ^  y-  est  positif  ou  négatif;  par 

conséquent,  que  les  systèmes  des  points  p.  et  v  paraissent  semblable- 
nient  ou  inversement  placés,  selon  que  -r  -7 —-7-  est   positif  ou 

'  ^        du  dv  dv  du  ' 

négatif.  On  verrait,  par  un  raisonnement  analogue,  que  les  systèmes 

des  points  v  et  n  paraissent  semblablement  ou  inversement  placés, 

,  du  dV       dV  d\     ^        ..ç  ,     ^.r  ,  ,.  . 

selon  que  3~  "t;  ~  "5"  j~^  est  positit  ou  negatii;  que  les  systèmes  des 

points  TT  et  n'  paraissent  semblablement  ou  inversement  placés,  selon 

rfU'rfV         dV  d\-      ^  ..r  ,      ..f  ,  ,-  1 

que  ^Yf  -j^  ~  'Jjr  jTT  ^^^  positit  ou  negatit  ;   que   les   systèmes  des 

points  7t'  et  v'  paraissent  semblablement  ou  inversement  placés,  selon 

que  — ; — 7-, TT -TT  est  positif  ou  negatit;  entin,  que  les  systèmes 

T        du      dv  dv    du  ^  d         '  i  j 

des  points  [i'  et  v'  paraissent  semblablement  ou  inversement  placés, 

,  dx'  dy'  dx'  dy'  .   •<•  /         ■  r     -n  • 

selon  que  -r-;  ^  —  ^-7  -7-7  est  positii  ou  négatif.  Reunissant  tous  ces 

^        du    dv  dv    du  "  " 

résultats  entre  eux  et  à  ceux  qui  ont  été  obtenus  relativement  aux 
systèmes  de  points  m  et  p.,  m'  et  ix' ,  on  voit  qu'en  définitive  les  deux 
systèmes  de  points  m  et  m'  sont  semblablement  ou  inversement  placés, 
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selon  que  le  produit 

dx^df_dx  dr\  fdx'  dy'      dx'  ày'\ldV.(V^_d^djr\  /em  dJT  _dl]' dV'\idV' dV      ^f'/VX 
d7idi^~di^d^}\7hP'd7~d7di?)\diriù^~di'  du  )\du'  dv'         dv'    du'   )  WU   dV       d\  dV 

est  positif  ou  négatif.  On  peut  remarquer  que,  dans  ce  produit,  les 
six  premiers  facteurs  ne  dépendent  que  des  surfaces  considérées  et 
nullement  de  la  liaison  que  l'on  suppose  exister  entre  les  deux  sys- 
tèmes de  points  m  et  m'  situés  sur  ces  surfaces.  Il  suffira  donc  d'avoir 

égard  au  septième  facteur  ^rf  rfv"  ~  rfv"  ^û"P°"''*^°°"^^'^'^^^'^"^"^"^*^ 
de  cette  liaison.  Or,  si  l'on  a 

U'  +  V  v'^  =  F  (U  H-  V  v'"^), 

on  trouve  aisément 

1^~dV~'d\'Ic~\d\])    '^  \d\ 
et,  par  conséquent,  un  résultat  positif.  Si 

U'  +  V  ^~^  =  4)  (U  -  V  s/^T), 
on  trouve 

rfU'rfV        dV  dT  _  _   /£U^\-_  /rfU  Y 

Irô ~dv  ~ 'dv  ~dv  ~      \dM)       Kày]  ' 

et,  par  conséquent,  un  résultat  négatif.  Cela  montre,  comme  nous 
l'avions  annoncé,  que  des  deux  solutions  obtenues  au  n°  5,  l'une 
donne  une  similitude  directe ,  l'autre  une  similitude  inverse.  -On  voit , 
en  même  temps,  que  la  première  solution,  quand  on  se  place  dans  la 
région  extérieure  pour  l'une  et  l'autre  surface,  correspond  à  la  simili- 
tude directe  ou  à  la  similitude  inverse,  selon  que  le  produit 

dfd'^  Idxdy  _dxdx\/dx^dy        dx'  d/ \  I  d\]  dV        d\}  dV\  /  dV  dy'       .•rfU'rfV'\ 
Tîz  dz'  \  du  dv  dv  du  )  \du'  dv'         dv'  du'  J  \  du  dv  dv   du  j  \  du'    dv'         '  dv'   du'  ) 

est  positif  ou  négatif. 

10,  Reprenons  les  solutions  générales  du  problème  de  Lambert 
obtenues  au  n°  5,  et  comme  la  seconde  solution  se  déduit  de  la  pre- 
mière, en  changeant  y  —  i  en  —  V  —  '  dans  les  seconds  membres,  bor- 
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nons-noiis  à  considérer  la  première  . 

(  U'  +  V  V' -^  =  F  (U  +  V  s/^  ) , 
j  U'  _  V'  V -TT  =  F,  (U  -  V  V^î  ) , 


(5) 


où,  d'après  la  remarque  faite  au  n°  7,  F,  représente  la  fonction  con- 
juguée de  F. 

Proposons-nous  de  troiiver  le  rapport  d'agrandissement  n  en  fonc- 
tion de  II  et  de  v. 

Différentiant  les  équations  (5) ,  on  trouve  aisément 

d\]'^  +  dW^  =  F'(U-^  Vs/~)F',  (U  -  V  v'^  )  (r/U^ -4-  rfV*), 

en  appelant  F'  la  dérivée  de  F  et  F',  celle  de  F,.  Or  les  carrés  des  élé- 
ments des  surfaces  S  et  S'  sont  respectivement 

m{d\}-  +  dV),     M'(6^U'- +  r/V'^), 

M  et  M'  étant  des  fonctions  connues,  la  première  de  U  et  V,  la 
seconde  de  U'  et  V;  donc  le  rapport  des  carrés  de  ces  éléments  ou  ri^ 
sera 

^F  (U  +  VV^=7)F',  (U  -  W^TT) ; 
par  conséquent, 


n  =  ^|F(U-^Vv/-i)F',  (U-Vs/-.). 

Substituant  dans  M',  à  la  place  de  U'  et  V,  leurs  valeurs  déduites  des 
équations  (5),  et  puis  exprimant  U  et  V  en  u  et  v,  la  question  se  trou- 
vera résolue. 

H.  Cherchons  encore,  avant  de  sortir  des  généralités,  la  relation 
qui  existe  entre  les  courbures  géodésiques  de  deux  courbes  corres- 
pondantes tracées  sur  les  surfaces  S  et  S',  relation  qui  nous  sera  utile 
dans  la  suite.  Soient  A  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface 
S,  et  A'  la  courbe  correspondante  tracée  sur  la  surface  S'.  Appelons  </^ 
l'élément  de  la  première  courbe,  ds'  l'élément  correspondant  de  la 
seconde,  de  manière  que 

ds'  =  nds. 

Tome  XVII.  —  Août  i852.  4^ 
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Prenons  les  différentielles  des  deux  membres,  relatives  à  un  dépla- 
cement normal  aux  courbes  A  et  A',  et  indiquons  ces  différentielles 
par  la  caractéristique  o*;  nous  aurons 

^ds'  =  nâds  -h  dsâ?i. 

Mais.  o*<7  étant  le  déplacement  infiniment  petit,  normal  à  la  courbe  A, 
qui  a  eu  lieu  sur  la  première  surface,  et  âa"  le  déplacement  corres- 
pondant, normal  à  la  courbe  A',  qui  a  eu  lieu  sur  la  seconde  surface, 
on  a 

c? (7'  r=  71  â g; 

on  tire  de  là 

ô f/s'  i    s ds  i    dn 

fis'  S<j'  n  ds  Sa  n'  3  a 


D'ailleurs,  d'après  une  formule  de  notre  .Mémoire  sur  la  théorie  géné- 
rale des  surfaces,  -r^r--  -7~,ir-,  sont,  au  signe  près,  les  courbures  eéo- 

(is  o<j      as  àa  '  o         1  •.' 

, ,   .              ,                 1         .           i ,                       1            / cos  9  \        / cos  9  \ 
(lesiques  des  courbes  A  et  A  ;  en  appelant   ( 1  1  ( 1    ces  cour- 
bures géodésiques ,  on  a  donc 

3- 
,^,  /cosflX    I  /cos9\  I    3/1 I   /cosôN  « 

\     p     /  y        "\    ?     h       ff  3ij         n  \    p     j ,        Sa 

Remarquons,  toutefois,  que  cette  égalité  n'a  lieu  avec  les  signes  que 
nous  avons  affectés  aux  différents  termes  des  deux  membres,  que  sous 
certaines  conditions.  Ainsi  il  faut,  i°  que  la  relation  qui  existe  entre 
les  points  des  surfaces  S  et  S'  corresponde  à  une  similitude  directe  entre 
les  éléments  superficiels  ,  pour  le  cas  où  l'on  se  place  dans  la  région  ex- 
térieure de  chaque  surface;  2"  que  les  déplacements  infiniment  petits 
normaux  à  la  courbe  A  et  indiqués  par  la  caractéristique  à  se  trou- 
vent du  côté  qui  sert  à  fixer  la  courbure  géodésique  de  cette  coiu'be. 

12.  Arrivons  maintenant  aux  applications. 

D'après  la  méthode  exposée  au  n"  3 ,  on  voit  que  le  problème  de 
Lambert ,  considéré  dans  toute  sa  généralité ,  n'offre  d'autres  difficultés 
que  celles  de  mettre  les  carrés  des  éléments  de  la  surface  de  la  terre 
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«t  de  celle  de  la  carte,  sous  la  forme 

ds-  =  M(r/U^  +  rfV^),     ds"'  =  W[d\]'-  +  fl'V'^), 

on  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  de  trouver  pour  ces  deux  surfaces  deux 
systèmes  de  lignes  orthogonales  les  divisant  en  carrés  infiniment  petits. 
Or  on  connaît  de  semblables  lignes  dans  les  surfaces  développables , 
les  surfaces  de  révolution ,  les  surfaces  du  second  ordre,  les  surfaces 
peu  différentes  d'une  sphère;  donc,  en  n'attribuant  à  la  surface  de  la 
terre  et  à  celle  de  la  carte  que  l'une  de  ces  formes ,  on  saura  résoudre 
le  problème  de  Lambert.  Il  serait  inutile  de  faire  des  applications  pour 
les  différents  cas  que  l'on  vient  d'indiquer,  ces  applications  ne  peuvent 
offrir  d'intérêt  que  comme  exercices  de  calcul  ;  nous  supposerons  donc 
immédiatement,  comme  on  le  fait  toujours  en  géographie ,  que  la  terre 
soit  une  surface  de  révolution  et  que  la  surface  de  la  carte  soit  un  plan. 
Les  équations  représentées  au  n°  8  par 

f{x,jr,z)^o,     9(x',j',  z')  =  o 

deviendront  ainsi 


z  —  J\\lx^ -hj^)  =  o,     z'  =  o, 

en  plaçant  convenablement  les  surfaces  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données X,  j,  z  et  ocf , y' ,  z',  ce  qui  peut  toujours  être  fait.  La  pre- 
mière équation  peut  être  remplacée  par  les  trois  suivantes  : 

x^uco%v,     j  =i<sint',     z=zj'{^u), 

u  étant  positif  et  v  compris  entre  —  tt  et  n,  et  les  lignes  coordonnées 
u  =  const.,     V  =  const. 

sont  alors  évidemment  les  parallèles  et  les  méridiens  de  la  terre.  De 
même,  l'équation  de  la  carte  peut  être  remplacée  par  les  trois  équa- 
tions 

x'  =  u',    y  =1»',     z'  =  o  ; 

de  là  on  déduit 


ds  =  sJdW [i  +y'  {uY\-\-  u^ dv\     ds'  =  sjdu'^  +  dv'^. 

4o.. 


3i6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Intégrant,  conformément  à  la  méthode  générale,  les  équations 

ds  =  o,     ds"  =:  o, 
on  trouve 

U  -h  V  \f^^  =    r^  VI +/'(")"  du  +  v  s/^^, 

U'+  V'V  —  I  =  m'  +  t^'v  —  I  =  jc'  +  j' v  —  I  • 
Ainsi 

U'  =  w'  =  j:',     V  =  <>'  =  _/'; 
et  les  formules  obtenues  au  n°  Ti  donnent 

'  +  yv/^=F(U  +  Vv-^)  =  F  (   f-^T+fJûydu  +  P\/^^  I' 


JC 


'-j'v'-i=:F,(U-Vv-i)  =  F,(^  jivi+/(«)'^«-''V-i)' 


.r'^jV-'=*  (U  -VV-  0  =^  (    n  v'i+/'(")'^"  -  ^'N^-  M' 

x'— j'v/^=^.(U  -f-Vy^^)  =*,(    /  j^\ji+J'[ufdu  -f-v  V—  I  )■ 

13.  Cherchons  quelle  est  celle  des  deux  solutions  qui  correspond 
à  la  similitude  directe,  quand  on  se  place  dans  la  région  extérieure  à 
chaque  surface.  Pour  cela,  formons  l'expression 

dfd,il  (dx  dy      dx  dy\  Idx'  df       du!  dy'\  (dV  £Y _ IH IX 
dz  dz'  \da  dit       di 


X  dy\  /dx'  d/       dx'  dy'\  /dV  £Y _ IH IX '\  /^£H.'  f^  _  £L'  —\ 
'^dii)\dîPdv'~d<^di?)\du'dp        dv   du  )\du'    dv'         rf/    du') 

du  n°  9,  nous  trouvons  aisément 

c'est-à-dire  un  résultat  positif;  donc,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"î>, 
la  similitude  directe  correspond  à  la  première  solution.  Nous  ne  con- 
sidérerons, en  conséquence,  que  cette  solution. 
14.  Dans  le  cas  actuel ,  on  a 

M  =  w%     M'=i; 
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donc  le  rapport  n  d'agrandissement  est 

n  =  \/f(u+v^^)f;(u-vvCI7) 

u 
nous  le  mettrons  sous  la  forme 


en  posant ,  pour  simplifier, 


=  ii. 


v'f'(u  +  vv/^)f;  (u— Vv/— i) 

15.  Enfin,  la  relation  générale  qui  lie  les  courbures  géodésiques  de 
deux  courbes  conjuguées  devient 

^  ï 
,     V  II/  cos  9 \  n 

p'  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  tracée  sur  la  carte,  pré- 
cédé d'un  signe  qui  se  détermine  d'ailleurs  par  la  règle  relative  aux 
courbures  géodésiques. 

16.  La  relation  précédente  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus 
simple  quand  la  courbe  A,  tracée  sur  le  globe  terrestre,  est  un 
méridien  ou  un  parallèle.  En  effet,  supposons  d'abord  que  la  courbe 
A  soit  un  méridien,  c'est-à-dire  une  courbe  pour  laquelle  v  soit 
constant;  on  aura 

/cos9\ 

(—).  =  "' 
par  conséquent 


Mais 


donc 


p  de 

-^  MÛ; 


uSii 


SX 

du 

sli+f'{uY 

rfU 

da 

dv' 
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et  en  remarquant  que  $g  =  udv  =  udy . 

1  da 

p'  ~   dV' 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  courbe  A  soit  un  parallèle,  c'est- 
à-dire  une  courbe  pour  laquelle  u  soit  constant  ;  on  aura 

/  cos  e\    I 

\   e  )'  ~  u s/i+f'{uY ' 

s'- 
n       S  ua       ^  Su  Sa 

«7  Sa  d(7 

et,  par  conséquent, 


Ces  deux  résultats,  qui  sont  de  Lagrange ,  peuvent  s'établir  directe- 
ment comme  il  suit. 

17.  Prenons  l'expression 

dy'  d'x'  —  dx'  d'' y' 

(^"  -4-  dy^-f 

de  la  courbure  dans  ime  courbe  plane  quelconque,  rapportée  aux 
coordonnées  rectangulaires  x'  et^';  pour  en  déduire  la  courbure  de 
la  courbe  transformée  d'un  méridien  et  celle  de  la  transformée  tl'un 
parallèle,  il  faudra  successivement  considérer  x'  et  y'  comme  fonc- 
tions de  U  seulement,  ou  de  V  seulement  dans  la  relation  générale 

x'  -(-  f  \  —  \  —  F(U  -+■  V  y/--  I  )• 

Or,  on  déduit  de  cette  relation 

Hx'  =  adli  -  /3r/V,       dj^'  =  /3rfU  +  adY, 

en  appelant,  pour  simplifier,  a  la  partie  réelle  et  |3  le  coefficient  de 
y/  —  I  dans  la  dérivée,  par  rapport  à  U,  de  F(U  -t-  V  y  —  i  ^-  Four  les 
méridiens  où  V  est  constant,  on  aura  donc 

dx'=adl],       dj'^^^dV, 
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pai'  suite 

"   ^  —  dV         '        ^^—  rfU^' 

ce  qui  donne,  en  substituant  dans  l'expression  générale  de  la  cour- 
bure, 

^  da.  d& 

I    _    '^rfU  dV 

Pour  les  parallèles,  U  est  constant;  on  a  donc 

djc'  =  -  jS^V,       dy  =  adY, 


d^x'^-2dy\ 

dy 

=  d''  dY\ 
dV           ' 

et,  par  suite,  la  courbure  est 

da 

dp 

I        ^  dy      " 

rfV 

'''               (a'  +  P 

f 

Je  remarque  maintenant  que  l'on  a 

da              rfp 

dp 

da. 

dW  ~        rfU' 

d\ 

dV' 

donc  les  expressions  précédentes  de  -  et  de  —  peuvent  se  changer  en 
celles-ci  : 

de  da.  „  dâ  da 

I  ^  dV^      d\  1  P  rfU  ^     rfU 


(«'  +  p=)' 


bien 


V'a^  +  p^  I    _       v/a'  +  P' 


rfV  p,  dV 


Ces  résultats  coïncident,  sauf  un  signe,  qu'il  serait,  du  reste,  bien 
facile  d'expliquer,  avec  ceux  qui  ont  été  obtenus  plus  haut.  En  effet , 
d'après  la  définition  de  a.  et  de  |3,  et  la  forme  des  fonctions  F  et  F,,  il 
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est  clair  que 

va-  +  iS^=  v/f  (U  +  V  v^^)  e;  (U  -  V  v^^)  =  '-■ 
18.  Reprenons  les  relations 
X'  +j'  v'^=  F  (U  +  Y\J^),      X'  -y'  v-^i=  F,  (U  -  Vs/^), 

qui  lient  les  différents  points  de  la  carte  aux  points  correspondants  du 
globe  terrestre,  et  cherchons  à  déterminer  les  fonctions  arbitraires  F 
et  E,.  Or  je  remarque  que,  si  l'on  fait  V=:  o,  on  a  pour  les  coordon- 
nées des  points  de  la  courbe  qui  représente  le  méridien  initial , 

oc'  +  j's/^  =  E(U),       X'  -y  v'~i=  E.(U); 

ces  deux  égalités  contenant  deux  fonctions  arbitraires,  savoir,  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  v  —  '  de  E,  on  voit  que  le  premier 
méridien  peut  être  représenté  par  une  courbe  quelconque ,  et  que  la 
latitude  peut  varier  sur  ce  méridien  suivant  une  loi  aussi  quelconque. 
En  effet,  supposons  que,  pour  ce  méridien, 

x'=f{V),     y^^{h), 

on  aura 

F(U)  =  f{V)  +  s/~i  <^{\]),       F,  (U)  =  ç(U)  -  v'~  <^{\J), 

et,  par  suite,  les  relations  générales  qui  déterminent  tous  les  points 
de  la  carte  deviendront 


-jr'  s'-  I  =  Ç)  (U  +  V  s/-  I  )  +  V  -  I  Y  (U  +  V  y'  -  1  ), 


19.  Mais  cette  manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires, 
quoique  la  plus  simple  et  la  pins  naturelle,  n'est  pas  néanmoins  celle 
qui  convient  le  mieux  à  notre  objet.  En  effet ,  il  vaut  mieux  profiter  de 
l'indétermination  des  deux  fonctions  qui  entrent  dans  F  et  F,,  de  ma- 
nière à  faire  acquérir  à  la  carte  quelque  nouvelle  propriété  qui  rende 
sa  construction  iacile  ou  son  emploi  commode. 

20.  Voyons  d'abord  s'il  est  possible  d'obtenir  un  mode  de  repré- 
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sentation  pour  lequel  une  portion  finie  quelconque  de  la  terre  soit 
toujours  semblable  à  la  partie  correspondante  de  la  carte.  Il  faut, 
pour  cela,  évidemment  que  le  rapport  d'agrandissement 


ra  =  v/f' (u -t- V  v/=ï)  f;  (u  —  V  v/:^i) 


soit  constant,  ce  qui  entraîne,  comme  condition  nécessaire,  mais  non 
suffisante,  que  la  fonction 


v/f'(u  +  Vv'-0  ^.(U- Vv'-i) 
ne  dépende  que  de  U.  Or  posons 

(8)  F'(U  +  V\/— i)  =  p  (cosy  +  V  —  •  sincp), 

p  et(f  étant  des  fonctions  réelles  de  U  et  de  V.  Comme  F,  est  la  fonc- 
tion conjuguée  de  F,  on  aura 

Fj  ( U  —  V  V  —  I  )  =  p  (  cos  9  —  V  —  I  sin  9 )  ; 
donc 


\/r  (u  +  V  v/-  >  )  f;  (u  -  V  v/- 1  )  ==  p. 

Différentions  maintenant,  d'abord  par  rapport  à  U,  puis  par  rapport 
à  V,  les  deux  membres  de  l'égalité  (8)  ;  il  viendra 

F"(U+VV-^i)  =:^(cos<35  +  V-  •  sin?) 

+  p(  —  sin  9  -f-  V  —  I  cosçp)  ^» 
y/-  i  F"  (u  +  V  V—  i)  =  p  1  -  sin  ?  +  V  —  '  cos  o)  ^' 
en  appelant  F"  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  F;  donc, 

dû  ■  da  f/ç 

-^cos?-ps.n9^  =  pcos9-, 


dp     .  d<f  .  dtf  \ 

^smç.  +  pcos9^  =  psmy-, 


Tome  XVII.  —  Août  i85a. 


4i 
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d'où 

dif         d\}         d(f 


dV  0    '      rfU        °" 


Ceségalités  montrent  que —  doit  être  une  constante,  et  par  conséquent 

que  p  est  de  la  forme  ae"*  ,  a  et  m  étant  des  constantes.  Jusqu'ici  nous 
avons  exprimé  seulement  que  fi  était  fonction  de  U,  c'est-à-dire  que  le 
rapport  d'agrandissement  avait  la  même  valeur  pour  tous  les  points 
d'un  même  parallèle;  pour  que  ce  rapport  soit  constant,  il  faut  de 
plus  que  p  soit  le  produit  de  /t  par  une  constante.  Or,  de  l'égalité 


qui  exprime  cette  propriété,  on  tire 


,,,         I    du 

dh  — : 

m    u 

mais 

du  = -J  i  +  J' {uYdw, 
donc 

ii+f'{uY  =  -■ 

Ainsiy  (m)  est  constant,  et  le  méridien  de  la  surface  de  révolution  qui 
représente  la  surface  de  la  terre  et  dont  l'équation  ,  par  rapport  à  l'axe 
des  z  et  à  un  axe  des  u  perpendiculaire  au  premier,  est  z  =:  J {u  ),  de- 
vient inie  ligne  droite.  Ce  n'est  donc  que  dans  le  cas  où  l'on  suppo- 
serait la  terre  cylindrique  ou  conique,  que  le  rapport  d'agrandisse- 
ment pourrait  ètfe  constant. 

21 .  Proposons-nous,  en  second  lieu  ,  de  déterminer  les  fonctions  ar- 
bitraires par  la  condition  qu'une  série  de  points  de  la  surface  du 
globe  occupent  une  position  déterminée  sur  la  surface  de  la  carte. 
On  peut  ici  supposer  la  fonction  F  réelle,  et  alors  F,  étant  égal  à  F, 
on  n'a  plus  qu'une  seule  fonction  à  considérer.  Cette  fonction  doit 
avoir  des  valeurs  connues  pour  une  série  de  valeurs  de  u  et  de  v  ou 
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(le  la  variable  U  +  V  s/ —  i  dont  elle  dépend;  donc,  au  moyen  des  for- 
mules d'interpolation,  on  pourra  toujours  la  déterminer. 

22.  On  pourrait  aussi  assujettir  le  rapport  cragraiidissement  n  à  avoir 
ime  même  valeur  déterminée  pour  une  série  de  points  du  globe  ter- 
restre; au  moyen  des  formules  d'interpolation,  on  trouverait  encore 
aisément  les  fonctions  arbitraires  :  mais  toutes  ces  déterminations,  qui 
ont  d'ailleurs  leur  importance  en  géographie,  n'offrent  aucune  diffi- 
culté. 

23.  Passons  à  une  question  beaucoup  plus  difficile  et  proposons- 
nous,  avec  Lagrange,  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires,  de  telle 
sorte  qu'il  en  résulte  pour  les  méridiens  et  pour  les  parallèles  des  courbes 
d'une  nature  donnée.  Le  problème  posé  ainsi,  dans  toute  sa  généra- 
lité, offre  des  difficultés  peut-être  insurmontables,  nous  nous  borne- 
rons à  considérer  le  cas  où  les  courbes  données  sont  des  cercles.  Du 
reste ,  on  peut  remarquer  que  ce  cas,  qui  comprend  les  projections  sté- 
réographiqu^  et  les  cartes  marines,  est  suffisant  pour  les  besoins  de  la 
géographie;  car  il  est  naturel  que  dans  la  construction  des  cartes  on 
préfère  toujours  le  cercle  à  toute  autre  courbe,  à  cause  de  la  facilité 
et  de  l'exactitude  avec  laquelle  on  peut  le  tracer. 

24.  Nous  avons  vu  au  n"  16  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
des  méridiens  était  donné  par  la  formule 

I  di.1 

Si  l'on  veut  que  la  courbe  des  méridiens  soit  un  cercle,  il  faudra  que 
cette  courbure  ne  varie  que  d'un  méridien  à  un  autre  et  soit  par  con- 
séquent fonction  de  Vseul;  donc  sera  nul.  Il  résulte  d'abord  de 

là  cette  conséquence  importante  ,  que  par  cela  même  que  les  méridiens 
sont  représentés  par  des  cercles,  les  parallèles  le  sont  aussi.  En  effet, 

la  condition  ,,,  ,„  =  o  montre  que  la  courbure  jrr  des   parallèles  est 

fonction  de  U  seul,  par  conséquent  constante  pour  tous  les  points 
d'un  même  parallèle.  On  prouverait  de  la  même  manière  que  si  les 
lignes  des  parallèles  sont  des  cercles,  les  lignes  des  méridiens  le  sont 
aussi;  et  la  condition  commune  à  la  circularité  des  uns  et  des  autres 

kl.. 
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est —  =  o.  Voyons  donc  quelle  doit  être  la  forme  des  fonctions  ar- 

rfUrfV  •'  "■ 

bitraires  pour  que  cette  condition  soit  remplie. 
25.  Posons,  pour  simplifier, 


<?(2)'      ^^^T  =  ^(^)' 


ce  qui  donne 
La  condition 


v/F'(z)     ^'  "    \/r, (z) 

p.  =  (p(U  +  Vv^^)<j;(U  -YyJ~^). 


d'à 

=  o 


dVd\ 
deviendra 

<p"  (U  +  Vy/'-^i)  (f  (U  -  Vs/^)  -  f  (U  -  Vv'^)9 (U  +  Vv'-^i)  =  o , 

en  appelant  tf"  et  tji"  les  dérivées  secondes  des  fonctions  çp  et  d/. 
L'égalité  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

y"(U+Vv/^)  _  ^"(U  — Vy/^) 

y  (u  -I-  V  v'^)  ~  -Mu  -  V  v/=~i)' 

Or  le  second  membre,  d'après  la  nature  des  fonctions  ip  et  i|;,  se  dédui- 
sant du  premier  par  l'échange  de  v^ —  i  en  —  v*—  i,  cette  égalité  ne 
peut  exister  que  si  les  deux  membres  se  réduisent  à  une  même  con- 
stante réelle  A  ;  on  a  donc 


d'où 


A  et  B  étant  des  constantes  quelconques,  réelles  ou  imaginaires;  et, 
par  conséquent , 

-v/ÂlUn-Vy/^i) 

F  (u  +  V  v'^  =  p  +  ^(„J,-)     -^(,.v^±-Tr 

Me  -f-  Ne 

M,  IS,  P  étant  des  nouvelles  constantes  de  même  nature  que  A  et  B. 
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Quant  à  la  constante  \/k,  comme  son  carré  peut  être  aussi  bien  négatif 
que  positif,  elle  peut  de  même  être  réelle  ou  imaginaire;  mais  on  peut 
remarquer  que  la  valeur  que  reçoit  le  second  membre  de  l'égalité 
précédente  pour  une  valeur  de  k  négative  et  égale  à  —  c^,  se  déduit 
de  la  valeur  que  l'on  obtient  pour  k  =  c^,  en  changeant  seulement  U 
en  V  et  V  en  —  U.  Cela  étant,  nous  nous  contenterons  d'attribuer  une 
valeur  positive  C",  il  viendra  ainsi 

F(U  +  Vv'"=n'), 
ou  bien 

(9)        X'  +  j' v'^T  =  p  +  -TTtj-^v^-.)     '    -c(v-,v^,y 

Me  -h  fie 

Ce  résultat  peut  être  considérablement  simplifié. 

26.  Je  remarque  d'abord  que  l'on  peut  toujours  supposer  nulle  la 
constante  P,  car  cela  revient  à  ajouter  une  simple  constante  à  x'  etj-', 
c'est-à-dire  à  transporter  les  axes  des  x'  et  des  j^'  parallèlement  à  eux- 
mêmes.  De  plus,  les  constantes  M  et  N  que  nous  avons  dit  être  réelles 
ou  imaginaires  peuvent  être  supposées  réelles  et  même  positives.  En 

effet,  on  peut,  dans  tous  les  cas,  poser  M  =  me^  ,  N  =  ne"  , 
m  et  n  étant  positifs,  et  notre  formule  devient 

-c(U-i-Vv/~i) 

me   *-         ^  -■  +«t'        "-         ^  -' 

Multiplions  le  premier  membre  par  cos  j3  -f-  y^—  i  sin  (3,  et  le  .second 
par  e  ,  puis  posons 

x'  cos  ^  —  y  sin  |3  —  x',  ,     jc'  sin  ^  +  j' cos  jS  =  j^\  ; 
nous  aurons 


Or,  x^  et  j\  sont  évidemment  les  coordonnées  correspondantes  à  x' 
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et  j'  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  (OX',  ,  OY,  )  que  l'on  ob- 
tient en  faisant  tourner  de  l'angle  ,S  le  système  des  axes  (OX',  OY')  ;  le 
second  membre  de  la  dernière  équation  ne  diffère  du  second  membre 
de  l'équation  (9),  après  qu'on  y  a  fait  P  =  o,  M  — m,  N  =  «,  qu'en  ce 

que  V  +  ''  ~  "  est  mis  à  la  place  de  V,  comme  on  le  voit  aisément,  en 
réduisant  ces  seconds  membres  au  même  numérateur  i .  Donc,  si  l'on 
prend  d'avance  les  axes  des  (X',,  Y',)  pour  axes  des  (X',  Y')  et  si  l'on 
recule  le  méridien  initial  à  partir  duquel  se  comptent  les  longitudes  V, 

de  l'angle  ^JUi: ,  la  dernière  équation  se  confondra  avec  l'équation  (9). 

On  peut  donc  toujours  supposer  réelles  et  positives  les  constantes  M 
etN. 

27.  Pour  déduire  de  l'équation  (9)  simplifiée,  comme  il  vient  d'être 
dit,  les  valeurs  de  x'  etj-'  en  U  et  V,  multiplions  ,  dans  le  second 

membre,  haut  et  bas  par  M/^  +  Ne  '\  il  viendra 

X   +  J  \         1  —      ^    2^jj  ^    _acU  ' 

M   c         -+- 2MNcos2cV  +  N    e 

et  en  égalant  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

—  2cU 

, M  cos 2 c V  +  Ne 

1   acU  2   —  2 c U  ' 

M   f        4-  2 MN  cos  2c  V  -f-  K  e. 

—  MsinacV 


•1    icM  2— 2cU 

Me         -1-2  MN  cos  2  c  V  +  N   c 


28.  Si  entre  ces  équations,  on  élimine  U,  on  obtiendra  une  rela- 
tion entre  x ^  y,N ,  qui  représentera  tous  les  cercles  répondant  aux 
différents  méridiens,  et,  réciproquement,  si  l'on  élimine  Y,  on  aura 
une  équation  en  a: ,  j-,  U,  qui  sera  l'équation  commune  à  tous  les 
cercles  répondant  aux  différents  parallèles.  Pour  faciliter  les  élimina- 
tions, il  convient  de  faire  d'abord  la  sonune  des  carrés  des  deux  équa- 
tions; on  trouve 

-2cU 

•^    ^  J     —    1  -xcx:  2  -2cU  ' 

Me         -^  2  MN  cos  2  e  V  -H  N   e 
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?t  cela  permet  de  mettre  les  équations  sous  la  forme  plus  simple 

7;  =  N -t- Me        cosacV, 


y 


— 7- =  —  Me        sinacV. 

X'  -+■  r  ■ 

29.  Eliminant,  maintenant,  la  variable  U,  on  a 
(lo)  jc'^ -+■  r''^  —  ^cotangacV  —  ^  =  o. 

La  circonférence  représentée  par  cette  équation  passe  par  l'origine  O 
des  coordonnées  et  par  le  point  A  de  OX,  qui  a  -  pour  abscisse;  de 
plus,  elle  coupe  l'axe  des  x .  au  point  O  ,  sous  un  angle  égal  à  rr  —  2  f  V 
ou  à  —  acV  suivant  que  V=  v  est  positif  ou  négatif;  ajoutons  que,  dans 
le  premier  cas,  on  ne  doit  prendre  que  le  segment  situé  du  côté  des  ^ 
négatifs,  et,  dans  le  second,  que  le  segment  situé  du  côté  des  j-  positifs. 

30.  Éliminons ,  en  second  lieu ,  la  variable  V  ;  on  trouve 

(il)  x^  +  jr^^^.^ ^^ =0. 

M  e         —  ^=        M  e        —  N' 

I^a  circonférence  représentée  par  cette  équation  a  l'axe  des  x  pour 
diamètre.  Pour  achever  de  la  définir,  je  vais  chercher  un  système  de 
deux  points  situés  sur  l'axe  des  x,  et  tels  que  leurs  distances  à  un  point 
quelconque  de  la  circonférence  soient  dans  un  rapport  constant.  A  cet 
effet,  je  prends  l'équation 

(x'  -  af  +  f^  =  k'  [{X'  -  a'Y  -+-  j'-], 

qui  représente  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points 
situés  sur  l'axe  des  a:,  et  ayant  pour  abscisses  a  et  a' ,  ont  un  rapport  k . 
et  j'identifie  avec  l'équation  ci-dessus;  il  vient 

—  la  +  la'  k-  2 iS  A' a'-  —  a^ i 

I /=  1  IxcC  '  1 X-;  2  icU 

■      ^  M  e        —  N'  M  e        —  N' 


On  vérifie  ces  deux  équations  en  posant 


I  ,         M    2cU 

a'==o,     a=  ^:     '^  =  K^       ■ 
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donc  les  circonférences  représentant  les  différents  parallèles  du  globe 
terrestre,  sont  les  lieux  de  points  dont  les  distances  aux  deux  points 
fixes  A  et  O  déjà  obtenus  au  n°  29,  sont  dans  un  rapport  constant  et 

égal  a-e       • 

31.   Il  convient  de  transporter  l'origine  des  coordonnées  au  milieu 
de  OA,  a6n  de  simplifier  les  équations  (lo)  et  (i  [);  on  trouve  ainsi, 

en  posant  OA  =  -  =  ia, 

fi a)  x'^  -(-  y^  —  2a  cotang  %  cY .  y  ^  a^ 

pour  l'équation  des  méridiens,  et 

2       2     4cU 

,„  ,„  Aa   M   e         -hi      ,  „ 

^     +  J"  +  2«  ^^ ^  =  -  a^ 

4n    M    p         —1 

pour  celle  des  parallèles. 

Cette  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  élégante  : 
faisant  4«  M   ^  e      ,  le  coefficient  de  jc'  deviendra 

4cU-i-4cA  2c[V+h)  _2c(U-t-*) 

e  +1  e  -i-e 


4cU-+-4c6  ac(UH-ft)         _2c(U-l-A) 

e  —  e 

—       .  (U 

2  a  V  —  '  cotang  2  c  — 


et  I  équation  sera 

[i 3)  x'^  -^-  j'^  —  ia  \  —  i  cotang  2 c U,  a:'  =  —  a', 

en  posant 

U  +  ;2=  U,  v^^. 

On  doit  remarquer  que  la  constante  h  qui  entre;  dans  l'expression 
de  U,  n'a  aucune  influence  sur  la  solution  trouvée,  et  qu'elle  ne  sert 
qu'à  fixer  le  parallèle  terrestre  qui  correspond  à  un  cercle  déterminé 
de  la  série  représentée  par  l'équation  (i3).  Ainsi  il  n'y  a,  en  réalité, 
dans  notre  solution ,  que  deux  constantes  arbitraires  c  et  a. 

32.   Il  est  utile  de  connaître  les  valeurs  de  a:'  et  de  f\  en  fonction 
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de  U,  et  de  V.  Or,  reprenons  les  valeurs 


-2cU 

M  cos  2c  V-t-  Ne 


M   f         4-2  MN  cos  2  c  V  +  N   e 
, M  sin  2  c  V 

•/  22CU  2— icU' 

Me         +2  MN  cos  2  c  V  +  N   e 

obtenues  au  n°  27.  Changeons  dans  la  première  x'  en  jc'  4 — r, ,  pour 
tenir  compte  du  déplacement  d'origine  opéré  plus  haut;  ce  qui  donne 

2     —  2cU  2      2  cXj 

.  Ne  —Me 


„  /M2     2cn  2     — 2CD\ 

2  N  \       e         +2  MN  cos  2  c  V  +  N   e  / 

puis  introduisons  les  nouvelles  notations,  il  viendra 

—  2C(U-f-A)  2c(U-t-A) 

, e  — e  ^ sin2cU, 

~  ^   2cC0-)-A)  I        -2c(U-*-A)  =  —  «  V  —  I  cosacU,  4-COS2CV  ' 

e  -+- 2C0S2cV -f- e 

,  sin  2  c  V 

Y   :m  —  Ci • 

•^  cos  2  c  U,  +  cos  2  c  V 

55.  De  là  on  tire  encore 
x-+jW-i  =  -^V-i,„,,,tj,^,,3,,v  =  -^V-ita«gc(U.+V), 

par  conséquent, 

F  (U  +  Vv/^^)=-«v/^^tangc(U,  +V), 
F,  (U  -  V  V-T)  =  -  a  \l'^  tang  c  (U,  -  V  j; 
donc  ù ,  qui  est  égal  à 


v/f'(U  +V  V-  i)  F'i  (U  -  V  v'-  i) 
devient 

O  —  c°sc(U.  +  V)c05c(U.  — V). 

54.   On  peut   obtenir  une  autre  valeur  de  û  d'une  forme  assez 
remarquable.  Soient  r  et  r'  les  distances  d'un  point  quelconque  {x',  f] 

Tome  XVU.  -  Août  i852.  4  2 
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aux  points  A  et  A'  situés  sur  l'axe  des  J?  et  à  la  distance  a  de  l'origine; 
nous  aurons 

r^  =  a^*-(-  j'*+  lax'  -\-  a-,     r'^  =  x'^  + /'*—  lax'  -ha', 

ou  bien,  d'après  l'équation  (i3), 

r^  =  2  ax'  (  I  +  V  —  I  cotang  2  c  U,  ) , 
/•'*=  2ax'  (—1-1-  V—  •  cotang  2cU,), 

et,  en  substituant  à  x'  sa  valeur  en  U,  et  V, 

„cos2cU,  —  \J — i  sin  2cU,          „             „cos2cUiH-V — isinacU, 
.'2  ^_.  ,,  ^2  ! i ,      f^'^  ^  2  /2 : 

cosacUi  +  cos2cV  cosacU,  +  cosacV 

de  là  on  déduit 

'"'    ~  cosr(U, +V)cosc(U,  —  V)  ' 
donc  on  a 


Û  = 


c  rr 


55.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la 
figure  des  méridiens  terrestres;  mais,  pour  pouvoir  appliquer  nos 
formules  à  la  construction  des  cartes  géographiques ,  il  est  nécessaire 
de  connaître  quelle  fonction  de  la  latitude  est  la  variable  //.  Or,  si  l'on 
suppose  la  terre  sphérique,  ainsi  qu'on  le  fait  communément  en  géo- 
graphie, et  qu'on  prenne,  pour  plus  de  simplicité,  le  rayon  de  la 
terre  pour  unité,  on  aura,  s  étant  le  complément  de  la  latitude, 
M^^iui';  de  plus,  la  fonction  de  u  représentée  par  f  {u)  dans  le 

n"12sera  ici  cosi;  donc  U,  qui  est  égal  en  général  à  1  -  yj  i -h  f  [u)' du , 

deviendra 


u  =  I  -^ —  =  loe  tane-- 

J  sin  s  "        ^2 


Si,  au  lieu  de  supposer  la  terre  sphérique,  on  supposait  qu'elle  fut 
un  sphéroïde  elliptique  aplati  par  les  pôles ,  en  appelant  (7  le  complé- 
ment de  la  latitude,  ou  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe  des  pôles, 
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on  trouverait 


l'  =  "'8[.ang'('^|=-:)^]. 


£  étant  l'excentricité  de  l'ellipse  méridienne;  de  manière  qu'en  appe- 
lant a,  un  angle  tel  que 

or,  .  (7    /l  -I-  £  COS  <j\7, 

tane  -  =  tane  -    i 

»    2  »    2    \I  —  eC0S(7/ 

l'expression  de  U  aurait  la  même  forme  que  dans  le  cas  de  la  terre 
sphérique. 

On  sait  que  si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  £%  la  relation 
précédente  revient  à  cette  autre 

£■       . 

17,    =  (7  —    -  Sm  2(7, 
2 

de  manière  qu'il  est  alors  très-facile  de  tenir  compte  de  l'aplatisse- 
ment de  la  terre. 

36.  Résumons  les  règles  qui  résultent  de  ce  qui  précède,  pour  la 
construction  d'une  carte  du  système  considéré,  lorsqu'on  suppose  d'ail- 
leurs la  terre  sphérique.  Après  avoir  fixé  la  constante  c,  qui  est,  en 
quelque  sorte,  l'exposant  de  la  carte,  on  prend  sur  une  horizontale  les 
points  A  et  A'  où  viennent  se  couper  tous  les  méridiens,  c'est-à-dire 
les  pôles  de  la  carte ,  en  ayant  soin  de  placer  à  droite  le  pôle  boréal 
A;  on  connaît  ainsi  le  méridien  AA'  correspondant  à  V  =  o,  et  le 
parallèle  BB',  perpendiculaire  au  milieu  de  AA',  correspondant  à 
U,  =  o.  Ce  méridien  et  ce  parallèle  peuvent  se  rapporter  à  un  lieu 
quelconque  du  globe  terrestre,  qui  devient  alors  le  centre  de  la  carte. 
De  la  connaissance  de  ce  lieu  résulte  celle  du  méridien  ,  à  partir  duquel 
se  comptent  les  longitudes,  et  celle  de  la  constante  h.  Car,  puisque 
pour  le  centre  de  la  carte  on  a  V  =  o ,  U,  =  o ,  d'après  la  valeur  de  V, 
le  méridien  à  partir  duquel  se  coaiptent  les  longitudes  est  précisé- 
ment celui  qui  passe  par  le  centre  de  la  carte;  et,  d'après  la  valeur 
de  U, ,  si  l'on  appelle  Sq  la  valeur  du  complément  de  la  latitude  pour 
le  centre  de  la  carte ,  et  par  conséquent  log  tang  ^  la  valeur  de  U  pour 
ce  même  point,  on  a 

h  -h  log  tang  -°  =  o,     d'où     A  =  —  log  tang  ^'• 

42.. 
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Maintenant,  pour  obtenir  la  représentation  du  méridien  correspon- 
dant à  une  longitude  p,  on  décrit,  avec  AA'  pour  base,  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  n  —  icv,  au-dessus  de  AA',  c'est-à-dire  du  côté  des 
y  négatifs,  si  v  est  positif,  ou  bien  ,  un  segment  capable  de  tt  +  ace, 
au-dessous  de  AA',  si  v  est  négatif;  et  pour  avoir  la  représentation  du 
parallèle  correspondant  à  la  latitude  \—  s-,  et  par  conséquent  à  la 
valeur  log  tang  -  de  U ,  on  décrit  le  cercle  lieu  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  aux  points  A  et  A'  est  égal  à 

—  e         =  e     ^  = 


(tang  5) 


On  peut  ainsi  obtenir  la  représentation  des  différents  méridiens  et  des 
différents  parallèles,  et,  par  conséquent,  placer  sur  la  carte  tel  lieu 
que  l'on  veut. 

57.  On  voit  que  dans  la  construction  de  nos  cartes  il  y  a ,  comme 
indéterminées,  d'abord  la  distance  AA  =  ia^  dont  dépend  la  grandeur 
ou  l'échelle  de  la  carte,  puis  la  constante  c,  et  enfin  la  position  du 
lieu  de  la  terre,  que  l'on  prend  comme  centre  de  la  carte.  Nous  allons 
nous  proposer  de  fixer  ces  indéterminées,  de  manière  à  diminuer  le 
plus  possible  l'altération  causée  par  la  représentation  dans  la  grandeur 
des  différents  lieux  de  la  terre.  Cherchons  le  point  pour  lequel  le 
rapport  d'agrandissement,  désigné  ci-dessus  par  n,  est  un  minimum, 
ou  bien  le  point  dans  le  voisinage  duquel  n  est  le  moins  altéré.  La 
formule  (7)  du  n°  15  nous  permet  de  résoudre  très-simplement  cette 
question.  En  effet,  si  l'on  applique  cette  formule  à  un  méridien,  elle 
nous  montre  immédiatement  que  les  lieux  dont  la  grandeur  est  la 
moins  altérée  en  longitude  sont  ceux  qui  sont  situés  sur  le  méridien 
rectiligne  AA'  de  la  carte ,  car  pour  ces  points  on  a 


n                      /cos  6  \ 
-V-  =  O ,  =  O , 


et,  par  conséquent,  -,  doit  aussi  être  nul.  Supposons,  en  second  lieu;. 
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que  la  formule  se  rapporte  aux  parallèles,  on  aura 

(cos  9\  cos  s  1 

P     Js  "  " 

et  si  l'on  veut  que 

si 

n 

c'est-à-dire  que   la  déformation   du  lieu  en   latitude   soit  également 
minimum,  il  faudra  que 

-  =  il  cos  s  ; 
P 

mais  le  ravon  p'  de  la  courbe  transformée  d'un  parallèle  est ,  en  tenant 

compte  du  signe. 

a  i/ —  I 


sin  2cUi  ' 
û,  qui  a  pour  valeur  générale 

cosc(U, -+- V)  cosc  (U,  —V) 
ac 
se  réduit  ici  à 

^  cos'cU,   I  +  C0S2CU, 

ac  lac 

puisque,  d'après  la  condition  déjà  trouvée,  V  =  o.  Donc  notre  for- 
mule devient 

,    ,  ^  2c  V— I  sin  2cU, 

38.  Nous  pouvons  obtenir  un  résultat  beaucoup  plus  simple.  Nom- 
mons k  le  rapport  du  point  cherché  aux  points  A  et  A',  on  sait  que 

/t  =  e^'"^^'*'''-  =cos  2cU,  +  voisin  2C  U,  , 
et ,  par  conséquent , 

7  =  cos  ac  U,  —  v^ —  I  sin  ac  U,  ; 
donc 

sin  2C  U.  =  i  (A:  -  ^), 

cos  2C  u,  =  -  1  A:  +  ~\- 
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Substituant  dans  l'égalité  (i4)j  il  vient 

2,C  [P  l) 


d'où 


=  —  cos  s  : 


le COS  s 


Ainsi  le  point  cherché,  pour  lequel  la  déformation  de  la  carte  est 
la  moindre  possible ,  est  le  point  situé  sur  le  méridien  rectiligne  AA' 
qui  partage  ce  méridien  en  parties  proportionnelles  k  ic  —  cos  s  et 
à  2C  +  cos  s.  On  voit  qu'en  supposant  ce  point  désigné  sur  le  globe 
terrestre ,  ce  qui  fait  connaître  s ,  on  peut  encore  le  placer  arbitraire- 
ment sur  l'axe  AA'  de  la  carte,  et  que  l'exposant  ac  se  trouve  seule- 
ment alors  déterminé. 

."59.  Puisqu'il  reste  encore  une  indéterminée,  assujettissons  la  se- 
conde variation  de  -  dans  le  sens  du   méridien   à  être  nulle;  nous 


d- 

p  _ 

dV  ri  rfU 


m 


-,  et  I  ^5^1    se  rapportant  à  un  parallèle.  Or 

_£.^__cos^cU.. 

puis,  en  supposant  la  terre  sphérique,  ce  que  nous  n'avions  pas  fait 
encore , 


m 


d  cotanE  s  i  i  .  i-f-cosarU, 

—  -  =  sm  j 


dis  d\J  sin  s       n  lac 

donc,  en  substituant,  on  a 

4c*  cos  2 c  U,  =  I  -(-  cos  a c  U, , 
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d'où 

et,  à  cause  de  la  valeur  de  k  obtenue  plus  haut , 


2C  =  y/i  +  sin^  s, 

ce  qui  détermine  7.c,  quand  s  est  connu. 

40.  Ainsi ,  après  avoir  pris  un  lieu  important  M  de  la  surface  de  la 
terre  pour  le  point  dans  le  voisinage  duquel  les  lieux  doivent  être  le 
moins  altérés  possible,  on  déterminera  l'exposant  de  la  carte  par  la 
condition  ic  :^  Vi  +  sin^  i,,  s,  étant  le  complément  de  la  latitude  du 
point  M  ,  puis  on  prendra  les  pôles  A  et  A',  de  façon  que  le  rapport  des 
distances  de  ces  points  au  point  M',  qui  représente  le  point  M  de  la 

terre,  soit  — '-  :  enfin  le  coefficient  h  qui ,  en  appelant  .s^u  1<*  corn- 
ac -t-  COS  ,f|  1       '  1  1 

plément  de  la  latitude  du  centre  de  la  carte,  est  égal  à  log  tang  —, 
se  déduira  de  ce  que  le  rapport  des  distances  M'A  et  M'A'  ou 


-  COS  s. 


(' 


doit  être -7 ^„— ?  et  la  carte  se  trouvera  entièrement  déterminée, 


tang 

sauf  l'échelle  qui  doit  évidemment  rester  quelconque. 

41.  Nous  terminéi-ons  en  remarquant  que  le  système  général  de 
représentation  obtenu  précédemment  donne,  comme  cas  particuliers, 
les  cartes  réduites  et  les  cartes  stéréographiques ,  et  qu'il  suffit  pour 
cela  de  supposer  l'exposant  ac  de  la  carte  égal  à  o  ou  à  i .  En  effet , 
si  dans  les  valeurs  de  x'  et  j-'  du  n"  52  on  fait 

c  =  o, 
et ,  en  même  temps , 

m 
<Z  =:  —  ^   00  , 

c 

pour  que  les  valeurs  de  x'  et  j'  ne  se  réduisent  pas  à  zéro,  on  trouve 
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aisément 

j;'=  —  mh  —  /nU,     j-'=  —  /nV; 

par  conséquent,  en  supposant  la  terre  sphérique , 

x'  =  —  mh  —  m  log  tang  -s,    j'  z=  —  mv . 

Ainsi  les  méridiens  sont  représentés  par  des  droites  parallèles  k  l'axe 
des  X,  et  dont  les  distances  à  cet  axe  croissent  proportionnellement 
à  la  longitude,  et  les  parallèles  sont  des  droites  parallèles  à  l'axe  des 
j-,  dont  les  distances  à  cet  axe  croissent  proportionnellement  aux  loga- 
rithmes de  la  tangente  de  la  moitié  du  complément  de  la  latitude.  C'est 
le  système  de  Mercator  ou  des  cartes  réduites. 

En  faisant  2C  ^  i,   on  a 

,  _  sin  U,  ,  _  _  sinV 

X  —  —  asi  —  \  —^-^-—^■,  J—        ^  cosU, -f-cosV" 

pour  les  valeurs  de  x'  et  j"'  en  U,  et  V;  et 

(i5)  a:'- -i- 7'*  —  2 a  cotang  Y  jr' —  flS 

x'-  +  f^  —  ia  V  —  I  cotang  U,  x'  =^  —  a}. 

pour  les  équations  des  circonférences  représentant  les  méridiens  et  les 
parallèles.  Nous  aurons  démontré  que  ces  résultats  conviennent  au 
mode  de  représentation  de  Ptolémée,  si  nous  faisons  voir  qu'en  sup- 
posant la  terre  sphérique ,  à  tout  cercle  tracé  sur  la  terre  correspond 
un  cercle  sur  la  carte.  Or  un  cercle  de  la  sphère  est  représenté ,  en  v 
et  s,  par  une  équation  de  la  forme 

A  sin  s  cos  t'  -h  B  sin  j  sin  v  -t-  C  cos  .r  =  D, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes;  d'ailleurs 

puis 

log  tang  ^  =  U, 
d'où 

sm  s  = r  »     cos  s  = ^r-n  » 
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et,  par  conséquent, 

I  ; sin  (U, +/(  v'^) 

sin  s  = =T       '^os  i  =  V —  I  — 7 ■; 

cos  (  U,  4-  /(  y/—  I  )  cos  ( U,  +  //  y/—  1  ) 

donc  l'équation  d'un  cercle  d<   la  terre  est,  en  U,  et  V, 

AcosV-f-  Bsin  V+Cv/—  i  sin  (U,  -1-  h\/—  i)  =  Dcos  (U,  +  A  y'—  1), 

ou  plus  simplement, 

A  cosV  +  Bsin  V  +  C,  v*—  i  sin  U,  +  D,  cosU,  =  o, 

C,  et  D,  étant  des  nouvelles  constantes.  Maintenant  les  équations  (i5) 
nous  donnent 

cos  V  =: 
sin  V  = 
cosU,= 

\/ —  I  sin  U,= 

v'[(j:'-aj"  +  r"J[(x'-H«)'+r'=j' 

donc,  en  substituant,  il  vient,   |)our  l'équation  de  la  projection  du 
cercle  de  la  terre , 

Af.r'*  +  j'^  —  rt^)  +  2rtB  j'+  D,  {jc'-  +  j'*  +  rt^)  —  2  aC,j'=  o, 
ce  qui  est  bien  l'équation  d'un  cercle. 

Nota.  Au  lieu  de  se  donner  comme  condition  que  les  angles  formés 
sur  la  carte  soient  toujours  égaux  aux  angles  correspondants  sur  la 
surface  du  globe,  on  pourrait  exiger  que  les  différentes  parties  de  la 
terre  conservassent  la  même  étendue,  en  se  déformant  d'ailleurs.  On 
sait  que  plusieurs  cartes,  entre  autres  celles  de  Flamsteed,  ont  été  con- 
struites d'après  cette  condition.  Or,  en  supposant  d'abord  la  surface 
de  la  terre  et  celle  de  la  carte  tout  à  fait  quelconques,  et  exprimant  les 
coordonnées  des  points  de  chaque  surface  au  moyen  de  deux  varia- 
bles, comme  nous  l'avons  fait  au  if  1,  on  trouve  aisément  que  l'aire 
du  triangle  infiniment  petit,  tracé  siu-  la  première  surface,  et  ayant 

TomeXVIl.  —  Septembre  iS52.  ^3 


v/[(^' 

—  fl)'-+-/^][(x'  +  «)'-f-y^]' 

207' 

v'[(^' 

-ay-hr"][{j:'  +  ay-hy"y 

y  2  -(-  j"  -1-  a- 

s/[(.r'. 

-  ay-  +  r"'][(.r'  +  ay  +  /'Y 

—  2(3J-' 
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pour  sommets  les  points  {u,  v),  [u  +  du,  v  +  dv),  (u  -+-  au,  v  +  âv), 
est  égale  à 

I  vEG  — F»(rfM0V  -  âudv), 

E,  F  et  G  étant  les  trois  fonctions  de  u  et  de  i',  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  l'élément  de  la  surface.  De  même  l'aire  du  triangle  corres- 
pondant tracé  sur  la  seconde  surface,  et  ayant  pour  sommets  les  points 

{u',  v'),  {u'  -h  du',  p'+  dv"),  {u'-hâu',  v'-^-âv'),  est 


I  vE'G' -  F'=  {du'âV-  &u'di>'); 
donc  la  condition  énoncée  s'exprime  par  l'équation 


vE'G'  -  F'^  {du'&v'  -  âu'dv')  =  yEG  -  F''  {duâv  -  âudv); 
ou  bien  ,  en  posant 

,  du     ,   ,         du      ,  , 

du  =  -r-,  du  +   -rr  dv' , 

du  dv 

.  du    ,,    ,        du    ^    , 

du  dv 


et  substituant, 


Pour  déduire  de  cette  équation  les  valeurs  de  m  et  v,  on  se  donnera 
arbitrairement  v  en  fonction  de  u'  et  de  v',  et  la  détermination  de  u 
dépendra  de  l'intégration  d'une  équation  aux  différences  partielles, 
linéaire  et  du  premier  ordre,  qui  dans  beaucoup  de  cas  se  ramènera 
immédiatement  aux  quadratures. 

Supposons  la  terre  sphérique  et  la  cnrte  plane;  faisons  en  consé- 
quence u'  =  X,  vf  =L  y,  uz=:  s,  v=v,  s  étant  le  complément  de  la 
latitude  et  v  la  longitude;  nous  aurons 

ds   dv  ds  dv  i 

dx  dy         dy  dx         uns' 


du' 

^    dv'" 

' 

$V 

dv     ^    , 
du' 

dv    , 

', 

du 

dv 

du    dv 

V  E'G'  — 

F" 

du' 

dv 

' 

dv    du' 

i/Kfi— 

F' 

PURES  ET  APPLIQUÉES.  33.j 

ou  bien  ,  en  posant  cos  .y  =  S , 

dS  dv  dS  dv 

dx  dy  dy  dx 

Comme  nous  avons  deux  inconnues  et  une  seule  condition,  nous  pou- 
vons nnposer  à  notre  système  de  représentation  une  autre  propriété; 
nous  pouvons  exiger,  par  exemple,  que  les  lignes  des  méridiens  et  des 
parallèles  se  coupent  à  angle  droit.  A  l'équation  précédente  nous 
devons  alors  joindre  celle-ci  : 

dS  dv  dS  dv   _ 

dx  dx  dy  dy 


Des  deux 

équations  on  tire  aisément 

dv 

rfS_ 

dx~ 

'd'y 

m 

■-( 

'dvV' 

dv 

dS 
dy~ 

di 

m 

"( 

dvy 

dy-] 

Différentiant  la  première  de  ces  dernières  équations  par  rapport  à  j\ 
la  seconde  par  rapport  à  j:  et  égalant,  on  trouve 

(0  {p--q^-)[t-r)~  lipqs  =  o, 

en  posant ,  pour  simplifier, 

dv    _  dv    _  d'v  _  d'v     _  '£^  ^  f 

Tx~  P''      ^  ""  *?'      d^^  "~   ''      dxdy  ~    '''       dy'  " 

Cette  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre  se  ramène  à 
la  forme  linéaire  par  la  méthode  de  Legendre.  Soit 

u=:  px  -h  qj  —  «', , 

et   regardons  v,   comme  une  fonction  inconnue  de  /?  et   de  <y;  nous 
aurons 

dv,  dv,  d'v,  t  rf'c,     — s  d'v,  r 

dp  '      dq         *^  '       dp'  rt  —  s'        dpdq         rt — s''        dq'  rt — s' 

43.. 
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d'où,  en  substituant  dans  l'équation  (0,  il  vient 

Si  maintenant  on  peut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  i*,  en  l'onc- 
tion de  p  et  de  ^,  on  aura  ensuite  aisément  x  et  jr,  puis  v,  puis  S,  qui 
est  égal  à 


/ 


pclr  —  qdx 


Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  ni  sur  l'intégration  de  l'équa- 
tion (a),  ni  sur  les  applications  que  l'on  peut  faire  relativement  au 
système  de  représentation  qui  précède.  Nous  nous  proposons  de  re- 
venir en  détail  sur  ce  sujet  dans  ime  autre  occasion. 


Note  de  M.  Lioitville. 

J'aurais  à  présenter  plusieurs  remarques  au  sujet  des  deux  Thèses  précédentes. 
L'analyse  dont  l'auteur  fait  usage  dans  la  première,  ou  du  moins  la  partie  de  cette 
analyse  qui  lui  sert  à  compléter  l'ancien  travail  de  Poisson,  est  tirée  d'une  méthode 
générale  que  j'ai  donnée  dans  ce  Journal  pour  développer  certaines  fonctions  V  et 
démontrer  la  convergence  de  séries  procédant  suivant  de  telles  fonctions.  Les  ques- 
tions traitées  dans  la  seconde  Thèse  ont  été  un  des  objets  de  mes  leçons  au  Collège  de 
France  au  premier  semestre  de  l'année  scolaire  i85o-i85i,  leçons  que  j'espère  un 
jour  publier,  et  dont  j'avais  d'ailleurs  déjà  donné  d'avance,  pour  ainsi  dire  ,  une  partie 
dans  les  Notes  de  Y  Application  de  l'Analyse  à  la  Génniétrie,  par  Monge  (cinquième 
édition).  M.  J.  Dienger  a  bien  voulu  citer  mon  travail  en  écrivant  à  son  tour  sur  ce 
sujet  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathémati  nies  de  MAL  Terquem  et  Gerono.  Ces 
Notes  contiennent  même  la  solution  complète  de  la  question  du  trace  géngraphique  à  trois 
dimensions,  qui  semblait  au  premier  abord  offrir  de  grandes  difficultés.  Mais  l'occasion 
se  présentera  plus  tard  de  revenir  sur  tout  cela.  Et  en  attendant  j'applaudis  à  ce  que 
SL  Bonnet  a  pu  ajouter  de  neuf  aux  travaux  de  ses  devanciers. 
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LA   TOTALITE   DES   NOMBRES   PREMIERS 

inférieurs  a  une  limite  donnée; 

Par  m.  TCHEBICHEF. 


(Présenté  à  l'Académie  impériale  de  Saint-Pétersbourg,  en  1848.) 


§    I"- 


Legendre,  dans  sa  Théorie  des  Nombres[*\,  propose  une  formule 
pour  déterminer  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  depuis  1  jusqu'à 
une  limite  donnée  très-grande.  Il  commence  par  comparer  sa  formule 
avec  rénumération  immédiate  des  nombres  premiers  faite  dans  les 
Tables  les  plus  étendues,  nommément  depuis  10  000  jusqu'à  i  000000, 
et  l'applique  ensuite  à  la  solution  de  plusieurs  questions.  Plus  tard, 
cette  même  formule  a  donné  lieu  à  des  recherches  de  M.  Lejeune- 
Dirichlet  qui,  dans  un  de  ses  Mémoires,  contenu  dans  le  tome  XVIII 
du  Joiunal  de  Crelle ,  annonce  avoir  traité  les  questions  de  ce  genre 
par  une  méthode  analytique  rigoureuse.  En  attendant  la  publication 
du  travail  encore  inédit  de  cet  illustre  géomètre,  nous  allons  donner 
ici  les  résultats  des  recherches  que  nous  avons  nous-méme  entreprises 
sur  ce  sujet  curieux. 

§  11. 

THÉORi';ME  I.  Si  l'on  représente  par  y(.a:)  la  totalité  des  nombres 
premiers  injérieurs  à  x ,  par  n  un  entier  quelconque,  enfin  par  p  une 

[*]  Tome  II ,  page  65.  troisième  édition. 
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quantité  >  n,  la  somme 

jouira  de  la  propriété'  de  s'approcher  d'une  limite  finie,  à  mesure  que  p 
converge  vers  zéro. 

Démonstration.  Commençons  par  démontrer  que  la  propriété  en 
question  a  lieu  peur  les  fonctions  que  l'on  obtient  par  la  diflérentia- 
tion  successive  des  trois  expressions 


2W('-^-7ir,)+2;:Tir/ 

par  rapport  à  p  ;  ici,  comme  par  la  suite,  la  sommation  par  rapport 
à  m  s'étend  à  tous  les  entiers  depuis  m  =  i  jusqu'à  n2  =  oo  ,  et  par 
rapport  à  [l  seulement  aux  nombres  premiers,  également  depuis 
fi  =  a  jusqu'à  p.  =  co  . 

Considérons  la  première  expression.  Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

I  ■  x^  dx  =  S /      e~'^  x"  dx , 

/      e"''  a  — '-^  P  r/o-  =  -   /       e""  xS'  dx  , 
Jo  (■  Je 

et ,  par  conséquent , 

/    "^    (  — ! \  e-'  xP  dx 

Y  _i !_  _  Ju        ye'—i        xl 

En  vertu  de  cette  équation,  la  dérivée  d'un  ordre  quelconque  n 
de^     ^^^ P^"^  rapport  à  p  sera  égale  à  une  fraction  dont  le  dé- 

nominateiu-  est      /      e~^  x^'dx  et  le  numérateur  une  fonction  en- 
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tière  des  expressions 

/       (  — — j  e~^  x^  log  X  dx , 

/       (  -7— I  e~'  x^  log"  X  âx , 

Ji       e~^' x'' cix ,       1      e~-' x^  \og  X  dx , 

J'       e"-^  x^  log*  j: dx,  ..,     1       e~-^ x"  1  og"  x  dx . 
o  Jo 

Or  une  telle  fraction,  pour  «  =  o  aussi  bien  que  pour  n  >  o,  s'ap- 
proche d'une  limite  finie  à  mesure  que  p  converge  vers  zéro;  car  la 
limite  de  1  intégrale 

Xe~^  x^  dx 
pour  p  =  o  est  I ,  et  les  intégrales 

j^       (^^-^)  e-"xMog^x^jr,..., 

J'       e~-^  a:^  log  x  ./je ,       /       e~'  x^  log*  xdx ,. . . , 
0  tA> 

/       e~*x''log"  jt'rfx 

Jo 

pour  fi  =  o  conservent  évidemment  des  valeurs  finies. 
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Ainsi,  il  est  certain  que  la  fonction  Y — ^ -,  aussi  bien  que 

ses  dérivées  successives,  resteront  finies  à  mesure  que  p  convergera 
vers  la  limite  zéro. 

Considérons  actuellement  la  fonction 

]ogis-2;iog(^i--^y 

On  sait  que 

[('-^)(-^)('--?^)'T' 


d'où  Ion  tire 


-'«g('-^)-'«s('-;^)-K"('-F^)- 


=  log      IH 1 •  H h 

^\       2'-^"       3'+''       4'-^° 

équation  qui,  d'après  la  notation  admise  plus  haut,  peut  être  écrite 
de  cette  manière, 


■y. 


''K'~7^)^'^K'^^^)' 


Donc 


lo§  P  -  2  log  ('  -  ~^)  =  log  (^.  -^^^^  P^ 


ou 


bien 


Cette  équation  fait  voir  que  toutes  les  dérivées  de 

suivant  p,  s'exprimeront  au  moyen   d'un   nombre   fini  de  fractions. 
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dont  les  dénominateurs  seront  des  puissances  entières  et  positives  de 


f  +  (2,r7T;-,-|P. 


et  les  numérateurs  des  fonctions  entières  de  p ,  de  l'expression 


et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  p.  Or  de  telles  fractions  s'approche- 
ront d'une  limite  finie  à  mesure  que  p  convergera  vers  zéro  ;  car 
l'expression 


+p  +  (2^-0^- 


qui  entre  dans  les  dénominateurs  de  ces  fractions ,  tendra  vers  la 
limite  i  à  mesure  que  p  s'approchera  de  zéro,  et  cela  parce  que  la 

différence  ^  —^ ■>  dans  cette  hypothèse,  reste  finie  comme  nous 

l'avons  démontré  plus  haut.  Quant  à  ce  qui  concerne  les  numéra- 
teurs, comme  ils  ne  contiennent  la  différence  ^ et  ses  dé- 

rivées  que  sous  forme  entière,  et  que  ces  fonctions  tendent  vers  une 
limite  finie  quand  p  converge  vers  zéro ,  il  en  sera  de  même  pour  ses 
numérateurs. 

Il  nous  reste  encore  à  démontrer  que  la  même  propriété  a  lieu  re- 
lativement aux  dérivées  de  la  fonction 


2;iog(^i 


■2^ 


Nous  remarquerons  d'abord  que  sa  première  dérivée  sera 

logfi 


1^ 


Il  est  facile  de  voir  par  la  forme  de  cette  fonction  que  les  dérivées  des 
ordres  supérieurs  s'exprimeront  également  au   moyen  d'un  nombre 

Tome XVII. -Septembre   i852.  ^^ 
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fini  de  termes  tels  que 

log''f*_ 


(-^y 


o,  a,  /   n'étant  pas  inférieurs  à  zéro.   Mais  chaque  terme  de  cette  na- 
ture ,  pour  des  valeurs  de  p  non  inférieures  à   zéro,   a  une  valeur 

finie;  en  effet,  pour  p  =  o  et  p  >  o,   la  fonction  sous  le  signe^  sera 

une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  non  inférieur  au  second  par 

rapport  à  -• 

Apres  nous  être  convaincu  que  les  dérivées  des  trois  expressions 

2^-r  i<'8P-2iog(.-^)- 


pour  des  valeurs  de  p  convergentes  vers  zéro,  tendent  vers  une  lunite 
finie,  nous  concluons  que  la  même  propriété  aura  également  lieu  par 
rapport  à  l'expression 

df  dp' 

d'-(y-^ — L) 

dp" 

laquelle,  après  les  différentiations  effectuées,  se  réduira  à 

-H  /'  y  i^8>  _  y  'og"-'  ">  \ 

Ce  qui  vient  d'être  dit  renferme  le  théorème  énoncé  plus  haut .  car  il 
est   facile  de  remarquer  que,   d'après  notre   notation,   la   différence 


y  '"^>  _  y  '^ 
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est  identique  avec  l'expression 

X  =  2 

ou  bien  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  avec 

Pour  le  faire  voir,  il  n'y  a  qu'à  observer  que  le  premier  terme  de 
cette  différence  est  simplement  égal  àV — "—^,  parce  que  le  facteur 

(p  {x  ~i- i)  — f{^)  de — ~ —  se   réduit,  par  la  définition   même  de  la 
fonction  ç,  à  i  ou  à  o,  suivant  que  x  est  un  nombre  premier  ou  un 

nombre  composé.  Quant  au  second  terme    V    — ^ >    il    se   trans- 

forme  évidemment  en  ^  — ^— —  par  le  changement  de  jc  en  m. 

De  cette  manière,  la  proposition  que  nous  avions  en  vue  de  dé- 
montrer se  trouve  complètement  établie. 

§  ni. 

Le  théorème  dont  on  vient  de  donner  la  démonstration  conduit  à 
plusieurs  propriétés  curieuses  de  la  fonction  qui  détermine  combien  il 
y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée.  Et,  d'abord, 
observons  que  la  différence 

_i /•'■^'     dx_ 

pour  X  très-grand,  est  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre 
par  rapport  à  -■•  par  conséquent,  l'expression 

_i r^-^'     dx_\    log".r 

44.. 
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pour  X  très-grand,  sera  de  l'ordre  i  +  ^  relativement  à  -;  d'après 
cela ,  la  somme 

V   /'_i_      r^+'  dx  \  iog"x 

pour  des  valeurs  de  p  non  inférieures  à  zéro,  restera  finie.  Ajoutant 
cette  somme  à  l'expression 

^mà        [T  I  i    y        I  logxj     ^I-t-p 

pour  laquelle  le  théorème  I  a  lieu,  nous  concluons  que  la  valeur  de 

x  =  2 

restera  finie  à  mesure  que  p  convergera  vers  la  liniite  zéro.  De  là  on 
tire  le  théorème  suivant: 

Théorème  II.  La  fonction  ^(x),  qui  désigne  combien  il  j  a  de 
nombres  premiers  inférieurs  à  x,  satisfera,  entre  les  limites  x^=o.  et 
Jf  =  00  ,  une  infinité  de  fois  aux  deux  inégalités 

,      .  r^    dx  a.x  ,      ,     ^     C  ^    dx  a.x 

quelque  petite  que  soit  la  valeur  de  a ,  supposée  positive,  et  quelque 
grand  que  soit  en  même  temps  le  nombre  n. 

Démonstration.  Nous  nous  contenterons  de  démontrer  Tune  de  ces 
deux  inégalités,  parce  que  l'autre  s'étahlira  tout  à  fait  de  la  même 
manière.  Choisissons,  par  exemple,  la  suivante: 

,    .  ,      .  r  ^    dx  j-x 

Pour  prouver  que  cette  inégalité  est  satisfaite  une  infinité  de  lois, 
admettons  d'ahord  que  le  contraire  ait  lieu,  et  voyons  quelles  seront 
les  conséquences  de  celte  hypothèse.  Soit  a  un  entier  supérieur  a  e" 
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et  supérieur  en  même  temps  au  plus  grand  nombre  qui  satisfait  à 
l'inégalité  (i).  Dans  cette  supposition,  on  aura  pour  a:  >  a  l'inégalité 

^  ^        =  J       log  ^        log"  X  b       ^       ■> 

et ,  par  conséquent , 

^  ^     '         J^     lo^x  =  log"  X        log  X 

Or,  si  l'on  admettait  les  inégalités  (2),  il  en  résulterait,  contraire- 
ment à  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  que  l'expression 

au  lieu  de  converger  vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  très  petites 
de  p  ,  s'approcherait  de  la  limite  +  co  .  En  effet,  nous  pouvons  consi- 
dérer cette  expression  comme  la  limite  de 


2  [?(^+')-?(^)-X'"'i^] 


log"" 


pour  s  =z  (X)  .  Supposant  donc  s  >  a,   cette  quantité  peut  être  mise 
sous  la  forme 

en  faisant,  pour  abréger, 

et  observant  que  C  désignera  une  quantité  finie  pour  p  =  o  et  (S  >  o. 
Or  l'expression  (3),  en  vertu  de  la  formule  connue 
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et  après  avoir  fait 

se  transformera  dans  la  suivante  : 

qui,  à  son  tour,  en  faisant  6  >  o  et  <  1,  pourra  s'écrire  comme  il 
suit  : 

Si  l'on  représente  par  F  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  cette 
expression,  et  si  l'on  observe  de  plus  que  le  troisième  est  positif  en 
vertu  de  la  condition  (2),  on  sera  en  droit  de  conclure  que  l'expres- 
sion précédente  a  une  valeur  supérieure  à 

P  ^  J' [,  w  _ j;-^]  [,  ^ ,  _ _^^]  !^^. 

Les  mêmes  conditions  (2)  font  voir  que,  dans  cette  expression,  la 
fonction  sous  le  signe  V  conservera  une  valeur  positive  entre  les  li- 
mites. En  outre  on  aura,  entre  les  limites  de  la  sommation, 

„  nu 

I    •  I   -+-    û    —   , ; rr  >    [    —  r : 

r  log  (x  — 9)  lof:  X 

car 

(5  >  o.     6  >  o; 
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car 

,      ,  r^    dx    =1     y.x 

'   ^      '        J^     log  .r  !>  log"  X 

en  vertu  de  la  première  des  inégalités  (  2  j ,  et  en  vertu  de  la  seconde, 
la  dérivée  de  , — —  î  éeale  à  - — —     i  —  ) ,  est  positive ,  ce  qui  donne 

\og"X  °  log"  X    \  lOg-3^/  '  ^ 


log"  .T  log"  {x  —  9  ) 

Donc  l'expression  précédente  surpasse  la  somme 

«     \  log"  {x  —  s ) 


j^    iog"(x  — e)V        loga/ (a:  — ef-^p' 
qui,  après  les  réductions,  devient 

x  =  a-i-  I 

or  cette  dernière  expression  est  évidemment  supérieure  à 

\  log  a  I        ^^       x'~^P 

laquelle,  pour  j  =  co  ,  se  réduit  à 

X  =  oc  I        —  xr  c/x 

i  =  a  +  i  1  e~'x>'dx 

Il  est  facile  de  faire  voir  que  la  quantité  à  laquelle  nous  sommes 
parvenu  converge  vers  la  limite  +  qo  pour  p  =  o.  En  effet,  on  a 
d'abord 

Je  '^  e~"  c *" 

I dx  =  +  GO  ,       /      e~'  <ia:  =  I  ; 
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de  plus,  a  et  I  —  sont  toutes  deux  des  quantités  positives,  la  pre- 
mière par  hypothèse,  et  la  seconde  en  vertu  de  la  dernière  inéga- 
Hté  (2). 

Nous  étant  assuré  de  cette  manière  que,  dans  l'hypothèse  admise, 
non-seulement  la  somme 

mais  aussi  une  quantité  plus  petite  qu'elle  se  réduit  à  +  oo  ,  nous 
sommes  en  droit  de  conclure  que  l'hypothèse  en  question  est  inad- 
missible; d'où  découle  de  suite  la  légitimité  du  théorème  II. 

§  IV. 

Il  sera  facile  actuellement,  en  vertu  de  la  proposition  précédente, 
de  démontrer  le  théorème  qui  suit  : 

Théorï^ie  III.   L' expression  —j—  —  iogx,  pour  x  ^  <x>  .  ne  peut 
avoir  une  limite  différente  de  —  1 . 

Démonstration.  Soit  L  la  limite  de  la  différence log  x  pour 

.r  =  00  .  Dans  cette  hypothèse,  on  pourra  toujours  trouver  un  nom- 
bre N  tellement  grand ,  que  pour  a:  >  N  la  valeur  de  —  log  x 

.sera  comprise  entre  les  limites  L  —  z  et  L+  £,  £  étant  aussi  petite 
qu'on  voudra.  Ainsi,  pour  de  semblables  valeurs  de  j:,  et  lor.sque 
£  >  o,  on  aura 

Mais,  en  vertu  du  théorème  précédent,  les  inégalités 

,      .    ^      r  ^    dx  XX  f  ^    dx  ax 

ffi  (x)  >    I       i i — — ,      (p  (x  )  <    I       i h  1 — r—» 

Ji     'og  -^  '<>g  ^  Ji     '"g  -^  '"î^   ^ 

sont  satisfaites  par  une  infinité  de   valeurs  de  x,  et,  par  conséquent 
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aussi,  par  des  valeurs  de  x  supérieures  à  N,  pour  lesquelles  les  inéga- 
lités (4)  ont  lieu.  Or  ces  inégalités,  combinées  avec  celles  que  nous 
venons  d'écrire,  conduisent  à 

—  logjc  >  L  —  £, 


d  où  l'on  tire 


L  +  i  > 


JÇ  ^    dx  a  X 

2       lOgX  log". 

— — -^ logx  <  L  +  a, 

l  aX  rj,x 

J''^   dx  ax 

2     logx        log"  a: 


J''^   dx  ax 

2     'og-^        'og" 


JÇ'   dx  ax 

2      log'^  log"'^ 


On  voit,  par  ces  inégalités,  que  la  valeur  numérique  de  L  +  i  ne 
surpasse  pas  celle  de  1  une  des  expressions  qui  en  forment  les  seconds 
membres.  De  plus,  comme  s  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra 
dans  l'hypothèse  de  N  très-grand,  on  peut  en  dire  autant  de  chacune 
des  quantités 

dx  a.r 

logx        log"  X 


X  — (log.r  — i)^  j 


J^^    dx    ax 
2     log  ar  "^  log"  X 


car,  pour  j:  =  oc  ,  on  trouve,  par  les  principes  du  calcid  différentiel, 
que  leur  limite  commune  est  zéro.  Nous  étant  ainsi  convaincu  que 
les  limites  de  la  valeur  numérique  de  L  +  i  peuvent  être  diminuées  à 
volonté,  nous  sommes  en  droit  de  conclure  que 

L  -H-  I  =  o, 
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et ,  par  conséquent , 

L=-i, 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Ce  que  nous  venons  de  prouver  relativement  à  la  limite  de  la  valein- 

de -7^  —  logj:,   pour  x  =  xi ,   ne   s'accorde  pas   avec   une  formule 
?[^)  »         t-  r 

donnée  par  Legendre  pour  déterminer  approximativement  combien  il 
y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée.  D'après  lui,  la 
fonction  ç(a"),  pour  a:  très-grand,  est  exprimée  avec  une  approxima- 
tion suffisante  par  la  formule 

î*  (-^^  —  k)g:c-i, 08366  ' 

qui  donne,  pour  la  limite  de  —j—,  —  logar,  le  nombre  —  i,o8366,  au 
lieu  de  —  i . 

§  V. 

En  partant  du  théorème  II,  on  peut  déterminer  la  limite  supérieure 
du  degré  de  précision  avec  lequel  la  fonction,  désignée  par  (f{jc), 
peut  être  remplacée  par  toute  autre  fonction  donnée^  (j:).  Dans  ce  qui 
va  suivre,  nous  comparerons  la  différence  f{x)  —  ff{x)  avec  les 
expressions 

XXX 

log  X        log'  X        log'  X 

et ,  pour  abréger  le  discours ,  nous  dirons  que  A  est  une  quantité  de 

l'ordre  r— ^  i  quand  le  rapport  de  A  à  .         i  pour  x  =  se  ,  sera  injini 

pour  m'>  n,  et  zéro  pour  m  <  n.  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  IV.    Quand  l'expression 
pour  X  =  -jz  ^  a  pour  limite  une  quantité  Jinie  ou  injinie,  la  fonction 
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[x)ne  peut  représenter  (^[x)  exactement  en  quantités  He  l'ordre  - — — 
inclusivement. 

Démonstration.  Soit  L  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expression 

à  mesure  que  x  s'approche  de  l'infini.  Comme  L,  par  hypothèse,  est 
différente  de  zéro,  elle  ne  pourra  être  égale  qu'à  une  quantité  positive 
ou  négative.  Supposons-la  positive;  notre  raisonnement  s'appliquera 
sans  difficulté  au  cas  de  L  <  o. 

Si  la  limite  L  de  l'expression  que  nous  considérons,  pour  x  ^=  -x.  ., 
est  supérieure  à  zéro ,  nous  pourrons  trouver  un  nombre  N  assez  grand 
et  tel  que,  pour  jt  >  N,  la  valeur  de  l'expression 


log»; 


[/'-'-r^^j 


reste  constamment  supérieure  à  une  certaine  quantité  positive  l.  Nous 
aurons  donc ,  pour  j?  >  N , 

Mais,  en  vertu  du  théorème  II ,  quelque  petit  que  soit  a  :=  -,  nous 
aurons,  pour  un  nomUre  infini  de  valeurs  de  x,  l'inégalité 

/  />  \  I     \  C^    dx  ax 

qui  donne 

j\x)-    f   --— </(x)-ç(a:)-)-T-^: 

en  la  multipliant  par  -2:—,  et  observant  que  a  =  -i  on  trouve 

\0g'x[     ,-,         ,  r^        dx      "I  l0g"X     r      y  >  /M  ' 

45.. 
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ou  bien,  en  vertu  de  l'inégalité  (5), 

Or  cette  inégalité ,  ayant  lieu  en  niètne  temps  que  celles  marquées 
par  les  numéros  (5)  et  '6)  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  ,  prouve, 

à  cause  de  -  >  o .  que  la  limite  de 

2  ' 

i^[/(x)-ç(x)], 

pour  JT  =  30  ,  ne  peut  pas  être  égale  à  zéro.  Si  donc  cette  limite  est 
dittérente  de  zéro,  la  différence  y  (jc)  —  ^{^)}  d'après  la  convention 

établie  plus  haut,  est  une  quantité  de  l'ordre  -, — ~  ou  d'un  ordre  in- 
férieur ;  par  conséquent, y(a')  diffère  de  (p  ( x)  d'une  quantité  de  l'ordre 
, ,  ou  bien  d'un  ordre  inférieur;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

log" X  l    •  o 

En  nous  basant  sur  ce  théorème,  nous  pouvons  faire  voir  que  la  for- 
mule de  Legendre  . — — ôô^'  P^^"  laquelle  la  limite  de  l'expression 

log-  X  I  X  r  ^    dx   \ 

X      \  log  X  —  I  ,o8366        J,,      log  X  j 

quand  x  =  oo  ,  est  égale  à  o,o8366,  ne  peut  exprimer  o(j")  avec  un 
degré  de  précision  allant  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  j— ^-  inclu- 
sivement. 

On  trouve  avec  la  même  facilité  les  valeurs  des  constantes  A  et  B 
telles,  que  la  fonction  — j puisse  représenter  (^{x)  avec  une  pré- 
cision poussée  aux  quantités  de  l'ordre  ,—7-  inclusivement.  En  vertu 

du  théorème  précédent,  dételles  valeurs  de  A  et  de  B  doivent  satisfaire 
A  l'équation 

L      X     \Alogx-t-B       J^     logx/J^^^ 
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Le  développement  de     .   ,^  ,   g  donne 


Alogx  +  B        A     logx        A'     log'x         A'     log=r 

X'    dx 
•  par  parties,  on  trouve 

J"  ^   dx  X  X  Ç  ^     dx  „ 

,     log  X  ~  log  X        log-  X  X      log'  "'■ 

Eu   vertu   de  ce   qui  vient    d'être  trouvé,   l'équation   précédente   se 
réduit  à 


lloe 
lim  (  -^ 


IX  B         jc  h'         X 

A     log  x        A'     log'x        A^    \os,'x 


X      \  X  X  r^     dx 

f       .  log  X        log-  X  J^      log'  X 


I  1  \,  /  B  \  B'         i 

-  —  t     log  X 


bien 


lim  l  ,    ,       „i     .  ,    , 

dx         „  log'j 


r 


log' 


Or,  si  l'on  observe  que  tous  les  termes  à  partir  du  troisième  conver- 
oent  vers  zéro  pour  des  valeurs  croissantes  de  x ,  on  verra  immédiate- 
ment qu'on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  précédente  qu'en  faisant 

I  B 

d'où 

A  =  I ,     B  =  —  I . 

Ainsi,  de  toutes  les  fonctions  de  la  forme  — -j — ^ -^  la  seule  ; 

'  A  log  X  +  B  log  j  —  1 

peut  exprimer  f  (x)  avec  une  précision  poussée  aux  quantités  de  l'ordre 

i — —  inclusivement, 
log^x 
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§  VI. 


Démontrons  actuellement  un  théorème  concernant  le  choix  de  la 
fonction  qui  détermine,  avec  un  degré  de  précision  requis,  la  fonction 
que  nous  avons  représentée  par  (iioc). 

Théorème  Y.  Si  la  fonction  <^[x),  qui  désigne  combien  il  j  n  de 
nombres  premiers  inférieurs  à  x,  peut  être  représentée  algébriquement 

avec  une  précision  poussée  aux  quantités  de  l'ordre  ■ — —  inclusivement 

au  mojen  des  fonctions  x,  logx,  e^,  alors  elle  s'exprimera  par  la 
formule 

X  1.x  i.2..r  1.2.3...  (n  —  i)x 

1 1 1-.  .  .  H ^ —■ 

logx         log-x         log'x  log".r 

Démonstration.  Soit  y(jr)  la  fonction  qui,  contenant  sous  forme 
algébrique  x .  logx,  e^,  exprime  o  [x]  exactement  jusqu'aux  quantité!^ 

de  l'ordre  j— — inclusivement;  l'expression 

^2ë:±[  f(.y.\ '-^         '-^^  i.2.3...(n-i)xl 

X      \J^-^I         logx         log-x  log^^■  ■■"  log"x  J 

pour  <les  valeurs  croissantes  de  x,  devra  converger  soit  vers  zéro,  soit 
vers  une  limite  finie  cni  infiniment  grande.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  la  première  dérivée  de  cette  expression  changerait  désigne  une 
infinité  de  fois  poiu'  des  valeurs  de  x  croissantes  jusqu'à  -f-  oc  ,  ce  qui 
ne  peut  arriver,  comme  il  est  facile  de  s'en  assiu-er,  avec  une  fonction 
algébrique  de  x ,  logo-,  e^  [*]. 

[*  ]  Il  est  très-facile  de  s'assurer  qu'une  fonction  algébrique  de  x,  log  x,  e'  cesse  de 
changer  de  signe  pour  une  valeur  de  x  surpassant  une  certaine  limite.  Si  la  fonction 
dont  il  s'agit  est  entière,  alors  son  signe  dépendra  d'un  terme  de  la  forme 

Kj"'  .log"'  X  .&""' 

pour  des  valeurs  de  x  plus  ou  moins  considérables ,  ce  terme  ne  changeant  pas  de 
signe  pour  x  <<  i .  Pour  toute  autre  fonction  algébrique  de  x ,  log  x ,  e',  que  nous  re- 
présenterons par/,  on  démontrera  la  même  proposition  de  la  manière  suivante.  Ob- 
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Ainsi,  on  aura  nécessairement  pour  f[x) 


r    f'ix)-  ""      '-^    '•''"'  11 

{r.\     lim    '°g"^i                       '"ë-^       '""ë'-^        '°S'^  '"    Il 

^^''              1     -^      I          1-2. 3. ■■  {n-i)x  \\ 

\           L                 log"j^  _| 

Mais,  d'un  autre  côté,  il  est  facile  de  s'assurer  que 


=  L. 


.1.x 


um 


log"xJ       'og-^^        'og''=^         log''^ 
■»^      j         I  .2  3.  .  .  (n  —  i)x 


[  I  log"jc 

cette  équation  ajoutée  à  la  précédente  donne 

Or,  comme,  par  hypothèse,  f  [x)  représente  ^{x)  exactement  jus- 
qu'aux quantités  de  l'ordre  — ^^  inclusivement,  et  que,  d'après  le 
théorème  IV,  cela  ne  peut  avoir  lieu  si  la  limite  de 

^[/'-)-X'^.]- 

servons  d'abord  que  la  fonction  y  sera  racine  de  l'équation 

«or""  -(-  «1  .r'"~'  -+-  «j  r"'"'  +■••+«»_,/  +  «„,  =  o , 

«„,  u, ,  «2,..-,  «171- 1 ,  «m  étant  des  fonctions  entières  de  .r,  log  x,  e' ;  si  l'on  représente 
par  V  la  fonction  qui  résulte  de  l'élimination  de  /  entre  l'équation  j)récédenle  et  sa  dé- 
rivée, alors  les  fonctions  «o,  «„  et  v,  comme  entières,  finiront  par  ne  plus  se  réduire 
à  zéro  ou  à  changer  de  signe  pour  des  valeurs  de  .r  surpassant  une  certaine  limite  ;  il 
arrivera  donc  que  r  conservera  également  son  signe,  car,  pour  des  valeurs  de  x  (jui 
ne  réduisent  pas  c  à  zéro,  l'équation 

"u  j"  +  "l  f"~'   +...-f-  «u,_i  /  -f-   Um  =  O 

ne  peut  avoir  de  racines  égales  ,  et  quand  les  racines  sont  inégales  ,  le  signe  de  l'un 
d'elles  ne  peut  changer  qu'en  supposant  que  le  signe  de  «„  ou  «„  change.  Cette  pro- 
priété peut  être  étendue  à  beaucoup  d'autres  fonctions,  pour  lesquelles,   par  cette 
raison,  le  théorème  V,  ainsi  que  les  conséquences  qui  s'en   déduisent,  auront  éga- 
lement lieu. 
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pour  ar  =  30  ,  n'est  pas  zéro,  on  aura  L  =  o;  cela  posé,  l'équa- 
tion (7),  pour  L=  o,  se  réduit  à 

.r      I  1  ■  2 . 3  ■  ■  .  (  /z  —  1  )  -r  I  l 

ce  qui  prouve  que  la  fonction 

X-  i.j:  I  -a.jr  1  .2.3.  .  .  (<z  —  i)j- 

log.r  "^  log'x  log'x         ■■■  log"x 

ne  diffère  pas  de  f[x)  de  quantités  de  l'ordre  j^^^  et  d'ordres  infé- 
rieurs, et  que,  par  conséquent,  elle  peut,  aussi  bien  que/(x),  repré- 
senter (p(a:)  avec  une  précision  poussée  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre 

•''      inclusivement;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

log"a: 

D'après  le  théorème  que  nous  venons  d'établir,  nous  concluons 
que  si  la  fonction  ç  (  jt)  qui  représente  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  inférieurs  à  x,  peut  être  exprimée  algébriquement  au  moyen 
de  X,  lo"x,  e-^,  jusqu'aux  quantités  des  ordres 

X  x  -r 

logx         log-Jr  log'x 

inclusivement,  elle  devra  s'exprimer  par 


I  .X  12.x 

4- 


logx'      logx         log^^        log.r  log'x  log'j:  ' 

De  plus,  comme  ces  sommes  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  suc- 
j^-^,  poussées  aux  quantités  des  ordres 

XXX 

log  X         log'  X         log'  X 

nous  sommes  en  droit  de  conclure  que  dans  toutes  ces  hypothèses 

l'intégrale  /     ; — -  exprimera  (d(jc)   avec  exactitude  jnsqu  aux  quan- 

»         J^     logx       r  .  V     > 
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tités  de  l'ordre  pour  lequel  elle  peut  encore  s'exprimer  algébrique- 
ment au  moyen  de  jc  ,  logx,  e^. 

Il  est  facile  de  se  convaincre  par  les  Tables  des  nombres  premiers 

— j— T  pour  X  très-grand ,  exprime  avec  assez  de  pré- 
cision combien  il  y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  x.  Mais  ces 
Tables  sont  trop  peu  étendues  pour  pouvoir  décider  de  la  supériorité 

de  la  formule  /     .— ^  sur  la  formule  de  Legendre  j — k^jt^  ou 

J,     log  X  °  log  JT  —  I  jooibb 

sur  toute  autre  analogue.  Dans  les  limites  de  ces  Tables,  les  deux  fonc- 

tions  /     -^  et , ~ — ct-,!^  différent  peu  entre  elles  ;  mais  leur  diffé- 

Jr,     log^-       logx — i,oo3bb  "^ 

X  f""    de 

rence  , ^ï^ttï^ —  /     , —  -,  avant  un  minimum  pour 

log  j:  —  I  ,o836b      J2     logx      ■'  i^ 

(  I  ,o8366  )' 

X  =  e  "."Siuti   _  ,  247646 , 

croîtra  constamment  jusqu'à  l'infini  après  cette  valeur,  et  déjà,  pour 
X  >  1 0000000  ,  aura  une  valeur  considérable.  C'est  pour  des  nombres 
de  cette  grandeur  que  l'avantage  de  l'une  des  deux  formules 


£ 


dx  X 

log  X       log  X  —  I  ,o83bb 


devra  se  manifester.  Mais  pour  effectuer  cette  vérification,  il  faudrait 
avoir  des  Tables  de  nombres  premiers  beaucoup  plus  étendues  que, 
celles  que  l'on  possède. 

§  VII. 

X^    dx 
r— ^  pour  la  valeur  approchée  de  (p{x), 

nous  serons  obligé  de  changer  toutes  les  formules  auxquelles  Legendre 
est  parvenu  en  partant  de  l'hypothèse 

'f  ^■^^  ^  logx-  i,o»366' 
nos  formules  ne  seront  pas  plus  compliquées  qiie  les  siennes,  et  au- 
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ront  sur  elles  l'avantage  d'être  plus  approchées  d'après  les  théorèmes 
qui  ont  été  démontrés  plus  haut. 

Appliquons  notre  formule  à  la  détermination  de  la  somme 
III  I 

2        3        5  X 

et  du  produit 

(-i)(-i)(-s)-(-i)- 

pour  X  très-grand. 

Pour  déterminer  la  somme 

nous  observerons  que,  d'après  la  notation  admise  plus  haut, 
on  a 

X  =2 

car  o{x)  représentant  la  totalité  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x, 
la  différence  ç)  (a?  +  i)  —  <p{x)  se  réduira  à  zéro  toutes  les  fois  que  x 
sera  un  nombre  composé,  et  à  i  quand  a:  sera  premier. 

Supposons  X  très-grand ,  et  désignons  par  X  un  nombre  inférieur 
à  X,  mais  assez  grand  cependant  pour  que  la  fonction  f{jc).  entre  les 
limites  x  =  X  et  a-  =  X,  puisse  être  représentée  avec  une  exactitude 

suffisante  par  l'intégrale    / Dans   cette    hypothèse,   l'équation 

précédente  pourra  s'écrire  de  cette  manière  : 

i,i,i,  ,'_     V      ?(-^-t-i)— ?ij)    ,      -^    0^x4-0  — y(j) 


X^    dx 
— y- 


)  on  aura 


X=i-l  x=\      i 


dx 

çtx  +  l)  —  <f(x)  -ry'  Jjr  log-r 


.II  I      _  ^  y(j  +  l)_y(j|  .^ 

;+3~^5+---  +  X-     2  X +   2i 

1  =  1  X  =   J 

Or  l'intégrale    /  -. peut  être  représentée  avec   exactitude    par 
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,— —  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  -:  de  plus,  la  somme  y    ~ — 

— j avec  le  même  degré  de 

précision. 

Sous  ces  conditions,  l'équation  précédente  viendra 


I        I         I 


■  ■         X  Z*  X  J^      xlogx 

OU  bien  ,  effectuant  l'intégration  , 

X=).  —  l 

_  +  _+_  +  ...  +  -=    2    ^^^ i-^-llogX-HlIogX. 

Enfin,  si  l'on  remplace  par  C  la  quantité 

X  =^  ).  I 

indépendante  de  jc,  on  trouvera 

(8)  l  +  J  +  i  +  ...  +  ^  =  C  +  llogX. 

Lorsque  l'on  aura  déterminé  la  valeur  de  la  constante  C,  cette  équa- 
tion pourra  servir  à  trouver,  par  approximation,  la  somme  de  la  série 

III  I 

_  +  _  +  _  +  ...  +  _ 

quand  X  sera  très-grand. 

I^a  formule  que  nous  venons  de  trouver  est  plus  simple  que  celle  de 
Legendre,  d'après  laquelle  on  a 

i  +  3  +  ^  +  .  .  .  +  ^  =  log  (log  X  -  o,o8366)  +  C. 
Passons  maintenant  à  la  détermination  du  produit 

46.. 
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Prenant  le  logarithme  des  deux  membres  de  cette  équation,  on  aura 

la  formule 

logP  =  log(j-j)  +log(^i-^)  +log(i-^]+...+  log(^i-^j, 
qui  peut  encore  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

logP=-(^  +  ^  +  §  +  ...  +  ^)+;+log(.-^) 
+  1  +  log  (x  -  ^)  +  i  +  log  (i  -  ^)  +  .  .  .  +  ^  +  log  ( I  -  1) . 

observons  actuellement  que  la  série  finie 
^  +  log(.-l)+^  +  log(i-i)+^  +  iog  (,-!)  +  ... 

+  ^  +  log(i-^), 

aux  quantités  de  l'ordre  rr  près,   peut   être    reaiplacée   par    la  série 
infinie 

i  +  log  (■  -  ^)  +  5  +  log  (•  -  5)  +  g  +  log  ('  -  5)  +••■• 

En  effet,  la  différence  entre  ces  deux  séries  est  évidemment  inférieure 
à  la  somme 


lo 


4 


l"g('-xT3)+-' 


X+3 
qui ,  elle-même,  est  inférieure  à  l'intégrale 

de  plus,  comme  la  valeur  de  i  —  (X  —  1)  log  (  i  —  —  j  »  pour  X  très- 
grand  ,  est  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre  par  rapport 
à  —5  nous  en  concluons  que  la  substitution  qui  vient  d'être  indiquée 
est  permise. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  365 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  si  l'on  représente  par  C  la  somme  de 
la  série  infinie 

;  + log  (•-;) +5 +  •"§('- ^) +5  ^''^g  ('-§)  +  ••■' 

la  valeur  de  logP  s'exprimera,  aux  quantités  de  l'ordre  —  près,  par 
la  formule 


'°gP=-Ù  +  5^5+-+^) 


C. 


Substituant  pour   -  +  ^  +  ^  +  ... -f-  ^   la   valeur   (8)    trouvée    plus 
log  P  =  -  C  -  1  log  X  +  C, 


235  X 

haut ,  on  obtiendra 


d'où 

X'-C 


logX 
Enfin  ,  faisant,  pour  abréger, 

pC'-C  —  r 

et  remplaçant  P  par  le  produit 

(-ï)('-m-9-i-^)' 


nous  aurons 


-h)(-5)(-^)- (-0=  " 


logX 

Legendre,  pour  la  valeur  du  même  produit,  a  trouvé  la  formule  sui- 
vante : 


(-;)(-î)(-5)-(— ;) 


logX—  o,o8366 
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3IÉM0IRE 

SLÎR 

LES  NOMBRES   PREMIERS; 

Par  m.  TCHEBICHEF. 


(Présenté  à  l'Académie  impériale  de  Saint-Pétersbourg,  en  i85o. 


Toutes   les   questions  qui  dépendent  de  la   loi  de  répartition   des 
nombres  premiers  dans  la  série 

I,     1,     3,     4»     5,     6,     7,     8,     9,     lo,      II,      12,     etc., 

présentent,  en  général,  de  grandes  difficidtés.  Ce  qu'on  parvient  à 
conclure,  d'après  les  Tables  des  nombres  premiers  avec  une  probabi- 
lité très-grande,  reste  le  plus  souvent  sans  démonstration  rigoureuse. 
Par  exemple,  les  Tables  des  nombres  premiers  nous  portent  à  croire 
qu'à  partir  de  a  >  3,  il  y  a  toujours  un  nombre  premier  plus  grand 
que  a  et  plus  petit  que  ia  —  a  [ce  qui  est  le  postidatum  connu  de 
M.  Bertrand  (*)];  mais,  jusqu'à  présent,  la  démonstration  de  cette 
proposition  a  manqué  pour  des  valeurs  de  a ,  qui  surpassent  la  limite 
de  nos  Tables.  La  difficulté  devient  encore  plus  grande  quand  on  se 
donne  des  limites  plus  étroites,  ou  qu'on  demande  à  assigner  la  li- 
mite de  a  au-dessus  de  laquelle  la  série 

rt  -i- i  ,       <7-t-2,...,    ia —  2, 

contient  au  moins  deux,  trois,  quatre,  etc.,  nombres  premiers. 

Il  V  a  une  autre  espèce  de  questions  très-difficiles  qui  dépendent 
aussi  de  la  loi  de  répartition  des  nombres  premiers  dans  la  série 

I,     2,     3,     4>     5,     6.     7,     8,     9,     10,     II,     etc., 

[*]  Journal  dr  t'Écrttc  Polyterlmiqui \  xxx'"  cahier 
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et  dont  la  résolution  est  très-nécessaire.  Ce  sont  les  questions  sur  la 
valeur  numérique  des  séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  des 
nombres  premiers 

a,     3,      5,     7,      II,      i3,      17,     etc. 


Euler  a  prouvé  que  la  série 


1         I  I  I  I  I 

h- 1 1 1 1 7  +  ■■• 

i"-       Z"       5'''       'f        II"       iS'' 

devient  divergente  pour  les  mêmes  valeurs  de  a  que  celles  qui  rendent 
divergente  la  série 

I         I         I         t  II 

1 I-T--I 1-7- -< ^■■■■> 

2'^       3"       4"      S''       6"       f- 

savoir,  pour  a^  i.  Mais  pour  certaines  formes  du  terme  z<„,  la  con- 
vergence de  la  série 

«2  +    M3  +    «4  +    M5  +    «6  +    "7   +    "s  +  •  ■  • 

n'est  plus  une  condition  nécessaire  pour  que  la  série 

M,  +  «3  -f-  «5  +  M,  +  M,,  +  "13  +••• 

conserve  une  valeur  finie.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  de 


"         n  log  n 
En  effet ,  la  valeur  de  la  série 


2  log  2    ■    3  log  3        5  log  5        7  log  7 

comme  il  sera  prouvé  plus  tard,  ne  surpasse  pas  1,73,  tandis  que  la 
série 


2log2'^  3log3"^  4Îot,'4       51og5^6log6  ^••• 

est  divergente.  Quel  est  donc  le  critérium  de  la  convergence  des  sé- 
ries qui  ne  sont  composées  que  de  termes  aux  indices  premiers  2,  3, 


368  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

5 ,  7 ,  II,  etc.  ?  Et ,  dans  le  cas  de  leur  convergence ,  comment  assigner 
le  degré  d'approximation  de  leurs  valeurs,  calculées  d'après  leurs 
premiers  termes?  La  résolution  de  ces  questions  par  rapport  aux 
séries  de  la  forme 


est  tres-intéressante-,  car  on  les  rencontre  dans  certaines  recherches 
sur  les  nombres. 

Ce  Mémoire  contient  la  résolution  des  questions  citées.  J'y  parviens 
en  traitant  la  fonction  qui  désigne  la  somme  des  logarithmes  des 
nombres  premiers  au-dessous  d'une  limite  donnée.  D'après  une  équa- 
tion que  cette  fonction  vérifie,  on  peut  assigner  deux  limites  entre 
lesquelles  tombe  la  valeur  de  cette  somme.  Parmi  les  différentes  con- 
clusions que  nous  en  tirons,  nous  parvenons  à  assigner  des  limites 
entre  lesquelles  on  trouve  toujours  au  moins  un  nombre  premier,  ce 
qui  nous  conduit  très-simplement  à  prouver  le  postidatuin  cité  de 
M.  Bertrand.  Quant  à  l'évaluation  des  séries  de  la  forme 


nous  trouvons  le  critérium  pour  juger  si  elles  sont  convergentes  ou 
divergentes,  et  dans  le  premier  cas,  nous  donnons  la  méthode  pour 
calculer,  avec  un  certain  degré  d'approximation  ,  la  diftérence  de  la 
valeiu'  de  ces  séries  avec  la  somme  de  leurs  premiers  termes.  Nous 
donnons  aussi  une  formule  pour  calculer,  par  approximation,  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  une  valeiu- 
donnée,  et  nous  assignons  la  limite  de  l'erreur  de  cette  formule,  ce 
qu'on  ne  pouvait  faire  jusqu'à  présent.  Dans  un  Mémoire  que  j'ai  eu 
l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  en  i848, 
j'ai  prouvé  que,  si  l'on  rejette,  dans  l'expression  de  la  totalité  des 
nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  x.  tous  les  termes  qui  sont 
zéro  par  lapport  à 


loy  X        \ois,'  X         log-  X 
quand  on  lait  ,r  =  oc  .   cette  expression   se  réduit  à  /     , ; 
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jjoiir  les  valeurs  finies  de  .x-,  on  se  trouve  dans  l'incertitude  sur  la 
valeur  des  termes  qu'on  rejette.  Quant  à  la  formule  de  Legendre,  son 
degré  d'approximation  n'est  connu  que  dans  les  limites  des  Tables  des 
nombres  premiers  dont  on  se  sert  pour  la  vérifier. 


§  n, 

Convenons  de  désigner,  en  général ,  par  0  [z)  la  somme  des  loga- 
rithmes (hyperboliques)  de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpas- 
sent pas  z.  Cette  fonction  devient  égale  à  zéro  dans  le  cas  où  z  est 
inférieur  au  plus  petit  des  nombres  premiers,  savoir  à  2.  Nous  aurons 
souvent  à  l'écrire  en  prenant  pour  z  une  quantité  composée,  telle  que 

(-  )    par  exemple;  alors  nous  écrirons  simplement  5  (  -  1     au  lieu  de 

9     (-)      -Il  n'est  pas  difficile  de  s'assurer  que  la  fonction  5  vérifie 
l'équation  suivante  : 


H< 


B[t 


^(î 


{.xY  -+-  6  {jcY 


dixf 


t.3...[. 


où  nous  employons  [x]  pour  désigner  le  plus  grand  nombre  entier 
contenu  dans  la  valeur  de  jc.  Les  séries  que  cette  équation  contient, 
sont  prolongées  jusqu'aux  termes  qui  deviennent  zéro. 

Pour  vérifier  cette  équation,  nous  remarquons  que  ses  deux 
membres  sont  composés  de  termes  de  la  forme  K  loga,  où  a  est  un 
nombre   premier,    et    R    un    entier    quelconque.      Dans    le  premier 

Tome  XV 11.  —  Septembre  i852  47 
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membre.  K  sera  égal  au  nombre  des  termes  dans  les  séries 

i  XXX 

■^'  i'  3'  4'"'"'      . 

(-)^  (;f-    (!)'•   iS)'-' 

(->'•  (5)  ■  (I)'-  (i)  ••■■' 


(0 


\". 


qui  ne  sont  pas  plus  petits  que  a;  car,  en  général,  la  valeur  de  S  ;  s) 
ne  contient  le  terme  log  a  que  dans  le  cas  ou  z"^  a.  Quant  au  coef- 
ficient deloga  dans  le  second  membre,  il  est  égal  à  la  plus  haute  puis- 
sance de  a,  qui  divise  i  .  a .  3 .  . .  [x].  Or  il  se  trouve  que  cette  puis- 
sance est  aussi  égale  au  nombre  des  termes  des  séries  (i)  qui  ne  sont 
pas  plus  petits  que  a;  car  le  nombre  des  termes  de  la  série 


X, 


L 


3'     4 

qui  ne  sont  pas  plus  petits  que  a,  est  égal  à  celui  des  termes  de  la 

série 

I,  2,  3,....  [x], 

qui  sont  divisibles  par  a. 

Le  même  rapport  existe  entre  le  nombre  des  termes  de  cette  série 
divisibles  par  7.-,  a%  a*,  etc.,  et  le  nombre  des  termes  des  séries 


(-)'•   (;)""•   (i)'-   (fV' 

^'  i^)''  (i);  (i)  • 
(-)'•  (!)'•  (!)'•  (f)'- 


qui  ue  sont  pas  plus  petits  que  a. 
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Donc,  les  deux  nombres  de  notre  équation  sont  composés  des 
mêmes  termes,  ce  qui  prouve  son  identité. 

L'équation  que  nous  venons  de  démontrer  peut  être  présentée  sous 
cette  forme 

en  faisant,  pour  abréger, 

(3)  {{z)  +  ${zf  +  6  :zf  +  6(zf  -^  ...  =  ^[z), 

(  log  I  .  2  .  3  . . .  [.r]  =  T  [x). 

En  passant  à  l'application  de  ces  formules,  nous  remarquerons  que, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  par  rapport  à  la  valeur  de  6  (z)  quand 
2  est  inférieur  à  2,  la  fonction  i\i  (z)  devient  zéro  quand  on  fait  z  <  2, 
et,  par  conséquent,  l'équation  (2)  ne  présentera  aucune  exception 
dans  les  limites 

jc  =  o,     X  =  2  , 
si  l'on  prend  zéro  pour  la  valeur  de  T  (x)  quand  x  est  inférieur  à  2. 

§  m 

D'après  cette  équation,  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  plusieiu's  iné- 
galités que  la  fonction  ']/!  (x)  vérifie.  Celles  dont  nous  nous  servirons 
dans  ce  Mémoire  sont  les  suivantes  : 


*(..)>T(.r)+T(i)-T(i)-T(f)-T(î 

.M.l-t(î)<T,.)  +  T(-)-T(î)-T(|)-T(î). 

Pour  prouver  ces  inégalités,  nous  chercbons  d'après  l'équation  (2) 
la  valeur  de 

t'-)  +  t(£)-t(î)-t(î)-t(î), 

47-. 
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ce  qui  nous  conduit  à  cette  équation 


\  60 


4) 


Mj) 


(A)-*(n)-n4^^-- 
-Mi)-M:A)-*(o)-M,4-^)-- 

=  ,M^T(i)-T(|)_T^î)-T(j). 
dont  le  premier  membre  se  réduit  à 

A.  ^(x)  +  A,^  (^)  +  A3I-  ^^•)  +  A,4-  (^f  )  +  ...  +  A„^  (;:  )  +  ..., 

A,,  Aj,  A3,  A4,...,  A„,  etc.,  étant  des  coefficients  numériques.  Or, 
en  examinant  la  valeur  de  ces  coefficients,  il  n'est  pas  difficile  de  s'as- 
surer qu'en  général 

1 ,     7 ,    I  [ ,    i3,    17,    ig,  23,  ag, 


A„  =  I ,        si  fi  =  3o  m 
A„  ;=  0,        SI  /i  =  3o/f2 


2,      3, 


14,    1 


6. 


21,     22,     20,     26,     27,     28, 

\„  =^  —  I ,  si  «  =  3o;n  +    6,    10,    12,    i5,    18,  20,   24 , 
A„  =  —  I ,   si  ri  =  3o  m  -^  3o. 

Eu  effet,  dans  le  premier  cas,  n  n'étant  divisible  par  aucun  des  nombres 
2,  3,  5,  on  ne  trouve  le  ternie  <!'(-)  que  dans  la  première  ligne  de 
l'équation  (4).  Dans  le  second  cas,  n  est  divisible  par  un  des  nombres 
2,  3,  5;  donc,  outre  le  terme  4^  (  -  )  de  la  première  ligne  .  Tiuie  des 
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trois  dernières  contiendra  —  ij;  |  -  j?  et,  après  la  réduction  ,  on  trou- 
vera o  pour  coefficient  de  '|  (  -  )•  Dans  le  troisième  cas,  n  est  divisible 
par  deux  des  nombres  a,  3,  5.  Donc  les  trois  dernières  lignes  de 
l'équation  (4)  contiendront  deux  termes  égaux  à  —(];(-),  et  comme 

la  première  ligne  contient  ij'  (  -  )'  P'is  positivement,  il  ne  reste  dans  le 
résultat  que  —  4'  (  ~  )  '  O"  arrive  à  la  même  conclusion  dans  le  der- 
nier cas,  où  n  est  divisible  par  3o;   car  alors  le  ternie  ±  di  (  -  )  se 

rencontre  dans  toutes  les  cinq  lignes,  deux  fois  avec  le  signe  +  et  trois 
fois  avec  le  signe  —  . 

Donc  ,  pour 
/î  =  3o//i+     1,     2,     3,     4)     5,     6,     7,     8,     9,10,11,12, 

i3,  14,   i5,  16,   17,   18,   19,  20,  21,  22,  2j,  24, 

26,  26,   27,  28,  29,  3o, 

nous  trouvons 

\„=zi,o,o,o,o,  —   I,  1,0,0,  —  1,  I,  —  I,  1,0, I, 

0,1,  —  I,  I,  —  1,0,0,  I,  —  1,0,  0,0, o,  r,  —  1, 

ce  qui  prouve  que  l'équation  (4)  se  réduit  à 

^.  (.J  -  4  (-g)  -^  ^  (f  )  -  i.  (^)  +  4  (^)   -  ^  (^)  +  .  .  . 

=  T(-)+T(£)-T(j)-T(f;)    -T(f), 

où  tous  les  termes  du  premier  membre  ont  pour  coefficient  i,  alter- 
nativement avec  le  signe  +  et  — .  De  plus ,  comme  d'après  la  nature 
de  la  fonction  '!if[^3c\-.  la  série 

*(-)-Hs)  +  +  (5)-  +  U)  +  t(^)-  +  (^)---- 

est  décroissante,   sa  valeur  sera  comprise  entre   les  limites  J'(x)  et 
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ih  [x)  —  6  I  -^  )•  Donc,  d'après  l'équation  précédente,  on  aura  néces- 


sairement 


■M->TW  +  T(i;)-T^î)-T(|;)-T(i), 
*(x)-t(î)<T(x)  +  T(i)-T(î)-T(|)-ï(;> 

S  IV. 

Examinons  maintenant  la  fonction  T(x)  qui  entre  dans  ces  for- 
mules. D'après  l'équation  (3),  et  en  dénotant  par  a  le  plus  grand 
nombre  entier  contenu  dans  la  valeur  de  x,  que  nous  ne  supposons 
pas  inférieure  à  i ,  nous  avons 

T  (.r)  =  log.  1  .  2  .  3.  .  .  rt, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

T  (.r)  =  log  1.2.3.  a  a  -f-  i)  —  log  (a  -i-  i). 
Or,  on  sait  que 

log  1  .  2  .  3  .  .  .  a  <  log  V2~  +  a  log  a  —  a  -\ — loga  H ^ 

log  I  .  2  .  3 .  .  .  rt  (a  +  I    >  log  v27r  -+-  {a  -+-  i )  !og(<2  -l-  i) 
—  (rt  -I-  i)  -(-  -  log   a  -f-  i); 
donc 
T(j:)  <  log  V  271  +  a  log  a  —  a  -h  -log  a  -\ , 

T[x)  >  log\2-  -f-  (a  +  I    log  la  -f-  i)  —  (a  -h  i)  —  -log(a  +  i), 
et,  par  conséquent, 

T  (x)  <  log  \  2  t:  -I-  X  log  jc  —  X  -\-  -  log  x  H . 

T   x)  >  log  V  2;î  H-  X  log  X  —  X log  x  ; 

car,  a  étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  valeur  de  x. 
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que  nous  ne  supposons  pas  inférieure  a  i ,  nous  trouvons 

ce  qui  entraîne  évidemment  les  conditions 

xlogx  —  X  -\ —  loga-H Crtloga  —  a  H —  log«  H , 

x\o^x  —  X  —  -  logjr  ^(a-l-Olog(a+  I  !  —  («  +  i)  —  -  log  f  a  -1-  i). 

Les  inégalités   que    nous   venons  de  prouver  par   rapport  à  T  i  x) 
nous  donnent 

I  x\  —  2         3i  -!- 

T(a-)+T  ^3^j  <  alogVaTT +  — -H  3^J:-logj:  -  log  So^"  .x 

3,  1 

—  -^  .r  +  log  X iog  3o. 

/  ^  \  —         3 1  -L. 

T  [x)  +  T  ( -5-  I  >  2  log  v-iTT  +  ô- -3^  log  :r  —  logso  .  x 

—  3^-^  -  108^^+  2  log3o, 

T  (f  )  -^t(-;  )  +  t(j-)  <  3  iogvr.4-  ^  +  |->iog.. 

i    -    -  3i  3 

—  log  2'^  3^  5^  .  X  —  ^x  -\ — log  X log  3o, 

~  3o  2      ~  2       ~ 

T(:)  +  T(|)  +  T(j)>31ogvr.  +  |;xlog.. 


J_     i     X  o  2 

log  2^  3*  5^  .  X  —  ir-x log  or  +  -  log  3o. 


Combinant  ces  inégalités  par  voie  de  soustraction,  savoir  :  la  première 
avec  la  dernière,  la  seconde  avec  la  troisième,  nous  trouverons 

TW  +  T(fJ-T(î)-T(|)-T(i)<logî^., 


H —  log  X log  T  800  n  -\ 1 

2         "  2  "  12 
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T(-)  +  T(£)  -  T  (f  )  -  T  (f  )  -  T  (î)  >log^\. 

5  ,  1  ,      45o        3 

loe  X  H-  -  loe  ^î^ î 

2     °  2     D   j-         ,2 

ce  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

T(-^)  +  T  (£)  -  T  (f  )  -  T  (  J  )  -  T  (f  )<  Ax  +  ^logx 

log   I  800  71  -\ 5 

2         Cl  ,2 

T  (X)  +  T  (  J)  _  T  (  f  ■)  -  T  (|)  -  T  (  f  )  >  A^-  -  ^  iogx 


,        aSo           3 
log  ^i 


en  faisant,  pour  abréger, 


2'3'5* 
A  =  log —  =  0.921  29202. 

3o" 


L'analyse  que  nous  avons  employée  pour  démontrer  ces  inégalités 
suppose  x ^  3o  ;  car,  en  traitant  T  j:),  nousavons  priso"^  i,  puis  nous 
avons  remplacé  x  par 


5,    p    et     ^• 
3      5  3o 


Mais  il  n'est  pas  difficile  des'assurer  qu'on  aura  des  formules  applicables 
à  toutes  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  i,  si  l'on  remplace  les  iné- 
galités précédentes  par  celles-ci ,  plus  simples, 

T  (-)  -  T  (i)  -  T  (î)  -  T  (I)  -  T  (I)  <  A.  +  f  log  X, 
T  (-)  +  T  (é)  -  T  iî)  -  T  (  f  )  -  T  (;)  >  Ax  -  |l„g  X  -  ,  ; 

car,  en  examinant  ces  inégalités  pour  les  valeurs  (i.^  x  prises  ilans  les 
limites  i  et  3o,  on  reconnaîtra  très-aisément  qu'elles  ne  présentent 
aucune  exception. 
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§  V. 

En  combinant  ces  inégalités  avec  celles  que  nous  avons  déduites 
plus  haut  par  rapport  à  à  [x)  (§  III),  nous  parvenons  à  ces  deux  for- 
mules, 

5  i  x\  5 

tj;  (j:  )  >  Ax log  JT  —  I,     iji  [Jc]  —  ij/(^|  <Aa-  +  -  \o§x , 

dont  la  première  nous  donne  une  valeur  qui  reste  inférieure  à  'ii  ! x). 
Quant  à  la  seconde,  elle  nous  servira  pour  assigner  l'autre  limite  de 
<^{jc').  Pour  y  parvenir,  nous  remarquons  que 

>=fA^  +  ^log^^+^logx 

est  une  fonction  qui  vérifie  l'équation 

/(^)  -/(g)  =  Aa:  +  -logx. 

Or  cette  équation  ,  retranchée  de  l'inégalité 

^(^)  -  'l(g)  <  Aj:  +  -logx, 
donne 

^(^)-+(f)-/(x)+/(j)<o, 

ou  bien ,  ce  qui  revient  au  même , 

En  changeant  successivement  dans  cette  formule  x  en  g,  g;''"'  g^' 
nous  trouverons 

Si  nous  supposons  actuellement  que  m  soit  le  plus  grand   nombre 
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entier  qui  vi  rifie  la  condition -^C  i,  la  quantité  p^:^^  tombera  entre  i 
et  ^.  et,  en  examinant  la  valeur  que  prend  ij;  (z)  —f[z)  dans  les  limites 
2=1,  3  =  g,  on  reconnaîtra  que  ^{z)^o^  et  que  —J\z)  reste  au- 
dessous  de  I .  Donc 

^(6^)-/(g^)<i» 

et,  d'après  les  inégalités  précédentes, 

'^{x)-f{x)<i. 
Enfin,  en  substituant  poury(.r)  sa  valeur,  nous  aurons 

di  ( a:  )  <  j  A  X  +  TT — 7:  loe*  j:  +  7  loe  x  ->-  \. 
'  ^  5  4  'og  D     '  4 

D'après  les  formules  que  nous  venons  de  trouver,  il  ne  sera  pas  difficile 
d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles  tombe  la  valeur  de  S  '^x),  c'est- 
à-dire  la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne 
surpassent  pas  x. 

En  effet,  d'après  la  formule  (3),  nous  trouvons 

<h{x)  -  ']j{sx)  =  B(^x)  -h  Ô(a:f  4-  5(a:f -H  .  .., 

tj>rj:-)-2^(vS)  =  e(j:)-[ô(xf-9(xf]-[ô(a:f-5(a:y]-..., 
ce  qui  prouve  que 

(6)  Ô(j:)^(j;(x)-ij>(V^),     9(x)^(J.(a:)-2j;(v^), 

car  les  termes 

$(x)%    9.(j^ )%...,   e(,ry-5(xy,    b{x\ -b[xi\... 

sont  évidemment  positifs  ou  zéro. 
Mais  nous  venons  de  trouver 

J;  (X)<  5  A  JT  +  p^  log»  JT  +  I  log  Jr  -   I  , 

5 
ijy  ( j?)  >  A j: log X  —  \, 
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ce  qui  donne 


5 

4 


et,  par  conséquent, 

d^i'ar)  —  é  {\  x)  <  ^  Ax  —  Ax' +  7- — ^  loe^  jr-  +  -  log.r  -4-2,' 
^{x)  -  2^  (v^)  >  A.r  -  ^  Ax^-  gî^  log^^  _  ^  logx  -  3. 
Donc,  d'après  la  formule  (6), 

5  ( jr)  <  j;  A  .r  —  A  x'  +  y^ — r  Ion*  .r  h —  I02  .r  -h  2 , 
I         -^       5  4  log  0     °  2     ^ 

w  '  1  12       i  5  i5 

Ô(jr)  >  Ax  —  -^Aj:'  —  ^-j — ^  lo"- x r'og-^'  —  3. 

^     '  5  ologfa     °  4 

Ainsi,  nous  arrivons  à  la  conséquence,  que  la  somme  des  logarithmes 
de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  x  est  comprise  dans 
les  limites 

6  -  5  5 

^  Ax  —  kx"  +  TT — 7-  loii^ar  H —  loe  j:  +  2  , 

5  4'°gt)  2      o 

,o        1  5  i5 

Aj: — ^  Ao-'  —  31 — ;;  los;-x ^  loçx  —  3. 

5  oloL'b      "-  4       "^ 


§  VI. 

Voyons  maintenant  ce  qu'on  peut  tirer  de  ces  formules  sur  la  tota- 
lité des  nombres  premiers  compris  dans  des  limites  données.  Soient  L 
et  l  les  deux  limites  en  question ,  et  supposons  qu'il  y  ait  m  nombres 
premiers  plus  grands  que  /  et  ne  surpassant  pas  L  :  la  somme  des 
logarithmes  de  ces  nombres  sera  comprise  dans  les  limites  m\ogl, 
'?îlogL.  Donc,  d'après  la  notation  que  nous  employons,  on  aura 


5(L)  -  9{l)>in\ogl, 
6{L)  -  e'/)<wlogL, 


48. 
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et,  par  conséquent, 

^  e(L)  — 9(0  ^  e(L)  — e(/) 

log/  logL 

Mais,  d'après  la  formule  (7),  nous  trouvons  que  la  valeur  5(L)  —  d(l) 
est  inférieure  à 

A  ($^-l)-^^  (l'  -^1^  +  g-loVe^^  log^L+  log^/) 

5 

+  y  (  2  log  L  -f-  3  log  /)  +  5, 

et  surpasse 

-^^-^)-Kï^^-^^)-846(l<L+log'^/) 

-^(31ogL+  2  log/)  -5. 
Donc 

aI'pL  — M  — A(L'— ^/ 


m  < 


6  \  '—12  — \  5  5 

-L  — M  — a(L'— -^r  |  +  g^^^(2log-L  +  log'/;-f- j(2logL-H31og/;-)-5 


los;/ 


A(^L-|/)-A(^^L^-/^)-gl^p(log'L4-2log=0-^(31ogL  +  2log/-5 

Ainsi,  nous  trouvons  deux  limites  entre  lesquelles  tombe  la  quan- 
tité m,  qui  désigne  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  plus  grands 
que  /,  mais  qui  ne  surpassent  pas  L.  La  dernière  de  ces  formules 
nous  prouve  que,  dans  les  limites  l  et  L,  on  trouve  plus  de  A  nombres 
premiers,  si  A,  L  et  /  vérifient  cette  condition 

A(L-^/)-A(^^L^-/^)-gA_(log^L+2lûg'0-|(31ogL+2log/)-5 
k  <   ^  ^-^ 

et  comme  /  <  L ,  on  vérifie  cette  condition  en  faisant 

A(L-g/j-yAL^-g-î^(Iog'L-4-2log=L)-|(3lo8L+2logL)-5 

et,  par  conséquent,  en  prenant 

,       5  r  I T        25  log'  L  5/25        I  \  1      I         25 

/  =  _L_,L=--^gî^-g-(-j-  +  A)logL-g^. 
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Donc,  si  Ton  prend  cette  valeur  de  Z,  on  est  sûr  de  trouver  plus  de 
k  nombres  premiers  dans  les  limites  l  et  L.  11  faut  y  joindre  encore  la 
condition  que  Z  et  L  ne  sont  pas  plus  petits  que  i,  ce  que  nous  avons 
supposé  par  rapport  à  jc ,  en  traitant  la  fonction  6[3c]. 

Dans  le  cas  particulier  de  k  =  o,  nous  concluons  qu'il  v  a  néces- 
sairement un  nombre  premier  compris  dans  les  limites  /  et  L,  si  l'on 
prend 

, 5.  jj       251og=L         laSlogL       25 

'  —  6  ^ ^  ~  i6loy6.A  S4a  6l' 

Ceci  nous  conduit  tres-siinpleraerit  à  prouver  rigoureusement  le  postu- 
laluin  cité  de  M.  Bertrand.  11  n'est  pas  difficile  de  s'assurer  que  les 
limites  a  et  ia  —  i ,  dans  le  cas  de  a  >  i6o,  comprennent  ces  deux 
limites 

,       5^  jY        aSIog'L  i25logL        25        , 

6  ~  i61og6  A  Ï4Â  6Â' 

L  étant  une  valeur  convenablement  choisie.  En  effet,  pour  que  ces 
limites  tombent  entre 

a,      la  —  1 . 

on  n'a  qu'a  vérifier  ces  conditions, 

ia  —  -.i  >  L, 

5  y  ^T        aSlog-L  i251ogL        25 

a  <  g  L  -  2 1.-  —  -gi^gg^^  ^^^  6^- 

Or  on  vérifie  évidemment  la  première  en  prenant  L  ^  aa  —  3.  Quant 
à  la  seconde,  elle  devient,  pour  L  =  aa  —  3. 

5,  o\  5  251og'(2a  — 3'         i251og(2a— 3j         25 

«<g(2«-3)-  2san-3 ,6iog(3A SP 6Â  " 

ce  qui  est  juste  pour  toutes  les  valeurs  de  a.  qui  surpassent  la  plus 
grande  racine  de  l'équation 

5  nr  25l0g'(2X—  3  I25l0g(2X—  3)  25 

j,=  _(2x-3)-2V2-^-  _  3 ,61og6.A iû 6Â- 

et  cette  racine,  nous  la  trouvons  comprise  entre  les  limites  i  59  et  160. 
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Donc,  toutes  les  fois  que  a  surpasse  i6o,  on  peut  assigner  entre  a  et 
•2a  —  2  deux  nou%'el!es  limites 

5.  ^Y         aSIog'L  125  loi;  L         25        , 

'  —  6  ~  i61og6.A  24  A  6a'       '' 

et  comme  celles-ci  couiprennent  nécessairement  un  nombre  premier, 
on  sera  certain  de  trouver  un  nombre  premier,  qui  surpasse  a  et  reste 
inférieur  à  2a  —  2,  ce  qui  prouve  le  postulatum  de  M.  Bertrand  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  qui  surpassent  160.  Quant  aux  valeurs  de  a  qui 
ne  sont  pas  plus  grandes  que  160  ,  ce  postulatum  se  vérifie  directement 
à  l'aide  des  Tables  des  nombres  premiers. 

§  VII. 

Au  moyen  de  la  fonction  0  '  x)  que  nous  employons  pour  désigner 
la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  sur- 
passent pas  oc ,  on  peut  facilement  exprimer  la  somme 

F(a)  +  F(jS)  +  F(v)  +  ...+F(,o)=  U, 

où  a,  |3,  7,...,  p  sont  les  nombres  premiers  compris  dans  les  limites 
données.  En  effet,  si  a,  p,  7,...,  p  sont  compris  dans  les  limites  /et  L, 
cette  somme  peut  être  exprimée  amsi 

log  /  ^    '  log  (  /  +  I  )  ^  ' 

,(,^.)       0(,^.)^  __^6(L)--0(L-,) 

log(/-l-2^  *■  '  logL  '^     ■" 

'       .        1        I        r  •  e(x)  —  9(X  l)  ^.  '   1      ■. 

car,  en  gênerai,  la  fonction  , — ^ -^  pour  x  entier,   se  réduit 

à  o  si  .r  est  un  nombre  composé,  et  à  i  si  o"  est  un  nombre  premier. 
Donc 

log/  '  log(/-|-i)  ^  ' 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


Ffj:i 


Or,  si  nous  supposons  que  la  fonction  -j-^-^)  dans  les  limites  x  =  /  —  i 
et  jc  =  L  +  I,  reste  constamment  positive  et  décroissante,  le  signe  de 
6{l—  ï)  dans  l'expression  de  U  sera  —,  et  le  signe  de  chacune  des 
fonctions 

sera  -i-.  Par  conséquent,  d'après  les  inégalités  (7),  et  en  faisant,  pour 
abréger, 

!6  -  5  5 

6, {a.-)  =  ^Aj:- Aj"^  +  — ^log^r  +  -logx^  2. 
0, (\r)  =  A X  —  -^  Ax'  —  H-j — y;log* X  —  ^loç'jc  —  3. 
,     -  '      '  5  y  i(,g  b      "  4 

nous  aurons  une  valeur  inférieure  à  U,  si,  dans  son  expression,  nous 
remplaçons  6  {l  —  i)  par  6,{l  —  i),  et  0{l),  Ô  [l  -h  i),...,  6  {L)  par 
d^il),  6^{l  -h  i),...,  Qi  (L).  Au  contraire,  en  remplaçant  B  [l  —  \)  par 
9,(Z-i),  etÔ(/),  e(Z+i),...,5(L)par5,(Z),  Ô,(/  +  i),...,9.(L), 
nous  trouverons  une  valeur  plus  grande  que  U.  Donc 

LlogL         log(L  +  i)J  log(L-Hi) 

+  rtlH  _  ilii±i)]  5,  L  +  Xitil»  6,  y., 

LlogL        log(L-M)J  log{L-i-i)  ' 
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et  comme  les  seconds  membres  sont  identiques  avec  les  sommes 

M'-.)^'-M/-o^/iFw'''"-;f-'. 

X  =  l 

nous  en  conclurons 


(9)' 


D'après  les  formules  que  nous  venons  de  trouver,  il  n'est  pas  difficile 
de  démontrer  ce  théorème  : 

Théorème.  Si  la  fonction  F  (a:),  passé  une  certaine  limite  de  x, 
reste  positive,  la  convergence  de  la  série 

F(2)    ^    F(3)    ^    F(4)        F(5)    ^    F(6)    ^      _^ 
log2         logS         log4         logS        log6 

est  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série 

F(2)  +  F(3)  +  F(5)4-F(7)  +  F(ii)-hF(i3)  +... 
soit  également  convergente. 

Démonstration.  Supposons  que  /  soit  la  limite  de  x  au-dessus  de  la- 
quelle  F(x)  conserve  le  signe  +,  p^—  représentant  une  fonction  dé- 
croissante, et  que  a,  |5,  7,.--j  p  soient  des  nombres  premiers  compris 
dans  les  limites  /  et  L.  En  faisant 

S=F(2)  +  F(3)  +  F(5)+...  +  F(a)  +  F(/ï)  +  F(7)+... 
+  F(p)  =  So  +  F(a)  +  F(p)  +  F(7)  +...  +  F(p), 
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nous  conclurons  d'après  l'équation  (9), 

S>S„^.,('-,)^-^,(/-)^'^'2F,.)'-'-'-!f-'. 


log  / 


:L 


F(0         C    ,1        .^F(0     ,     V^   i./„x6,(.r)-^,(x-l) 


^<so-^s.(z-o^-5.(/-o^+2:n-) 


:/ 


log-: 


Ces  inégalités  font  voir  que,  clans  le  cas  où  les  expressions 


x=L 

(,,[x)—J,[x—i)        ^  ^^^    e,(x;— 9,lx— l) 


^^       ^     '  log.r  JLà       ^     '  log 

x=l  x=l 

pour  L  :=  00  ,  restent  finies,  la  série 

F(2)  +  F(3)  +  F(5;  +  F(7)+... 

sera  convergente;  au  contraire,  si  la  supposition  de  L  =  oc  rend  la 
valeur  de  ces  expressions  infinies,  la  série 

F{2)  +  F(3)-+-F(5)  +  F(7)-4-... 
sera  divergente. 

La  substitution  des  valeurs  de  5,(ar),  ^^[x)  d'après  l'équation  (8) 
dans  les  expressions  précédentes  les  réduit  à 

^  =  Lj     6^_A(vx-v^^)+^6[log^r_log^(x-x)]l        ^ 
x=/f+-[logx-  log(x-i)] 
et  comme  les  fonctions 


^x—sx  —  i,      log^x- log=(a- -  i),      logx- log(j:- l), 
pour  des  valeurs  très-grandes   de  x,  deviennent  infiniment  petites, 
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nous  concluons  que  dans  le  cas  où 

^   logx 

x=  / 

a  une  valeur  finie ,  les  expressions 

^        ^      '  logx  ^        ^      '  log.r 

r=;  x=l 

pour  L  =  GO  ,  seront  également  finies;  au  contraire,  pour  L=  x. 
elles  seront  infiniment  grandes,  si  la  somme 

y  ^, 

^d     logx 

XZ=   I 

avec  l'augmentation  de  L,  converge  vers  l'infini.  Mais  le  premier  cas  a 
toujours  lieu,  si  la  série 

F(2)    ^    F(3)         F(4)     ^    F(5)    ^    F(6)    ^ 
log  2         log  3         iog  4         'og  5         log  6 

est  convergente,  et  le  second  suppose  la  divergence  de  cette  série,  ce 
qui  prouve  le  théorème  énoncé.  Ainsi,  nous  concluons  de  là  que  les 
séries 


iloga  3  log  3         5  log  5         7  log  7  1 1  log  1 1 


2  log' (log  2)         3  log' (log  3)         5  log' (log  5)        7  log' (log  7 


II    log' (log   II) 

sont  convergentes,  tandis  que  les  deux  suivante,s 


I        I         I        I 

2357 


2  log  (log  2)3  log  (log  3)        5  log  (log  5)       7  log  (log  7) 


II    log  (log  II) 

sont  divergentes. 
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§  Vin. 

Quand  la  série 

F(2)  +  F(3)  +  F(5)  +  F(7)+... 

est  convergente,  nous  trouverons  sa  valeur,  avec  une  approximation 
aussi  grande  qu'on  le  voudra,  en  calculant  la  somme  de  ses  premiers 
termes.  En  dénotant  par  Sq  la  somme  de  tous  les  termes  qui  précè- 
dent F  (a),  a  étant  le  plus  petit  des  nombres  premiers  contenus  dans 
la  série 

L,     l  -h  i,     /  +  2,  . .  .  , 

et  /  un  nombre  entier  au-dessus  duquel  toutes  les  valeurs  de  x  rendent 
.— — -  positit  et  décroissant,  nous  mettrons  la  série 

F(2j  +  F(3)-Hr(5)  +  F(7)  +  F  (il)  +  ...  =  S 
sous  cette  forme 

S  =  So-+-F(a)  +  F(jS)  +  F(7)+  ...  =  So-^  U. 

Cela  posé,  nous  chercherons  les  limites  entre  lesquelles  tombe  U',  en 
faisant  L  =  00  dans  les  formules  (9).  De  cette  manière,  nous  trou- 
verons 

(10) 


=  / 


La  demi-somme  de  ces  expressions  donnera  ime  valeur  approchée 
de  U,  et  leur  demi-différence  sera  la  limite  de  l'erreur  de  cette  valeur. 
Cette  limite  sera  d'autant  plus  petite,  que  le  nombre  /  et,  par  con- 
séquent, le  nombre  de  termes  de  la  somme  So,  sera  plus  considé- 
rable. 

Pour  donner  un  exemple  de  ces  calculs ,  nous  allons  chercher  la 

49- 
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valeur  approchée  de  la  série 


S  =  -, 1- 


;log2         31og3       5log5       7log7        iilogii 
En  prenant 


Z  =  loo. 


So  =  rTr— + 


3  log  2        3  log  3       5  log  5        7  log  7        1 1  log  1 1         '  '  "        97  log  9'; 

S  =  So  +  u , 
U  étant  déterminé  par  la  série 

loi  log  loi        io31ogio3        io7logi07         •••' 
nous  trouverons,  par  les  Tables  des  nombres  premiers, 

So=  1,42, 
et  les  inégalités  (10)  pour 

F  (x)  = —, 5     /=ioo, 

^      '         j:logx 

nous  donneront 

*u>^iisâ) V¥-+'y  M^)-M^--.) 

100  log-  100         100  log'  100  ^J  X  log' :r  ^ 

X  =  100 

U <  -^ Mâg)_  ^^y  M^)-e(.-.^ 

100  log' 100         100  log'  100  ^^  .rlog'x 

-r  =  100 

D'après  ces  inégalités,  nous  concluons   que   la  valeur  de  U  ne  dif- 
fère de 

0,28-1-  o,  i4 

=0,21 

2 

que  d'une  quantité  plus  petite  que 

0,28  —  o,  li 

1 ^  =  0,07. 

Donc 

1,42  -1-  o,  21  =  1,63 
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sera  la  valeur  de  la  série 


2  log  2        3  log  3        5  log  5        7  log  'j        II  log  II         •  •  •  •> 
exacte  a  0,1  près. 

^  IX. 

La  totalité  des  nombres  premiers,  compris  dans  des  limites  don- 
nées, se  déduit,  comme  cas  particulier,  de  la  valeur  de  la  série 

F(a)  +  F(/3)  +  F(7)+...+  F(p], 

que  nous  avons  examinée  dans  les  paragraphes  précédents.  En  effet, 
si  l'on  prend 

F  (.r)  =  I , 
la  somme 

F{a)  +  F(|3)  +  F(y)  +  ...+  F(p) 

se  réduira  à  autant  d'unités  qu'il  se  trouve  de  termes  dans  la  série  des 
nombres  premiers 

a,  /3,  7,...,  f,. 

Donc,  les  formules  (9),  dans  le  cas  de  F[x)  =:  i,  détermineront  les 
limites  entre  lesquelles  tombe  la  totalité  des  nombres  premiers, 
compris  entre  /  et  L.  Ces  limites  sont  plus  étroites  que  celles  que 
nous  avons  trouvées  dans  le  §  VI ,  en  vertu  des  inégalités  que  la  fonc- 
tion 6  [x)  vérifie.  Dans  le  cas  particulier  de  /  =:  2  ,  nous  trouvons 
que 


e,(i) 

log  2 

9.(>) 
log  2 

x  =  L 

X  —-2 

x  =  L 

W 

-e,(x-i) 

logx 

9.(>) 
log  2 

9,(0 
log  2 

-2'- 

w 

-9,(x-.) 
\ogx 

sont  des  limites  entre  lesquelles  tombe  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers de  2  à  L;  on  bien,   ce  qui   revient  au   même,   la   totalité  des 
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nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  L.  En  calculant  la  demi- 
somme  de  ces  limites  (i  i),  nous  aurons  une  valeur  approchée  de  la 
totalité  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  L.  Quant  à  l'er- 
reur de  cette  valeur,  elle  ne  pourra  surpasser  la  demi-différence  des 
expressions  (ii).  Par  des  calculs  très-simples,  on  parvient  à  connaître 
que  le  rapport  de  la  demi-différence  des  expressions  (i  i)  à  leur  demi- 
somme  devient  égal  à  —  ■.  quand  on  fait  L  =  ce  .  Donc,  pour  de  très- 
grandes  valeurs  de  L,  ce  rapport  sera  inférieur  à  —  ?  et ,  par  consé- 
quent, si  l'on  calcule,  d'après  nos  formules,  la  totalité  des  nombres 
premiers  qui  ne  surpassent  pas  une  limite  donnée,  très-grande,  l'er- 
reur sera  inférieure  à  —  de  la  quantité  cherchée. 
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THÉORÈiVIE  SUR  LE  RAPPORT  ANHARMONIQUE  ; 
Par  J.  LIOUVTLLE. 


Sur  une  surface  quelconque  A  on  peut  fixer  la  position  de  chaque 
point  m  à  l'aide  de  deux  coordonnées  m  et  f  qui  soient  les  paramètres 
de  deux  courbes  données  d'espèce  et  se  coupant  en  ce  point.  Les  pa- 
ramètres M,  V  sont  variables  d'un  point  à  un  autre;  et  l'ensemble  des 
points  pour  lesquels  on  a  toujours  /(«,  f  )  =  o  forme  une  ligne  dont 
on  dit  quey  (m,  v)  ^=  o  est  l'équation. 

Maintenant  il  est  clair  que  si,  tout  en  restant  sur  la  surface  A,  on 
changeait  le  système  de  coordonnées,  c'est-à-dire  la  signification  de 
u,  V,  et  par  suite  la  nature  ou  la  position  des  courbes  (m\  [v)  dont 
l'intersection  donne  le  point  {u,  v),  les  points  répondant  aux  mêmes 
valeurs  de  u,  v  dans  les  différents  systèmes  seraient  généralement  dif- 
férents; en  sorte  que  la  mèm.e  équation y^(M,  v)  =  o  appliquée  aux 
divers  systèmes  dont  on  parle  fournira  une  infinité  de  courbes  dis- 
tinctes. Il  est  clair  aussi  que  l'on  trouvera  semblablement,  si  l'on  veut, 
sur  une  seconde  surface  quelconque  B,  une  infinité  de  courbes  nou- 
velles ayant  encore  cette  même  équation^^f  m,  i>)  =  o. 

Soient  donc  sur  la  surface  A  quatre  courbes  ma,  mb,  me,  md,  se 
coupant  au  point  m,  et  ayant,  dans  un  certain  système  de  cordonnées, 
les  équations  respectives 

y(M,  p)  =  o,      F(m,  f)  =  o,      (f(u,v)-=o,      ij;  (?/,  t')  =  o. 

Soient  ma,  »z/3,  m-j,  ma  les  tangentes  de  ces  courbes  au  point  m. 
lesquelles  sont  naturellement  dans  un  même  plan,  car  nous  excluons 
le  cas  singulier  où  la  surface  A  aurait  au  point  m  plusieurs  plans 
tangents.  Prenons  ensuite,  soit  sur  la  surface  A,  soit  siu*  une  autre 
surface  B,  quatre  autres  courbes  ayant  dans  un  second  système  quel- 
conque de  coordonnées  les  mêmes  équations  /  (m,  v)  =  o,  etc.,    et 
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se  coupant  par  conséquent  en  un  point  m'  correspondant  au  point  m. 
Désignons  ces  courbes  par  m'a',  m'b',  nie',  m'd',  et  leurs  tangentes 
au  point  ?n'  par  m'  a.',  '«'/3',  m'y',  m' â'. 

Cela  posé,  le  théorème  que  je  veux  énoncer  ici  consiste  en  ce  que 
le  rapport  anJiarmonique  des  quatre  droites  ma,  m^,  my,  ma  est 
toujours  égal  à  celui  des  quatre  droites  m' a',  m' ^',  m' Y,  m'a". 

Au  lieu  d'employer  les  tangentes  ma,  m/3,  etc.,  on  pourrait  con- 
sidérer directement  les  courbes  elles-mêmes,  qui  font  entre  elles  les 
mêmes  angles  que  ces  tangentes.  Appelons  rapport  anharmonique  de 
quatre  courbes  ma,  mb,  me,  md  situées  sur  luie  surface  et  se  coupant 
en  un  point  m.  où  il  y  a  un  plan  tangent  unique,  l'expression  sui- 
vante 

sin  ( ma ,  me )     sin  {mb ,  me ) 
sin  {ma  ,  md)  '  sin  {mb,  md) 

Notre  théorème  s'énoncera  alors  en  disant  que  le  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  courbes  ma,  mb,  me,  md  est  toujours  égal  à  celui 
des  quatre  courbes  m'a',  m'b',  m'c',  m' d'  qui  ont  les  mêmes  équa- 
tions dans  un  autre  sjstème  quelconque  de  coordonnées ,  et  même,  si 
l'on  veut,  sur  une  autre  surface. 

La  valeur  commune  de  ces  rapports  est 

{/,^)  '  {f,^y 

la  notation  {f,  o  )  désignant  la  quantité 

df  il(f         df  d<!j 
du  df  dv  du 

c'est-à-dire  ce  que  M.  Jacobi  nomme  le  déterminant  du  système  des 
deux  fonctions /(  u.  <>),  (?  (u,  v). 

L'espace  me  manque  pour  ajouter  la  démonstration  qui,  du  reste, 
est  très-simple,  soit  qu'on  procède  par  l'analyse,  soit  qu'on  emploie  la 
voie  géométrique.  Je  reviendrai  d'ailleurs  sur  ce  théorème,  dont 
j'indiquerai  alors  diverses  applications. 
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MÉMOIRE 


L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DE  LA   MÉCANIQUE; 

Par  m.   J.    BERTRAND. 


Peu  de  mois  après  la  mort  de  Poisson,  Jacobi  écrivit  à  l'Académie 
des  Sciences  pour  lui  signaler  la  pins  profonde  découverte  du  géo- 
mètre qu'elle  venait  de  perdre. 

«  Cette  découverte,  disait  Jacobi,  n'a,  je  crois,  été  bien  comprise 
»  ni  par  Lagrange,  ni  par  les  nombreux  géomètres  qui  l'ont  citée,  ni 
»  par  son  auteur  lui-même.  Le  théorème  dont  je  parle  me  semble  le 
»  plus  important  de  la  Mécanique  et  de  cette  partie  du  calcul  intégral 
»  qui  s'attache  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles 
»  ordinaires.  Toutefois,  on  ne  le  trouve  ni  dans  les  Traités  de  calcul 
»  intégral ,  ni  dans  la  Mécanique  analytique.  Comme  ce  théorème  ne 
»  servait  qu'à  établir  une  autre  proposition  dont  Lagrange  avait 
»  donné  une  démonstration  plus  simple,  celui-ci  n'en  parle,  dans  sa 
»  Mécanique,  que  comme  d'une  preuve  d'une  grande  force  analv- 
»  tique,  sans  trouver  nécessaire  de  le  faire  entrer  dans  son  ouvrage; 
»  et,  depuis,  tout  le  monde  le  regardant  comme  un  théorème  remar- 
»  quable  par  la  difficulté  de  le  prouver,  et  personne  ne  l'examinant 
»  en  lui-même,  ce  théorème  prodigieux  et  jusqu'ici  sans  exemple  est 
»   resté  à  la  fois  découvert  et  caché.  » 

Le  théorème  auquel  ces  lignes  se  rapportent  est  démontré  dans  le 
premier  Mémoire  de  Poisson  sur  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires; il  consiste  en  ce  que  deux  intégrales  d'un  problème  de  Méca- 
nique étant  données,  on  peut,  sans  intégrations  nouvelles,  former  une 
expression  dont  la  valeur  soit  constante,  ce  qui,  en  général,  fournit 
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une  troisième  intégrale.  Cette  troisième  intégrale,  combinée  avec  l'une 
des  deiix  premières,  pourra  conduire  à  une  quatrième,  celle-ci  à  une 
cinquième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  problème  soit  complète- 
ment résolu. 

On  comprend  qu'il  y  a,  dans  cet  énoncé,  de  quoi  justifier  l'en- 
thousiasme de  Jacobi.  Il  est  peu  de  problèmes  de  Mécanique  dont  on 
ne  connaisse  deux  intégrales  et  que  l'on  ne  puisse,  par  conséquent, 
résoudre  par  cette  méthode,  si  elle  n'est  jamais  en  défaut.  Malheureu- 
sement, il  existe,  on  le  sait,  des  cas  d'exception,  et  ces  cas  sont  beau- 
coup plus  nombreux,  comme  on  le  verra  dans  ce  JMémoire,  que  ceux 
auxquels  la  méthode  s'applique. 

L'équation  fournie  par  le  théorème  de  Poisson  peut  conduire  de 
deux  manières  différentes  à  une  intégrale  illusoire.  Il  peut  arriver  que 
l'équation  se  réduise  à  une  identité  telle  que  0  =  0,  ou  qu'elle  donne 
une  intégrale  qui  rentre  dans  celles  dont  on  l'a  déduite,  et  n'avance, 
par  conséquent,  eu  rien  la  solution  du  problème.  Je  fais  voir  que  ces 
deux  cas  rentrent  au  fond  l'un  dans  l'autre,  et  que,  pour  les  étudier, 
il  suffit  de  chercher  les  intégrales  qui  conduisent  à  des  équations 
identiques.  J'indique  le  moyen  de  chercher  l'une  de  ces  intégrales  lors- 
que l'autre  est  connue,  et  je  prouve  qu'il  en  existe  toujours.  Je  fais 
ensuite  l'application  de  la  méthode  à  plusieurs  problèmes. 

Je  considère  d'abord  le  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  vers 
un  centre  fixe,  et  je  me  propose  de  trouver  directement  toutes  les 
intégrales  qui,  combinées  avec  celle  des  aires,  donnent  un  résultat 
illusoire.  J'obtiens  de  cette  manière  la  solution  complète  du  problème. 
Toutes  les  intégrales  <iui  résolvent  cette  question  mettent  en  défaut  la 
méthode  signalée  par  Jacobi. 

J'étudie  ensuite  le  mouvement  d'un  point  attiré  vers  deux  centres 
fixes,  et  le  mouvement  dans  un  plan  lorsque  la  fonction  des  forces  est 
homogène  de  degré  —  2.  Ces  deux  problèmes  donnent  le  même  ré- 
sultat que  le  précédent.  Après  avoir  trouvé  une  intégrale,  on  peut 
obtenir  toutes  les  autres  en  cherchant  celles  qui  mettent  la  méthode 
=:i  défaut. 

Cette  similitude  dans  les  résultats  obtenus  pour  trois  questions  très- 
différentes  n'est  pas  un  effet  du  hasard.  Je  fais  voir  qu'il  en  est  ainsi 
toutes  les  fois  qu'il  s'agit  du  mouvement  d'un  point  dans  un  plan,  et 
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même  dans  tous  les  cas  où  les  coordonnées  des  points  du  système 
s'expriment  par  deux  variables  indépendantes. 

Passant  ensuite  à  des  cas  plus  composés,  j'étudie  le  mouvement  de 
deux  corps  qui  s'attirent  mutuellement  et  qui  sont  en  même  temps 
attirés  vers  un  centre  fixe;  en  supposant  d'abord  que  le  mouvement 
s'effectue  dans  un  plan,  je  prouve  que  l'on  peut,  comme  dans  les  cas 
précédents,  former  toutes  les  intégrales  en  cherchant  celles  qui,  com- 
binées avec  l'équation  des  aires,  donnent  a  l'équation  de  Poisson  une 
forme  illusoire.  Lorsque  l'on  ne  fait  plus  aucune  restriction,  le  prin- 
cipe des  aires  fournit  trois  intégrales  ;  les  intégrales  qui,  combinées 
avec  celles-là,  donnent  trois  résultats  illusoires,  sont  au  nombre  de 
huit;  et,  pour  avoir  la  solution  complète,  il  suffirait  de  leur  en  ad- 
joindre une  neuvième  qui,  seide,  ne  met  pas  la  méthode  en  défaut. 

J'ai  enfin  appliqué  la  même  méthode  à  l'étude  du  célèbre  problème 
des  trois  corps,  en  cherchant  s'il  existe  des  intégrales  qui,  combinées 
avec  celle  des  aires,  donnent  des  résultats  illusoires.  Je  trouve,  comme 
dans  le  cas  précédent,  qu'il  en  existe  huit  distinctes,  et  que,  pour 
compléter  la  solution  du  problème,  il  suffirait  de  leur  en  adjoindre 
une  neuvième  qui,  seide,  ne  met  pas  la  méthode  en  défaut. 

On  voit  assez,  par  l'énimiération  qui  précède ,  que  la  méthode  d'in- 
tégration, basée  sur  le  théorème  de  Poisson,  n'a  pas,  à  beaucoup  près, 
l'importance  qu'on  avait  cru  pouvoir  lui  attribuer.  Les  cas  d'excep- 
tion sont  nombreux ,  ils  forment  la  solution  complète  de  certains  pro- 
blèmes et  embrassent,  dans  d'autres  cas,  onze  intégrales  sur  douze. 
On  comprendrait  mal,  cependant,  le  but  que  je  me  suis  proposé  si  l'on 
concluait  que,  suivant  moi,  l'on  doit  regarder  comme  exceptionnels 
les  cas  dans  lesquels  le  théorème  de  Poisson  est  utilement  applicable. 
Cette  assertion  ne  serait  pas  même  exacte  pour  les  problèmes  que  je 
résous  complètement  en  cherchant  les  intégrales  qui  mettent  en  dé- 
faut la  méthode  signalée  par  Jacobi.  Il  existe,  il  est  vrai,  pour  ces 
problèmes,  un  système  complet  d'intégrales  qui  donnent  à  l'équation 
de  Poisson  ime  forme  illusoire;  mais  ces  intégrales,  combinées  d'une 
manière  convenable,  pourraient  en  fournir  d'autres  auxquelles  le 
théorème  s'appliquerait  utilement. 

Je  ferai  remarquer  qu'en  cherchant  les  cas  d'excepfion  du  théorème 

5o.. 
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de  Poisson,  on  obtient  une  méthode  nouvelle  d'intégration  qui  peut 
conduire  à  des  résultats  importants. 

On  n'a  nas  oublié  que  Jacobi,  dans  un  Mémoire  sur  le  problème 
des  trois  corps,  ramène  la  solution  de  ce  problème  à  l'intégration  de 
six  équations  différentielles,  l'une  du  second  ordre  et  les  cinq  autres 
du  premier.  Je  parviens,  par  la  méthode  nouvelle  dont  je  parle,  à 
réduire  la  question  à  l'intégration  de  six  équations,  toutes  du  premier 
>rdre,  c'est-à-dire  que  j'effectue  une  intégration  de  plus  que  ne  l'avait 
fait  Jacobi. 

Il  résulte  aussi  de  mes  recherches  que  les  douze  intégrales  du  pro- 
blème des  trois  corps  peuvent  se  classer  de  la  manière  suivante  : 

i"  L'intégrale  des  forces  vives;  i°  les  trois  intégrales  des  aires; 
3°  cinq  intégrales  dont  je  donne  1  expression  contenant  une  fonc- 
tion ijiconnue  de  sept  variables;  cette  expression  contient,  en  outre, 
l'équation  des  forces  vives  et  une  certaine  combinaison  de  celle 
des  aires;  4"  i'"e  intégrale  obtenue  en  égalant  à  une  constante  une 
fonction  inconnue  des  sept  mêmes  variables;  5°  une  intégrale  qui  con- 
tient le  temps;  6"  une  douzième  intégrale  qui  n'appartient  à  aucune 
des  catégories  précédentes. 

Je  me  borne,  quant  à  présent,  à  indiquer  ces  résultats.  Je  les  dé- 
velopperai dans  un  autre  Mémoire;  leur  étude  m'écarterait  du  but 
spécial  que  je  me  suis  proposé  dans  celui-ci,  c'est-à-dire  de  l'étude 
approfondie  du  théorème  signalé  par  Jacobi  à  l'admiration  des  géo- 
mètres, il  est  remarquable  que  ces  résultats,  dont  le  théorème  de 
Poisson  est  l'occasion  plutôt  que  le  principe,  forment,  jusqu'à  pré- 
sent, la  seule  application  utile  d'une  découverte  qui  semblait  d'abord 
devoir  s'appliquer  à  toutes  les  questions  de  la  science  et  ne  laisser 
subsister  les  difficultés  que  comme  de  rares  exceptions. 

I. 

Si  l'on  désigne  par  (/,,  q2,---,  (]„  des  variables  indépendantes,  en 
fonction  desquelles  soient  données  les  coordonnées  des  points  d'un 
système,  et  par  q\  ,  (j'„,-.-,  </,'  leurs  dérivées  par  rapport  au  temps, 
par  T  l'expre.ssion  de  la  demi-somme  des  forces  vives,  et  enfin  par  l 
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\a  fonction  des  forces  [*];  les  équations  différentielles  du  mouvement 
sont,  d'après  Lagrange, 

d   dT       dT  _  rfU 

dt  dq\  dqi         dq, 

d    dT         dT  _  dV 
dt  dq\         dq-,         dq-. 


d   dT 

dt  dq\^ 

dT  _rfU 

dq„  ~  dq„ 

Si 

l'on  pose,  avec  Poisson, 

dT                      dT 

dT  _ 

p„,     T-U  =  H, 

et  que  l'on  substitue  les  variables  />, ,  p^ ,...  ,  y?,,  à  9, ,  f/!, ,...  ,  cjl ,  les 
équations  précédentes  prennent  la  forme  très-simple 

dp^  dR         dp,  dB  dp„  _         dH 

dt                 dq,  dt                 dq,  '        dt                 dq„ 

dq,  _  rfH  dq,  __  dU  dq„  _  rfH 

dt          dp,  dt          dp.  dt          dp„ 

Cela  posé,  le  théorème  de  Poisson  peut  s'énoncer  comme  il  suit. 
Si 

a  =  (p[q,,q3J  73'-,  qn,  p,,  p„...,  p,.), 

?   =   ^(T'o    '/2,---,    qn,         P,,    P-2,---,Pn) 

sont  deux  intégrales  d'un  même  problème,  on  aura  toujours 

da  d^         dx  d^         da.  d^         dx   d^  dct.   d<^  dx   dp 

dq,  dp,         dp,  dq,         dq,  dp,         dp,  dq,  dq^  dp„         dp„  dq„ 

=  (a,  j'5)  =  constante. 

L'expression  (a,  p)  devant  rester  constante  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement,  si  l'on  égale  cette  expression  à  une  constante  arbitraire, 
on  aura,  en  général,  une  intégrale,  mais  il  pourra  arriver  que  l'on  ob- 
tienne ainsi  une  identité.  Il  pourra  arriver  aussi  que  (a,  jS)  soit  une 
fonction  de  a  et  de  p,  de  telle  sorte  que  la  nouvelle  intégrale  soit  une 

[*]  Le  théorème  de  Poisson  suppose  essentiellement  l'existence  de  cette  fonction ,  et 
il  n'est  question,  dans  ce  Mémoire,  que  des  problèmes  de  Mécanique  auxquels  s'ap- 
plique le  principe  des  forces  vives.  (  J.  B.  ; 


398  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

combinaison  des  deux  autres  et  n'avance  en  rien  la  solution  du  pro- 
blème. Il  est  important  d'examiner  ces  deux  cas  et  de  reconnaître  s'ils 
doivent  fréquemment  se  présenter.   Nous  démontrerons  d'abord  un 
théorème  qui  permet  de  les  rattacher  l'im  à  l'autre. 
Si 

a  =:  (p,     |3  =  <1^ 

sont  deux  intégrales  d'un  même  problème,  telles  que  (a,  P)  soit  une 
fonction  de  a  et  de  p,  il  existe  toujours  une  Jonction  de  a  et  de  /3 
gui^  égalée  à  une  constante  y,  fournira  une  intégrale  telle,  que  (a,  7) 
soit  identiquement  l'unité. 

On  a,  en  effet,  par  définition, 

,  da    (il  da   dy  d a.   dy  d'j.    df  du    dy  da   dy 

\     '    il  dfji  dp,         dp,  dq,         dq,  dp,         dp-,  dq^         '"         dq„  dp„         dp„  dq„ 

mais  7  étant  fonction  de  a  et  de  /3  ,  on  a  identiquement 

dy  dy    da.  dy    d^         dy    dy    d'j.  dy    dp 

dp,         da   dp,  dp   dp,        dp-         da.   dp,  dp,   dp, 

et,  en  substituant  dans  l'expression  de  (a,  7),  il  vient,  après  des  ré- 
ductions évidentes, 

(a,7):=(«,/3)^. 

Si  donc  (a,  /3)  est,  comme  on  l'a  supposé,  une  fonction  de  t>.  et  de  [l, 
on  pourra  toujours  déterminer  7  par  la  condition 

dp  [a,P)' 

et  faire  en  sorte,  par  conséquent,  que  (a,  7)  soit  égal  à  l'unité. 
Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé. 

Si 

a  =  9,     /5  =  (]/ 

sont  deux  intégrales  d'un  même  problème,  supposons  qu'en  les  combi- 
nant par  la  méthode  de  Poisson  on  trouve  une  troisième  intégrale 

(a,/3;  =  7, 
puis  une  quatrième 

(a,7)  =  (?. 
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puis  une  cinquième 

(a,c?)  =  c, 

et  que  l'on  arrive  enfin  à  une  intégrale 

(a,  •/?)  =  ?, 

qui  puisse  résulter  de  la  combinaison  des  précédentes ,  de  telle  sorte  que 

Ç  =  F(a,  ^,  7,  o\£,...,y5); 
//  existe  toujours  une  certaine  intégrale  de  la  forme 

/{a,  p,  7,.--,  -r})  =  S, 
qui,  combinée  avec  a,  donne  identiquement 

(a,?)  =  r. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  il  suffit  de  remarquer  qu'en  rempla- 
çant dans  l'expression  de  (a,  S,)  les  dérivées  de  ^  par  leur  expression 
obtenue  en  considérant  2  comme  une  fonction  composée,  on  trouve 
identiquement 


dï,  \d^  de,  .  dl, 


d^    •    ^^-^  "  dy    '    '■^■'"'dS    '  •■•+ va»"'!}^ 


Si  donc  on  écrit 


■'  ^1 


(a,Ç)  =  i      ou     (a, 

on  aura,  pour  déterminer  Ç,  une  équation  linéaire  aux  différentielles 
partielles  dont  les  intégrales  satisferont  à  la  condition  demandée. 

On  peut  remarquer  que  si  l'équation  en  Ç  renferme  k  variables 
indépendantes,  son  intégrale  générale  sera  une  fonction  arbitraire  de 
k  — I  fonctions  distinctes,  et  contiendra,  par  conséquent,  k —  1  inté- 
grales distinctes  satisfaisant  à  la  condition  énoncée. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  démontrer  qu'une  intégrale  quel- 
conque étant  donnée,  il  en  existe  d'autres  qui,  combinées  avec  elle, 
conduisent  à  des  équations  identiques. 

Soit 

«  =  ?{q<rqî,---,qn,  p,,  p^.,-  -,  p.) 

une  intégrale  d'un  problème  de  Mécanique. 
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Prenons  arbitrairement  une  seconde  intégrale  du  même  problème, 

et  combinons  ces  deux  intégrales  pour  former  l'expression  (a,  |3).  Si 
cette  expression  est  identiquement  constante,  la  proposition  est  démon- 
trée; si  elle  ne  l'est  pas, 

(«, /3)  =  V 

sera  une  nouvelle  intégrale.  Formons  l'expression  (a,  y).  Si  elle  est 
identiquement  constante,  la  proposition  est  démontrée;  si  elle  ne  l'est 
pas, 

sera  une  quatrième  intégrale.  En  continuant  ainsi  indéfiniment,  il 
arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  l'une  des  intégrales  succes- 
sivement obtenues  se  réduira  à  une  identité,  et  alors  la  précé- 
dente satisfait  à  la  condition  énoncée;  ou  bien  on  trouvera  une  inté- 
grale qui  peut  résulter  de  la  combinaison  des  précédentes,  car  les 
intégrales  distinctes  sont  en  nombre  essentiellement  limité.  On  sait 
alors,  d'après  ce  qui  précède,  qu'en  formant  une  fonction  convenable 
des  intégrales  successivement  obtenues.,  on  aura  une  intégrale  qui, 
combinée  avec  a,  donnera  uii  résultat  identique,  et  l'on  a  vu  même 
que,  par  ce  procédé,  on  pouvait,  dans  la  plupart  des  cas,  en  obtenir 
plusieurs,  distinctes  les  unes  des  autres. 

On  peut  détnontrer,  du  reste,  que  l'intégrale  des  forces  vives  satis- 
fait toujours  à  la  condition  dont  nous  venons  île  parler,  et  que, 
quelle  que  soit  la  seconde  intégrale  avec  laquelle  on  la  combine,  le 
résultat  est  une  identité. 

Soit,  en  effet. 

a  =  ?(fy,,  </3,...,  ^/„,     p,.  fh,..;  p„) 

une  intégrale  d'uii  problème  de  Mécanique.  Les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  étant 


dq,_ 
dt 

da 

dp: 

dt           dp^ 

dq„  _   dW 
dt         dp„  ' 

dp, 

dt   ~ 

dp:  _        dY\ 
dt                dq,  ' 

dp^  _           r/H 
dt                     dq^ 
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l'intégrale  des  forces  vives  est 

Or  on  a,  en  exprimant  que  la  dérivée  de  a  est  nulle  lorsqu'on  a 
égard  aux  équations  différentielles  du  mouvement , 


d^  rfH_  _  drj,  rfH  da.   f/H         dx  f/H 

dq^    djj,  dpt    dq,  "'  t/q„   dp,,  (lj)„  dq„ 


G, 


et  cette  équation  exprime  précisément  la  relation 

(a,  (3)  =  o. 

Si  l'intégrale  a  contenait  le  temps  et  qu'elle  fût  de  la  forme 

a  =  t  +  çj(f/,,f/,....,f/„,  p,,  P2,-  ^  p,.), 

on  verrait  de  même  qu'en  représentant  par  jS  =  H  l'intégrale  des 
forces  vives,  on  aurait 

On  comprend  que  la  méthode  indiquée  plus  haut,  fournissant  un 
grand  nombre  de  manières  de  former  des  intégrales  qui,  combinées 
avec  une  intégrale  donnée,  conduisent  à  un  résultat  identique,  l'inté- 
grale des  forces  vives  ne  sera  pas,  en  général,  la  seule  ([ui  remplisse 
cette  condition.  Nous  pouvons  d'ailleurs  démontrer  que  cette  circon- 
stance ne  se  présentera  jamais ,  et  que  quelle  que  soit  l'intégrale 
donnée^  il  en  existe  toujours  une  seconde,  différente  de  celle  des  forces 
vives  et  qui,  combinée  avec  elle,  donne  un  résultat  illusoire. 

Soient,  en  effet, 

une  intégrale  donnée ,  et 

^  =  t('/.'72'-. .  7"'  r,,pj,-,  p„) 

une  seconde  intégrale  quelconque  distincte  de  celle  des  forces  vives. 
S'il  arrive  qu'en  combinant  a  avec  |3,  puis  avec  toutes  celles  que  l'on 
obtient  successivement,  la  A'""^  opération  donne  un  résultat  qui  rentre 
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dans  les  précédents,  nous  avons  vu  que  la  fonction  qui,  combinée 
avec  a,  donne  un  résultat  illusoire  est  fournie  par  une  équation  diffé- 
rentielle partielle  à  k  variables  indépendantes,  et  elle  est,  par  consé- 
quent, susceptible  de  A  —  i  formes  distinctes.  Si  l'on  avait  A"=  i, 
cette  intégrale  serait,  comme  on  l'a  vu.  une  combinaison  de  a  et  de  /3, 
distincte  évidemment  de  l'équation  des  forces  vives.  Si  k  =  i .  on  aura 

(a,  /5)  =  7, 

(a,  7)=  |(a,  p,  7); 

et  si,  en  déduisant  de  là,  par  la  méthode  indiquée  plus  haut,  une 
intégrale  qui,  combinée  avec  a,  donne  un  résultat  illusoire,  on  trouve 
précisément  l'équation  des  forces  vives 

H  =  c?, 

il  faut  en  conclure  que  l'on'a 

H=F(a,/5,  7), 
et,  par  suite, 

7  =  /(a,i3,  H). 

Considérons  alors  une  fonction  r.  [a.,  ^,  H)  qui,  évidemment,  sera  une 
intégrale;  on  aura,  comme  on  le  vérifie  aisément, 

(a,;r)  =  (a,,S)^p=/(a,/3,H)^, 
et  si  l'on  détermine  ::  par  la  condition 

l'intégrale  -  satisfera  à  la  coiulitiori  proposée,  et,  de  plus,  sera  dis- 
tincte de  celle  des  forces  vives,  puisque  celle-ci  donne 

{a,  H)  =  o. 

S'il  arrive,  en  second  lieu,  qu'en  combinant  a  avec  l'intégrale  p, 
puis  avec  celles  que  l'on  obtient  successivement,  on  arrive  à  un  résultai 
identique  de  la  forme 

(a,  £)  =  i; 

l'intégrale  s  sera  évidemment  distincte  de  celle  des  forces  vives,  et  la 
proposition  se  trouve  encore  démontrée. 
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S'il  arrive  enfin,  qu'en  procédant  comme  nous  l'avons  dit ,  on  soit 
conduit  à  un  résultat  identique  de  la  forme 

(a,  i)  =  o, 

et  que  a  soit  précisément  l'intégrale  des  forces  vives  ou  une  fonction 
de  cette  intégrale  4*  (H);  on  aura,  en  désignant  par  &  l'intégrale  qui , 
dans  la  série  des  opérations,  précède  immédiatement  s, 

l'a,  (?)  =  £=  <J>(HV 

Or  il  est  facile  de  voir  que  si,  au  lieu  de  l'intégrale  p  que  nous  avons 

prise  pour  point  de  départ,  on  avait  pris  ,  '„  -   toutes  les  intégrales 

successivement  obtenues  auraient  été  divisées  par  -^  H) ,  et  l'on  au- 
rait eu 


b-^i]=' 


en  sorte  que  est  une  intégrale  distincte  de  celle  des  forces  vives, 

et  qui,  combinée  avec  a,  donne  une  équation  identique. 

II. 

Lorsque  1  on  connaîtra  une  intégrale  d'un  problème  de  Mécanique 

a  =  a{q,,  (J2,-..  q„,  p,,  p,,...,  />„) , 

il  résulte  du  paragraphe  précédent  qu'il  en  existe  d'autres  qui  satis- 
font identiquement  à  l'équation 

dx  dp  d'j.    d^  d'j.   d^  dj.    db  d j.   dp  do.   dp    _ 

d(j,  dp,  dp,  d(jt         dq^^  dp,  dp.  dq-,     '•■         ^/^y^  dp^  dp^  dq„ 

OU  à  celle-ci , 

rfa   dp         d'A   dp  da.   dp  du.   dp  dx   dp         d-j.   dp    _ 

dq,  dp,         dp,  dq,  dq.  dp,         dp,  dq~         '    '         dq„  dp„         dp„  dq„ 

Ces  équations  différentielles  partielles  auxquelles  doivent  satisfaire 
certaines  intégrales  du  problème  peuvent  être,  dans  certains  cas,  un 
moyen  précieux  d'intégration  et  conduire  quelquefois  à   classer  les 

5i.. 
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intégrales  d'un  problème,  de  manière  à  faciliter  leur  détermination 


ultérieure. 

m. 


Poiu'  premier  exemple,  nous  étudierons  le  mouvement  d'un  pouit 
matériel  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  fonction  de  la  distance. 
Les  équations  différentielles  d'un  tel  mouvement  sont 


(0 


dx  ,       dx'  X       ,    . 

dy ,       df 

dt 


-r-  f  =-5?M- 


Le  principe  des  aires  fournit,  comme  on  sait,  une  intégrale 

(2)  3cj'-jx'-^a. 
Soit 

(3)  ^{x,j,x',j',t)  =  ^ 

une  seconde  intégrale.  En  écrivant  que,  combinée  avec  la  première, 
elle  donne  un  résultat  illusoire,  nous  obtiendrons  l'une  ou  l'autre  des 
équations  suivantes  : 

_,  d!i  de        ,  dp  dp         , 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première.  Pour  l'intégrer,  il  faut  poser, 
conformément  à  la  méthode  générale, 

dx  dx'  dr  dy'  dp 

y  y'  x  x'  O 

l'une  des  intégrales  est 

r^  =  c, , 

et  l'on  s'assure  facilement  que  les  trois  autres  sont 

la  valeiii-  la  plus  générale  de  j'i  qui  satisfasse  à  l'équation  (4)  est,  par 
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conséquent,  l'une  des  suivantes  : 

(A)  f/3  =  F(-^'+jS  Jc''+jr'%  xœ'+jj'), 

\  f-j  =  t  -i- F  {jc^ -\- j''' ,   x'^-i-j'-,   xx'  -h  jj'); 

on  devra  adopter  l'une  ou  l'antre  de  ces  deux  formes  suivant  que  t 
devra  ou  non  figurer  dans  l'intégrale  que  l'on  cherche. 
Pour  intégrer  i'équation  (5),  il  faut  poser 


j  y'  X  X  '   ' 


c'est-à-dire 


dx    dy    dx'  ,         dy'  , 

^"'•^'  rff"""^'  d^~~y-'   dp~^' 

dont  les  intégrales  sont 

j:- =  M  cosd'S  +  a),      7  =  M  siii  (/3  +  a), 
x'—  M'  cos  {fi  -+-  a') ,    j'=  W  sin  (jS  +  a') , 

M,   M',  a,  a'  étant  des  constantes  arbitraires.  De  ces  équations  on 
déduit  sans  peine 

jc^-^f'  =  C,,         x'^ -h  j'^  =  C.,, 
xx' +  jj' =  C^,     arc  tang  -  —  |3  =  C4  ; 

d'où  l'on  conclut,  pour  intégrale  complète  de  l'équation  (5), 

jS  =  arc  tang  -  +  F  (x' -I- jr^,  x'^-hj''^,  xx' -h  jj',  t); 

et  les  intégrales   du    problème  qui  sont  comprises  dans  cette  forme 
pourront  s'écrire,  suivant  que  t  y  figure  ou  n'y  figure  pas  , 

!^  =  arc  tang  -  +  F  (jr^ -(-^^  x'^-hj'-,  xx'-hfj'), 
y 
fi  =  t -h  ATCtang- -h  ¥  [x^ -i-j\  x'^-hj'^,  xx' -\- jj'). 

Il  nous  reste  à  chercher  quelles  sont  les  intégrales  du  problème  com- 
prises dans  les  formes  (A)  ou  (B). 
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Occupons-nous  d'abord  de  la  forme  (A^ 

(S  =  F(x- -4- j'',  x'- -h  j'"'',  xx'  -^  jy'). 

Pour  expnmer  que  cette  équation  est  une  intégrale,  écrivons  que  la 
dérivée  de  j3  est  nulle  lorsqu'on  a  égard  aux  équations  différentielles 
du  mouvement. 

On  obtient  ainsi,  en  posant 

x'  +  j^=u,     x'^ -h  j''^  =  V,     xx'-hyj''  =  w, 

Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  considérer  les  équations  dirtéreiî- 
tielles 

du  dv         div  d^ 


les  intégrales  sont 


par  suite,  la  valeur  de  /5  est  de  la  forme 

j3  =  F  [  y  —  /ç»  («)  du ,  w^  —  uv] , 

ou,  en  remplaçant  u.  v,  %\>  par  leurs  valeurs, 

(C)  ^  =  F[x"^r"-f9{u)Hu,  {xj'~r^'Y]. 

c'est-à-dire  que  l'intégrale  jS  est  une  combinaison  de  l'equaMon  de? 
forces  vives  avec  celle  des  aires. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  seconde  des  formes  ^  A   , 

|3  =  <  -t-  F  {x'^  -h  J^  .r'*  -+-  j'^,  xx'  -+■  yy')  ■ 

en  adoptant  la  même  notation  que  dans  le  cas  précédent,  nous  e.\ pri- 
merons qu'elle  est  une  intégrale,  à  l'aide  de  l'équation  suivante  : 

d&  rfs  ,      de, 


2«''»(« 

) 

( 

■  + 

«? 

{u\ 

0 

= 

c. 

V 

-f 

?( 

") 

du 

= 

c., 

w^. 

- 

uv 

= 

c, 

; 

w 


du  dv         '    '  div 


W0  (  m)  -*-  -r^  r  C  -I-  M©  f  «  i  1  =  O. 
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Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  poser 

du    dv         dtv  ,^ 

2  «■         2  «<  (p  (  «  )  c  +  a  0  (  «  )  '    ' 

nous  obtiendrons  d'abord  les  deux  intégrales 

V — /ç  (m)  ^/m  =:  C,  ,      w"^ ~  nv  ^=1  (Z2 , 

qui  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent.  En  remettant  la  va- 
leur de  w  déduite  de  ces  équations  dans  la  relation 

'  2«' 

il  vient 

^         V'C,-+-«[C, +/¥(«)rfa]' 
et  l'on  conclut  que  la  troisième  intégrale  est 

/5_   C  '^^        ^C„ 

J    v/C-h  a[C, +/ç(K)rf«] 
et,  par  conséquent,  la  valeur  générale  de  jS  est 

( n )    B  =  t  -\-  (  -  "  -  +  F  U  —  /cp  ( m)  c?m.  uv  —  w- 1. 

Si  nous  supposons  F  =  o,  cette  équation  devient  celle  à  l'aide  de  la- 
quelle on  détermine  le  temps  en  fonction  du  rayon  vecteur. 

Cherchons  enfin  si  le  problème  admet  des  intégrales  de  la  forme 

(8)  ,3  =  arc  tang-  +  F(.r^  H- J^  x'--^y'^,  xx' -^  jj'); 

en  faisant  toujours  usage  de  la  même  notation,  l'équation  qui  exprime 
que  cette  relation  est  une  intégrale  est 


d¥  d¥  ,     .         dF  (  ,    ., 

du  di'  I    V     '  rf«.  L  /   \     /  I 


Pour  en  déduire  F,  il  faut  intégrer  d'abord  les  équations 

du,  dv  dw  u  dF 

■ziv  2«'ç(a)         V  +  u<f{u}  v'âi^--»^' 
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Ces  équations  admettent,  comme  dans  les  cas  précédents,  les  inté- 
grales 

"   ~  f?  (")  ^"  ="  ^1  »         ^^^  ~    '^^   =   ^2  ' 

puis ,  en  remettant  pour  v  et  w  leurs  valeurs  dans  l'équation 

du  u  dV 

2  "'  y/  «('  —  w- 

il  vient 


2  U  y  C:  -{-  u[J'^{u)  du  -i-  C, 

donc  la  forme  de  la  fonction  F  est 


F  =  —  /  \   '-   "  —       di  ft'  —  fo(u)  du,  uv  —  w-]. 

J   ■}.u  v/C,+  «[/ç(a)rfa-+-C,]       ^  "-         J  r  \  ' 

Si  l'on  suppose  tj;  :=  o,  cette  valeur  de  F  fournit  l'intégrale 

\JC,  du 


(q)  â  =  arc  tanir" / 


[/ç(«)rf«  +  C,] 


C'est  précisément  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  mobile. 

Les  intégrales  (8)  et  (g) ,  jointes  à  celle  des  aires  et  à  celle  des  forces 
vives,  donnent  la  solution  complète  du  problème. 

TV. 

Nous  choisirons,  pour  second  exemple,  le  mouvement  d'un  point 
dans  un  plan,  en  supposant  la  fonction  des  forces  de  la  forme 

j.-  _l_  jJ    T     yj. 

Les  équations  différentielles  de  ce  mouvement  sont 

dx  ,         dy  , 

di^ ^ -  ift  —y^ 

t  \  )  f^'  —  _     ''^     a,  {y\  _      '      y_  •  {y\ 

V''  )    dt  (x'-+-7')'T^  \x/         (j:'-|-7')x'  '     \x] 

rf/  [x''-^y''Y  •   \x)         {x''+y'')x^    \x' 
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On  vérifie  facilement  que  l'une  des  intégrales  de  ce  système  est 

(2)  [xj'  —jx'Y  —  2ç  f  -  j  =  a. 

Soit 

(3)  F{x',y',x,j,t)  =  fi 

une  seconde  intégrale.   En   écrivant  que  la  combinaison  (a,  fi)  est 
identiquement  constante ,  on  obtient  l'une  ou  l'autre  des  équations 


(5) 


dx 


Nous  allons  successivement  intégrer  ces  deux  équations. 
Pour  intégrer  l'équation  (4),  il  faut  considérer  les  équations  diffé- 
rentielles 


dx  dx' 


2\r(xy — yx')]  ,     ,         ,> 


(6)      ;  ^"^  "" 

'  dy  dy' 


2  x  (  xy'  —  yx'  ) 


.(.-^•)-...a)i 


une  première  intégrale  est  évidemment  p  :=  C, .  Pour  obtenir  les  autres, 
désignons  par  dh  la  valeur  commune  des  diverses  fractions  dont 
l'équation  (6)  exprime  l'égalité,  nous  aurons 

(8)  ^^  =  ix{xy'  -yx'), 

(   \  dx'  ,,,,,,  (y\  y 

Tome  XVU   —  Octobre  i852.  ^^ 
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En  multipliant  l'équation  (7)  par  x ,  l'équation  (8)  par  j,  et  ajoutant, 
on  trouve 

donc 

(12)  :r*-t-j^  =  C2. 

C'est  une  seconde  intégrale  du  système  proposé. 

Si  nous  multiplions  l'équation  (g)  par  .x'  et  l'équation  (10  )  par  j', 
nous  obtiendrons,  en  les  ajoutant  ensuite, 

mais  on  déduit  facilement  des  équations  (7)  et  (8), 

donc 

,    „.  ,dx'  ,dy'  ,  (r\   i       dy  dx\    i  i 

et ,  en  intégrant  les  deux  membres  après  avoir  remplacé  x'-  -l-  y"^  par 
sa  valeur  Cj , 


(16)  ^(x-  +  j'^)-^^^^^-j=C3. 

C'est  une  troisième  intégrale. 

Multiplions  enfin  l'équation  (7)  par  j',  l'équation  (8)  par  —  x' , 
l'équation  {9)  par  —j,  l'équation  (10)  par  x ,  et  ajoutons  les  résultats, 
nous  obtiendrons 

(17)  ;^(-^J  -J-^')  =  --^,..-^9''(lJ- 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  xy'  —jx',  il 
viendra,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i4), 

dy  dx 

X y  — 

,    r.v  ^     d.  ,         ,  ,-,,  ,  l'y\      dk  dli 

(■8)  -.^^^r  -y^'^='^Ki) — ^^~~' 
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et,  par  suite,  en  intégrant, 

(19)  (arj'-jx'y^-2y(-^)  =c,. 

c'est  la  quatrième  intégrale  du  système  d'équations  simultanées.  La 
valeur  de  (i  est,  par  conséquent,  l'une  des  suivantes,  selon  que  i  y 
figure  ou  non , 

i  S  =  F  Lr'  +  r%  jt''  4-  r" ; ;  q>'  (  -  b  (^r  —y-^'Y  —  2  o'  (  -  1     , 

fj^\\  L        "  ■         ^'  +  r'      \^J        "  ■   \x/J 

Considérons   actuellement   la  seconde  équation   différentielle  par- 
tielle, c'est-à-dire  l'équation  (5).  Pour  l'intégrer,  il  faut  poser 


\  X       x' 


2  (  xy'  —  yx'  )  -)-  - 


^'"'  ^dp. 


''(S) 


Ces  équations  ne  diffèrent  des  équations  ( 7 ),  (8),  (9),  (10),  traitées 
plus  haut,  que  par  le  changement  de  h  en  /3;  elles  admettent  donc 
les  mêmes  intégrales 

{xy'-yx')^  -  2(p(^-^)  =C3. 
Pour  obtenir  une  quatrième  intégrale ,  je  pose 


d'où  l'on  conclut 


=  tan 

ge  = 

dy 

dr 

rfe 

"^ 

—y 

7p 

rfp 

x' 

-Hr 

"■ 
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et,  par  suite,  en  vertu  des  équations  différentielles  proposées, 


=  1  [xy' -  jx')  =  1  y  c^  +  i(D  i^-y-, 


donc 


d^  = 


.^c,  +  .,(-r) 


équation  mtégrable,  puisque  ^  est  égal  à  tang  Ô.  La  quatrième  inté- 
grale des  équations  (20)  est  donc 


(^0  /3-J 


rffl 


2  \/C3-t-  2(f  (tange; 


=  c,, 


en  sorte  que  l'intégrale  la  plus  générale  du  problème  qui  satisfasse  à 
l'équation  différentielle  partielle  (6)  est  comprise  dans  l'une  des 
formes 


^=/; 


rfS 


(B) 


2  v/Cj+2tp(tang9) 

J  2\/C3  +  2?(tange) 

Il  nous  reste  à  chercher  si  le  problème  admet  des  intégrales  comprises 
dans  les  formes  (A)  ou  (B).  Si  nous  considérons  d'abord  la  première 
des  formes  (A), 

nous  verrons  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette 
équation  soit  une  intégrale  est  que  x'^  +  y^  ne  figure  pas  dans  la  fonc- 
tion F.  On  s'en  convaincra  en  remarquant  qu'en  vertu  des  équations 
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différentielles  du  mouvement, 

sont  l'un  et  l'autre  constants.  Si  donc,  en  outre,  (i  était  constant,  il 
faudrait  que  x^ -h /^  le  fiit  lui-même,  ce  qui,  évidemment,  n'a  pas 
lieu.  La  fonction  F  ne  doit  donc  pas  renfermer  J?^+  7^,  et  la  seule  inté- 
grale contenue  dans  la  première  forme  A  est ,  par  conséquent ,  une 
combinaison  de  l'intégrale  déjà  connue  a  avec  celle  des  forces  vives. 
Si  nous  considérons  actuellement  la  seconde  des  formes  (A), 

en  écrivant  que  la  dérivée  de  fi  est  nulle  et  posant 

.r-  -I-  j-  :=  u, 
[xjr'-jx'f-  2<p(^j  =tv, 

X  '^  -I-   r '^ ; ;  O  {-]    =L   V, 

•^  ar-h  y-  '    \.v  I 


on  trouve 


Or.  on  a 


0=1  +  2  — (j:.r  +J7'). 


en  sorte  que  l'équation  de  condition  devient 
rfF    

\  -h  2-7-  V'«f  —  W  ^  O. 
du 

On  en  déduit 


F^  —  -\iw-w-h  di{i>,w)= ' ^ T-r-  -+-  '\>{v,w), 


et  l'on  en  conclut  que  l'intégrale  comprise  dans  la  seconde  des  formes 

(A)  est 

xx'-i-yy 


^  =  t- 


(22J 


x'-i-r'     \x  / 
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Cherchons  enfin  si  la  première  des  formes  ^B)  contient  des  intégrales. 


Cette  forme  est 

f.=  f     ,_      ''         = 
J    1  vC  +  2 (p  (  tang  6 ) 

où  C3  désigne  l'expression  {xj'  —  J^c'Y  —  29  f- J»  que  l'on  doit  re- 
garder comme  constante  dans  l'intégration. 

Si  ion  forme  la  dérivée  de  [i  et  que  l'on  y  remplace  — »  -^  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  différentielles  du  mouvement, 
puis  —  par  — ; — '—^  il  vient 

(23)        ^:^^^^^L===  +  2^(xj:'  +  jrr')  =  o, 


u  désignant,    comme  précédemment,  la   somme  x-+y^.  Si    dans 
l'équation    (  23  )     nous     remplaçons     x"^  -\-  j^     par    u ,     C3     par 

[xj'  —  jx'Y  —  2(p  ( -)  »  et  xx'  -^  jy'  par  sa  valeur  s^uv  —  vv,  trou- 
vée précédemment,  elle  devient 

rfF 


lu  du    ^  ' 

on  en  déduit 


'\  y  uv  —  w  -\-  \j  w 

ce  qui  nous  fait  connaître  la  quatrième  intégrale 


24)         ^=    / y  log  V  V^   +  d/d',  W). 

^  '         J    2V/C3— 25i(tange)        4      °  ^/ «„—,,.+  v/"' 

Cette  quatrième  intégrale,  jointe  à  celles  que  nous  avions  déjà,  com- 
plète la  solution  du  problème. 


(4) 
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V. 

J'appliquerai  la  même  méthode  à  une  question  qui  a  beaucoup  occupé 
les  géomètres,  le  mouvement  d'im  point  attiré  vers  deux  centres  fixes 
par  des  forces  inversement  proportionnelles  au  carré  de  la  distance. 

En  prenant  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes, 
on  peut  regarder  le  mobile  comme  restant  toujours  dans  un  même 
plan  passant  par  cet  axe,  pourvu  que  Ton  ajoute  aux  forces  qui  le 
sollicitent  une  force  fictive  parallèle  h  l'axe  des  j-  et  représentée  par  — » 
a  étant  une  constante.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont 
alors 

/   (Yj;  ,         dx'  m  i  .r  —  «  )  m'  (x  -h  a) 

'    -—  =:  X  — 


j  [{x  —  aY+rY  [(•'^  +  «?  +  /'] 

r/f  ,         dy'  my  m' y  ■x' 

dt        -^  '       dt  ,,  ,  ,  i  ,,  .  ,^7         y- 

\[x~aY-\-f-Y  [(ar +  «)--!-/=]' 


\ft^y' 

On  déduit  de  ces  équations,  à  l'aide  d'une  combinaison  due  à  Euler, 


, s „  2 ma  \x  —  a]  ■3.111  a  \x- 

^Xj'-jrx' 


,,  l  [{x-ay+y-y         [{x+ay  +  y'Y 


a.-x- 


2       l"  ■'•   "  Q 

a  y T  —  p: 

y-  ■  y 

p  étant  une  constante  arbitraire.  C'est  une  première  intégrale  du  pro- 
blème. Nous  allons  en  chercher  d'autres  qui,  combinées  avec  celle-là, 
rendent  l'équation  de  Poisson  identique. 
Soit 

(3)  y  =  F(i,  JT,  J>'',  x\  j'^ 

une   telle   intégrale.   7  doit  satisfaire  à  l'équation   différentielle  par- 
tielle 


--^irA^y' 

-  j^')r 

''7  (  ^i  „^, 

,      ,                  2  may'' 

—  rx')j j 

\[x-ay-^f-\' 

-  -1- 

2  m'  ay'                 2  à-  x  \ 

-;z?p"^^ 

^[x^aY^fX           >■'     i 

+  %V<^j' 

-jx')x-  la'j'] 

+  J|^(-^j' 

.       ,           imay(x  —  a) 

yx)x                           3 

{[x-aY+r^y 

+ 

im'  ay[x  -\-  d)      ^     la^x- 

la.-  a 

\[x  +  aY+r-Y             ^ 

y 
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ou  à  la  même  équation  dans  laquelle  le  second  membre  sérail  rem- 
placé par  l'unité. 

Pour  intégrer  l'équation  (4),  il  faut  traiter  d'abord  le  système  des 
équations  simultanées, 

rfy  dx 


:5)  { 


0                 ly{xy'—y.v') 
—  dx' 

dy 

2(^/ 

,,    ,               2may-                           2  m' ar''                iv? x        'i.ixy'  — 

yx'  )  X  - 

-  2rt»>' 

df 

2(x/ 

.,_M  ^'          imay[x  —  a)       ^       im' ay[x -^- a)          la}  x'^       aaV 

{{x-ay  +  fj         \[x+ay  +  y'j           ■'"             ^'^ 

Nons  connaissons,  à  priori,  trois  intégrales  de  ce  système,  car  nous 
connaissons  deux  formes  de  la  fonction  y  qui  satisfont  à  la  condition 
demandée,  savoir  le  premier  membre  de  l'équation  d'Euler,  et  le  pre- 
mier membre  de  l'intégrale  des  forces  vives.  Les  équations  (5)  ont 
donc  pour  intégrales  : 


[;3  =  (^J' 

,.,„             imaix  —  a\                im' aix  -V-  a] 

(61 

) 

\[x  —  aY^f-\          [(x  +  «)'-Hy=V 

1 

,     a}x-             ,      ,,         :>}  a- 

h  =  \{x' 

2      ,      „'2N                             ">                                               '»' 

\1) 

>  I    )                             .  :                            1 

[{x-aY  +  y'Y          [{x  +  aY  +  y-y 

(«) 

7  =  c. 

Pour  en  trouver  une  quatrième,  remarquons  que  le  multiplicateur  du 
système  des  équations  (5)  est  l'unité.  11  est  facile  de  le  constater  en 
formant  la  somme  des  dérivées  des  dénominateurs  de  ses  quatre 
membres,  prises,  respectivement,  par  rapport  aux  variables  dont  la 
différentielle  forme  le  numérateur;  on  trouvera  que  cette  somme  est 
nulle,  et  c'est  précisément  la  condition  povir  que  le  multiplicateur 
soit  l'unité.  D'après  cela,  si  l'on  résolvait  les  équations  (6)  et  (7)  par 
rapport  à  x'  et  a  y',  et  qu'on  remplaçât  ces  deux  lettres  par  leur 
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valeur  dans  l'expression 

[2  [xy'  —  yx')  X  —  2a' x']  dx  -'r  27  {xy'  — yxf)  dy 
d^  dh    _  d^  dh 
dx'  dy'        dy'  dx' 

cette  expression  deviendrait  une  différentielle  exacte ,  et  la  quatrième 
intégrale  dii  système  des  équations  (5)  est 

,  ^_     /^[{xy'  —  yx')  X  —  a'-y']dx  -^r  y[xy'  -^ yx')dr 


f 


d^   dh  d^  dh 

dx'  dy'         dy'  dx' 


D'après  cela,  la  valeur  la  plus  générale  de  7  qui  satisfasse  à  l'équa- 
tion (4)  est 

7  =  F(p,  h,  (?,   0' 

et,  par  nonséquent,  les  intégrales  qui,  combinées  avec  celle  d'Euler, 
donneraient  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  identique  0  =  0,  sont  de 
la  forme 

(10)  7  =  F(|5, //,(?), 

(11)  V  =  f+F(,3,A,c?). 

Pour  décider  s'il  existe  ou  non  des  intégrales  comprises  dans  l'une  ou 
l'autre  de  ces  formes,  il  faut  former  préalablement  la  dérivée  de  c? 
par  rapport  au  temps  en  ayant  égard  aux  équations  différentielles  du 
mouvement.   Pour  trouver  cette  dérivée,    il   suffit  de  supprimer   le 

signe  /  dans  l'expression  (9)  et  de  remplacer  dx  et  dy  par  x'  et  j"'; 

,     .  .  ,       ,  d^      d\i     dh      dh  . 

on  obtient  ainsi,  après  avoir  remplace -7S'  -p-/'  -r-;'  -j-,  PSi"  leurs  va- 

'  '  ax       dy      dx      dy    • 

leurs , 

dS  _  [y' X  —  x'y) xx'  —  a'' y' x'  -\- yy' { xy'  —  yx' )  _ 

li  ^  xy{x'-'  —  y)-^{a'—x'  +  y-')x'y'  ~  ' 

de  sorte  que  â  ne  reste  pas  constant  pendant  la  durée  du  mouvement, 
et  comme  |3  et  A,  au  contraire,  restent  constants,  l'expression  fio)  ne 
peut  être  une  intégrale  qu'à  la  condition  de  ne  pas  contenir  <?,  et 
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d'être  ,  par  conséquent ,  une  sioaple  combinaison  de  l'intégrale  d'Euler 

avec  celle  des  forces  vives. 

Pour  chercher  les  intégrales  comprises  dans  la  forme  (ii),  il  faut 
égaler  sa  dérivée  à  zéro  ;  oïî  trouve  ainsi 

rJF 

donc 

et,  par  conséquent,  nous  avons  l'intégrale 

Cette  intégrale,  dans  laquelle  on  peut  supprimer  le  terme  <!^-[^,  fi) 
qui  est  constant ,  donnera  un  résultat  identique  de  la  forme  o  =:  o, 
quand  on  la  combinera  avec  l'intégrale  d'Euler. 

Cherchons  enfin  à  intégrer  l'équation  différentielle  partielle  obte- 
nue en  remplaçant  par  +  i  le  second  membre  de  l'équation  (4)-  Cette 
équation  nous  fournira  les  intégrales  qui ,  combinées  avec  celle  d'Eu- 
ler, donnent  un  résidtat  de  la  forme  i  =  i. 

Les  équations  simultanées  qu'il  faut  intégrer  sont  cette  fois 

I  ;  dx 

d'/  = 


2x{xy  —  yj/) 
dx'  dy 


(i3)  { 


1                  ,      ,            ,,     ,                 2niar-                          2  m' ay-                a  a'x         2(xr' 

-y^)x- 

2fl"r' 

dy' 

^      ,           ,^    ,         iniay[x  —  a)             2.m'ay{x  -i-a)      ^    aa'x-         2a' a' 

On  a,  d'après  ces  équations. 

(•4)   '-T7  ^  ~  "^y'' ^y' ~ y^')i    -^=^i{xy'  —  jx')x  —  7.a.*j 

d'où  l'on  déduit 

y  dx  —  x'  dy 


(•5)  ^7  =  =^ 


' y{xy' — yx^)  —  axx'  [xy — yx')  ■+■  ia}y x' 
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Or,  les  équations  (i3)  ne  différant  des  équations  (5)  que  par  l'adjonc- 
tion du  prenaier  membre  d'i  substitué  à  —,  elles  admettent  toutes  les 

intégrales  de  ces  équations  (5)  dans  lesquelles  ne  figure  pas  7,  et, 
en  particulier,  les  intégrales  (6)  et  (7).  On  pourra  donc,  de  ces 
deux  intégrales,  déduire  l'expression  de  x'  et  de  j'  en  fonction 
de  3C  et  de  j",  et  les  substituer  dans  l'équation  (i5).  Or  on  peut 
s'assurer  (par  un  calcul  un  peu  long)  que  le  second  membre  de  cette 
équation  devient  ainsi  une  différentielle  exacte.  On  obtient  donc, 
pour  la  quatrième  intégrale  des  équations  (i'3"), 

/'  dx  —  x'  dy  


/: 


2  yy'  (  xy'  —  yx'  )  —  i  xx'  (  .r  r'  —  yx'  )  +  2  «■  x'  y' 


et,  par  conséquent,  la  forme  la  plus  générale  de  7  qui  puisse  satisfaire 
à  l'équation  (4),  quand  on  lui  donne  l'unilé  pour  second  membre,  est 

7=  r TT-, ,/^"~r''!^ M rT-7  +  F(/i,/3,c?). 

'        J   —  nyy  [xy'  —  yx  )  —  2x.r  [xy'  —  yx  )  -\-  "i.  a^ x  y  ^    '  ' 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  7 ,  on  trouve 

d? 

car  A  et  /3  sont  constants  en  vertu  des  équations  différentielles  du 
mouvement,  et  Ion  a,  en  vertu  des  mêmes  équations, 

,  dx  ,  (Ir  ,      1  ,      , 

La  quatrième  intégrale  du  problème  est  donc,  si  l'on  supprime  le 
terme  constant  F  (^,  /5), 

/y'  dx  —  x'  dy 
—  2  yr'  {xy' — yx' )  —  2 xx'  {xy' —  yx'  )  -(-  2  «-x'  y' 

dans  laquelle  l'intégration  du  second  membre  devra  être  effectuée 
après  que  l'on  aura  remplacé  x'  et  j'  par  leurs  valeurs  en  x  et  j  dé- 
duites de  l'intégrale  des  forces  vives  et  de  l'intégrale  d'Euler. 

I^e  problème  est   complètement   résolu,   puisque  nous   en   avons 

quatre  intégrales. 
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VI. 

En  comparant  les  résultats  obtenus  dans  les  trois  cas  traités  jus- 
qu'ici, nous  apercevons  qu'ils  sont  entièrement  analogues.  Après  avoir 
trouvé  une  intégrale  autre  que  celle  des  forces  vives,  nous  en  obte- 
nons, dans  chacun  de  ces  problèmes,  une  troisième,  qui  contient  le 
temps,  par  la  condition  que,  combinée  à  la  première,  elle  donne  à 
l'équation  de  Poisson  la  forme  o  =:  o:  puis  nous  trouvons  une  qua- 
trième intégrale,  qui  complète  la  solution,  en  exprimant  que  l'équation 
de  Poisson  se  réduit  à  i  =  i .  Cette  grande  similitude  des  résultats  re- 
latifs à  trois  questions  différentes  n'est  pas  due  au  hasard.  On  peut 
prouver  qu'il  doit  en  être  ainsi  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  du  mouve- 
ment d'un  point  dans  un  plan,  ou,  plus  généralement,  toutes  les  fois 
que  les  coordonnées  des  points  du  système  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  de  deux  variables  indépendantes. 

Soient,  en  effet. 


dq,          rfH 

dp, 

r/H 

dq, 

^m 

dp..  _ 

rfH 

dt         dp,  ' 

dt 

dq: 

dt 

-dp,' 

dt 

dq.. 

les  équations  différentielles  d'un  tel  problème.  Supposons  connue, 
outre  l'intégrale  des  forces  vives  H  =  a,  luie  seconde  intégrale  F  =  ]S, 
et  cherchons  s'il  en  existe  une  troisième  iji  =  -y?  q"i'  combinée  avec 
la  seconde,  donne  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  0  =  0. 

En  exprimant  que  cette  condition  est  remplie,  et,  en  outre,  que  7 
est  une  intégrale,  nous  obtiendrons,  si  nous  supposons  d'abord  que 
cette  intégrale  ne  contienne  pas  le  temps, 

■■    '  dp,  dq,  dq,  dp,         dp-,  dq-,         dq,  dp-,  ' 

.  rfy  rfH         rfy   rfH         'tt'}^  —'b-'^  — 

^     '  dp,  dq,  dq,  dp,  dp.^  dq,  dq.  dp.,  ' 

équations  auxquelles  nous  pouvons  adjoindre  l'équation  identique 
/  o  \  'il  ^[1  _ 'Il  Ù-  -^ 'Il '!l  ^ '!jl  "il  —  o 

^  dp,  dq,  dq,  dp,  dp,  dq.  dq.  dp, 

Or,  on  peut  considérer  les  trois  équations  (1),  (2).  (3)  connue  trois 
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équations  du  premier  degré  en  -t^>  -^i  -j--,  -^i   pourvu  que,  dans 

l'équation  (3),  on  regarde  ies  coefficients  comme  égaux  aux  inconnues 
elles-mêmes.  Ces  équations  du  premier  degré  donneraient  l'expression 

,  d't      d'i       dq      d'i       d'i      d'i      y-.      -.  r       i       i  •  i 

des  rapports  -r-  '--r-i  -r-  •  ^— '   -i-'--r--  Ur  il  est  lacile  de  voir  que  les 

'  '  a/9,     dq,      dp,     dq,      dp,     dq,  ' 

équations  (i),  (2),  (3)  seraient  également  satisfaites  si  les  inconnues 

dq       dq       dq       dq     .      .       ^  ,        ,  di       dp      di      d%    ^.  ,        . 

-T*-:  -r-1  -T--  -T-  étaient  remplacées  par  -^1  -^1  -^,  -f-    la  substitu- 

dp,      dp,      dq,      dq,  '  '  dp,      dp,     dq,     dq,  ^ 

tion  ne  doit  pas  être  faite  dans  les  coefficients  de  l'équation  (3)].  Il 
en  résulte  que  ces  nouvelles  quantités  ont  les  mêmes  rapports  que  les 
[)remieres,  et  que.  par  conséquent, 

dq  dq  dq  dq 

dp,  dp-,  dq,  dq, 
dp  ~  d&  ^If  ~  rfp' 
dp,         dp,         dq,         dq, 

d'où  l'on  conclut  facilement  que  7  doit  être  une  fonction  de  ,S,  et 
que,  par  suite,  l'intégrale  -y  =  6 ,  supposée  indépendante  du  temps, 
n'est  pas  distincte  de  celle  que  l'on  connaissait  déjà. 

Le  raisonnement  qui  précède  serait  en  défaut  si  l'une  des  équa- 
tions (1),  (2),  (3)  rentrait  dans  les  autres;  mais  il  faudrait  alors, 
d'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré,  que  l'on  eût  des 
relations  de  la  forme 


dq 

dq, 

dq,                dq. 

dq 
dp, 

dp,               dp, 

dq 

dq. 

_        rfS             da 
dq,              dq. 

dq 

dp,. 

=  M  :y^  -)-  N  —  , 

dp,              dp. 

M  et  N  désignant  des  fonctions  quelconques  de  p,  ,  p^t  q,  ,  (J2-  O'"  on 
déduit  de  ces  équations  que  y  doit  être  une  fonction  de  j5  et  de  H. 
c'est-à-dire  encore  que  l'intégrale  '/  doit  rentrer  dans  celle  que  Ion 
avait  déjà. 

Comme  il  f-xiste  trois  intégrales  distinctes,  et  pas  davantage,  qui 
sont  indépendantes  du  temps,  il  résulte  de  ce  qui  précède,  que,  parmi 
ces  intégrales,  il  y  en  a  nécessairement  qui  ne  donnent  pas  à  l'équa- 
tion de  Poisson  la  forme  0=0. 
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Soit  ù  =  (f  une  de  ces  intégrales.  Posons 

(^,|3)  =  a. 

Si  £  est  une  constante  numérique,  il  est  prouvé,  comme  nous 
l'avons  annoncé,  qu'il  existe  une  intégrale  qui,  combinée  avec  |3, 
donne  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  i  =:  i . 

Si  c  n'est  pas  une  constante  numérique, 
s.  =  constante 

est  une  intégrale  indépendante  du  temps  qui,  évidemment,  doit  ren- 
trer dans  les  trois  précédentes;  on  aura  donc 

Posons  actuellement 

r\  sera  une  intégrale  des  équations  proposées,  et  l'on  aura  (§  l") 

(■,,/3)  =  («,/3)J  +  (c?,/3)g  =  F(a,p,c?)^. 
puisque  (a,  j3)  est  égal  à  zéro.  Or  on  peut  évidemment  poser 

F(a,p,c?)J.=.,, 

et  déterminer  par  là  la  forme  de  yj  qui,  combinée  avec  l'intégrale  /5, 
donne  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  illusoire  i  =  i. 
Prouvons  enfin  qu'il  existe  une  intégrale  de  la  forme 

qui,  combinée  avec  |3,  donne  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  0  =  0. 
Considérons,  pour  cela ,  l'une  quelconque  des  intégrales  dans  les- 
quelles figure  le  temps 

Si  nous  combinons  Ç  avec  j3,  le  temps  t  disparaîtra,  et  nous  aurons, 
pour  (Ç,  j3),  une  expression  qui  sera  zéro,  auquel  cas  le  théorème 
est  démontré,  ou  une  constante  numérique,  ou  une  intégrale  nouvelle. 
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Dans  les  deux  derniers  cas ,  nous  pouvons  poser 

(Ç,/3)  =  X(a,ri,-/,). 

car  toute  intégrale  indépendante  du  temps  peut  être  considérée  comme 
une  combinaison  des  trois  intégrales  a,  p,  yj.  Si  (Ç,  j5)  est  une  con- 
stante numérique,  la  fonction  /  se  réduira  à  une  constante. 

Nous  pouvons  ajouter  au  second  membre  de  l'intégrale  Ç  une 
fonction  quelconque  de  (a,  /5 ,  yj  ),  et  nous  formons  une  intégrale  nou- 
velle 

Yj,  =  t  -^F{q,,  ^2,/J,  ,^2)  +  71  (a,  fi,  yj), 

et  nous  aurons  évidemment,  puisque  (/j,  |5)  =  i, 

(y,.,  13)  =  (y,,  /3)  h-  [::(«,  /3,  y,),  /5]  =  yja,  fi,  y,)  +  ^- 

Or,  on  peut  poser 

X(a,  /3,  y;)  +  — =  0. 

et  en  déduire  par  une  quadrature  l'expression  de  n  en  fonction  de 
a,  (5,  y].  En  adoptant  cette  expression,  l'intégrale  yj,,  combinée  avec  a, 
donnera  à  l'expression  de  Poisson  la  forme  0  =  0. 

VII. 

Nous  allons  étudier,  pour  quatrième  exemple,  un  problème  un  peu 
plus  compliqué.  Nous  supposerons  deux  points  attirés  vers  un  centre 
fixe  et  s'attirant,  en  outre,  mutuellement,  la  loi  d'attraction  étant 
représentée  par  une  fonction  quelconque  de  la  distance. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont 


dt~^'  dt^^'  di~^'  dr~^*'  'di~'-^''  lit 


at  I  y/(jc x,)'4-(^ J',)'^-  (z  — 3,  )' 

at  r,  ^{^jc  —  a:,!'+(x  —  x,y-}-{z  —  z,)- 

et  quatre  autres  qui  se  déduiraient  des  deux  dernières  en  changeant 
X  et  JC,  enj,j,  et  en  z,  z, . 


dx  dmx' 

rfp     d'j., 
dmx'  dx 

rfp     rfa, 

dmx',     dxi 
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Le  principe  des  aires  nous  fournit  les  trois  intégrales 

/  m{xjr'  -jx')  +  m,  [x,j\  —y,  x\  )=a,, 

(2)  }  m{xz'  —  jz')  +  7n,  (x,  z\  —  z,  x',  )  =  aj, 
(  '«  (  J2-'  -  2J'  )  +  m,  (  j-,  z;  -  z,  r\  )  =  «3  • 

Cherchons  d'abord  la  forme  des  intégrales  qui ,  combinées  avec  a, , 
donnent  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  illusoire  0  =  0. 
Soit 

(3)  ;S  =  9(x,  j,  z,  x,,j,,  s,,  t) 

une  telle  intégrale.  |3  devra  satisfaire  à  l'équation  différentielle  partielle 

rfp    rfa,  rf(3     rfa,           d^      dix, 

dy  dmy'  dmy'  dy           dx,  dmx'^ 

rfp    rfa,  d(A,        d^      

<//,  rfffîyj  dy,  dm^y'^ 

En  remplaçant  les  dérivées  de  a,  par  leurs  valeurs,  cette  équation 
devient 

4-X,   y^+  X,    -r-Ç-  =  O. 

dy,  '  f/_)-, 

Pour  l'intégrer,  il  faut  traiter  d'abord  le  système  des  équations  simul- 
tanées 

dx  dx'  dy  dy'  dx,  dx',  dy,         dy'^   rfp 

y  y  X  x'  y,  y'^  X,  x\  o 

une  première  intégrale  de  ce  système  est 

|3  =  C,, 
et  l'on  reconnaît  aisément  que  les  autres  sont 

(5)  (     x;»+jr;*  =  c,, 

xx'  -4-  yy'  =  C, , 

X,  X  ^  -t-^'i  7'i  ^^  ^'1  » 

xx,  -+-JJ,  =  C,; 
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en  sorte  que  la  forme  la  plus  générale  que  l'on  puisse  adopter  pour 

/3  est 

(6)  p  =  ,f(x'-i-y\  xj  +  jj,  x'-+r'',  ^['+x',\  ^x'-\-yy',  x,x\  +y,x',,  xx,  +  yy,,  z,  z',   z,,  z',,ï). 

Si  nous  cherchions  de  la  même  manière  les  intégrales  qui,  combinées 
avec  a,,  donnent  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  0  =  0,  nous  trou- 
verions qu'elles  sont  de  la  forme 

(7)  P  =  <p(-^'  +  -'>  •^î+z^j  x'''+z'\  x\'+z\',  xx'-\-zz',  x,x\-i-z,z\,  xx,-t-zz,,  /,  /',  /,,  y\,  t), 

et,  enfin,  celles  qui,  combinées  avec  «3,  donnent  un  résultat  illu- 
soire, sont  de  la  forme 

(8)  p  =:  ¥(/'-!-  2%  /î-f-zj,  j"-f-2'%  y\  '-)-  z\  ',  yy'  +  zz',  7,  j'i  -t-  z,z\  ,  yy,+  zz,,  x,  x',  x,,  x\,  t). 

Or  je  dis  que  la  forme  suivante 

/x'-Hr'-f-2%  -^î-H.rî+z;,  .r''  +  y+2'%   x', '  + j' 'H- z',  %  xjr'-f-jj'-l-zz'  \ 

(9)      P  =  F  ( ,  ,  ,  I 

\a:,.r|  +  ji  j,  + Z|2,,   j;a;  I -)- // 1 -)- zz  I ,  x,  .r-|-_j-|_/ -)- z,  z  ,   xr,  +  /j,-f-zZ|,  ?  / 

est  comprise  dans  les  trois  précédentes  et  satisfait  aux  trois  conditions 
à  la  fois. 

Il  suffit,  en  effet,  à  cause  de  la  symétrie ,  de  prouver  que  cette  dernière 
forme  est  comprise  dans  la  forme  (6).  Or  il  est  évident  que  ^*+^^  +  z-, 
•^i  +  JÎ  +  ^1  '  ^'^  +  7'^  +  -^  >  x\^  +  j\  -  -+-  z\  %  XX'  -+-  yj'  -t-  zz' , 
Xi  x\  +  Jfj\  H-  Z)  z', ,  XX t  +  JJ{  -t-  'Z, ,  sont  précisément  des  fonc- 
tions des  quantités  qui  figurent  dans  cette  forme  (6);  il  suffit  donc 
de  prouver  qu'il  en  est  de  même  de  xx\  +  Jjr\  -t-  zz\  ,  et  de 
X,  x'  +Jtj'  +  z,z':  or  on  a ,  identiquement , 

xx\  +jj\  -+-  zz\ 


(j,  x\  -l-/i/, )  (jr.r,  +ïy,)+\l[[x\  +y\)  (.r^'H-y ')  —  (j,  x\  -h/ij, )']  ^{x'-^y')  {x\ ^y\)—[xx,+yy, )' 

x]-\-x] 

■     x,x'  +J,j'  +  z^z' 

(xx'-hyy'){xx,-hry,)  +  \/[{^'+ /')  (x\'-i- r\''}  —  (xx'-hyy'y]{x\-+-y])  (x--hy'}  —  (xx.-Hjy,)- 

x''-h  y' 

et  ces  équations  donnent  précisément  l'expression  des  quantités  consi- 
dérées en  fonction  de  celles  qui  figurent  dans  la  forme  (6). 

Tome  XVll.  —  Novembre  i852.  ^4 
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Cherchons,  actuellement,  si  le  problème  admet  des  intégrales  de  la 
forme  (9) 

,  ^     n     ^ /-i^'+j'+zS -»;!+/î  +  3l,  j""+r"+-'S -^'i'+jV+^V' •^•^'+//'+-=^'A 

(9)       3  =  F  ,  ,  ,  ,  )' 

Pour  cela,  écrivons  que  la  dérivée  de  /3  est  nulle  lorsqu'on  a  égard  aux 
équations  différentielles  du  mouvement  ;  en  posant 

r-  -f-  /'-h  3-:=  «  ,     x'-  -H-y  +z'"  =  V ,  xx'-\-j'y+zz'=:  IV,  X,  x'-^y,y+Zt  z'^R, 

,  ,  ,  XX|-(- 


•3S,-Q, 


nous  obtiendrons 

d¥  rfF  rfFfu'p     ,     ,  {»■  — R)m,         ,  ."1 

—  U  +  «  (p  (f/)  p.  +  ^.=.^4==  9   M  +  M,  -  2  Q) 
"'*  L  y'a  4- a,  —  2Q  J 

""  I  L  V «  +  «I  —  2  Q  J 

f/F,„         _    >         dVV    ,    ,  .    ,  ,,         (iQ      ,    .  R,(a,  — Q)/«,       ,       ,  ,-.,"] 

;jQ  (R +  «<)  + ;7r  [-'^. +-r'j. +-'-.  + -^  ?  H -^  7(é=^  ^  ^" -^  "'- ^^)J 

'/F  r    ,       ,  .       ,         ,      ,        fiQ      ,      ,  R,(f/  — Q)/»,         ,  ,-_-) 

''1^' L  v«.  v/(b  +  «,  —  2Q)  J 

Pour  prouver  que  l'on  peut  déduire  de  cette  équation  l'expression 
de  F,  en  fonction  de  «,  «, ,  p,  Vt,  v,  w,  Q  ,  R,  R,  ,  il  suffit  de  vérifier 
que  les  coefficients  sont  fonctions  de  ces  neuf  seules  variables,  et  tout 
se  réduit  évidemment  à  montrer  que  x'  x\  +  y'y'i  +  z' z\  est  une  fonc- 
tion de  u,  Uf,  V,  i^, ,  w,  w, ,  R,  R, ,  Q. 

Le  calcul  qui  conduirait  à  cette  expression  serait  assez  pénible.  Nous 
nous  bornerons  à  prouver  ici  qu'il  y  a  possibilité  d'obtenir  ce  résul- 
tat. Considérons,  pour  cela,  quatre  droites  passant  par  l'origine  des 
coordonnées,  et  dont  deux  coïncident  avec  les  rayons  vecteurs  des 
points  mobiles,  tandis  que  les  autres  sont  parallèles  aux  directions  de 
leurs  vitesses.  Désignons  ces  droites  par  oiM,  o  M, ,  oV,  o  V,.  On  aura 
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évidemment  pour  les  cosinus  des  angles  qu'elles  forment  deux  à  deux, 

cosoM.oM,  = -p=,     cosoM.oV  = -|L,     cosoM.o  V  =  ^^, 

cosoM,oY'=^,  cosoM,oV=^,  cos o V . o  V = ""' ""' '^ ^'L "^ ^ ^ '  ; 

or,  les  méthodes  de  la  trigonométrie  sphérique  permettent  de  calculer 
l'angle  oY .oy  en  fonction  des  cinq  autres.  Cela  revient  à  résoudre  un 
quadrilatère  sphérique,  connaissant  trois  côtés  et  les  deux  diagonales. 
On  exprimera,  par  conséquent,  x' x\  +  j' f\  -+-  z' z\ ,  en  fonction  des 
neuf  variables  u,  ^^, ,  etc. 

Il  est  donc  démontré  que  la  fonction  F,  pour  représenter  une  inté- 
grale du  problème,  est  assujettie  seulement  à  satisfaire  à  une  équation 
différentielle  partielle  linéaire  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
connues  des  neuf  variables  qui  entrent  dans  F.  L'intégration  de  cette 
équation  conduirait  à  une  fonction  arbitraire  de  huit  expressions  déter- 
minées qui  contiendraient  ces  variables. 

Chacune  de  ces  expressions,  égalée  à  une  constante,  fournira  une 
intégrale  du  problème  ;  l'une  de  ces  huit  intégrales  sera  évidemment 
l'intégrale  des  forces  vives.  Nous  devons  nous  demander  si  les  sept 
autres  sont  distinctes  de  celles  des  aires.  Pour  répondre  à  cette  question, 
il  faut  résoudre  le  problème  suivant  : 

Quelles  sont  les  intégrales  résultant  de  la  combinaison  des  équa- 
tions des  aires j  et  qui,  combinées  avec  chacune  de  ces  équations, 
donnent  à  l'équation  de  Poisson  Informe  0  =  0? 

Soit 

(j/(a,,  «2,  a,)  =  /3 

une  des  intégrales  cherchées.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  \").  on  a 

(P,  a,)=  («a,  a,);rr-f-(a3,  a/     ^ 


doi, 

(p,  «3)  =  (a.,  «3)^  + (a,,  o.,)^' 


(/3,  «j)  =  (a, ,  aj)  J-  +  (a., ,  a, 


D4. 
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Or,  on  vérifie  facilement  que 

(a,,  a,)  =  «3,     (a3,ao)  =  a, ,     {a.,,a3)  =  a., 
et  les  équations  précédentes  deviennent 

(/5,  a,)  =  «3^-7.,^, 

En  égalant  ces  trois  expressions  à  zéro  ,  on  obtient ,  pour  déterminer  /S, 
la  condition  suivante  : 

dp           dp  dp 

da,  dcx,  rfaj 

«1  a.^  «3 

de  laquelle  on  conclut  aisément 

^  =  (p[al -\- al  +  al); 

et,  par  conséquent,  toutes  les  intégrales  qui  satisfont  à  la  condition 
proposée  rentrent  les  unes  dans  les  autres,  et  l'on  ne  doit  en  consi- 
dérer qu'une , 

a-^+al-hal  =  ^. 

On  constaterait  aisément  qu'elle  rentre  dans  la  forme  générale  (19) 
trouvée  plus  haut.  Cette  forme  (19)  contient  donc  seulement  six  inté- 
grales nouvelles  du  problème.  On  s'assurerait,  par  un  calcul  tout 
semblable  à  celui  que  nous  venons  de  faire,  qu'il  existe  une  intégrale 
distincte  des  précédentes  et  de  la  forme 

fi  =:  t  -h  V[u,  u,  ,  i>,  V, ,  w,  «^,  ,  R ,  R, ,  Q). 

En  résumé ,  le  problème  que  nous  venons  d'étudier,  admet  sept  inté- 
grales distinctes,  outre  celles  des  forces  AÏves,  qui,  combinées  avec  les 
trois  équations  des  aires,  doiment  à  l'équation  de  Poisson  la  forme 
identique  0  =  0.  Pour  trouver  ces  intégrales,  il  faudrait  intégrer  une 
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équation  différentielle  partielle  linéaire  à  neuf  variables  indépendantes, 
et,  pour  cela,  traiter  huit  équations  simultanées  du  premier  ordre. 

Mais  comme  on  connaît  deux  intégrales  de  ces  huit  équations,  le 
problème  pourra  se  ramener  à  l'intégration  de  six  équations  du  pre- 
mier ordre. 

VIII. 

Nous  prendrons,  pour  dernier  exemple,  le  célèbre  problème  des 
trois  corps.  Nous  supposerons  que  ces  trois  corps,  réduits  à  des  points 
matériels,  s'attirent  mutuellement  suivant  des  forces  fonctions  quel- 
conques de  la  distance.  On  sait  que,  sans  changer  les  équations  diffé- 
rentielles du  problème ,  on  peut  supposer  que  le  centre  de  gravité  soit 
fixe,  et  rapporter  la  position  des  points  à  trois  axes  passant  par  ce 
centre.  En  nommant  alors  Jc,,  j-,,  2;,,  x^,  J'^,  z^,  Xj ,  ^^3 ,  Zj ,  les 
neuf  coordonnées,  nous  aurons 

'  m,  a:,  -+-  m^Xî  +  '"3X3  =  o, 
(i)  /?2,7,  +  m^r-.  +  '"3  Js  =  o, 

(  m,  Z,    -+-  Wo  -2   -+■  'W3  Z:i    =0, 

qui  permettent  d'exprimer  les  neuf  coordonnées  en  fonctions  de  six 
variables  seulement;  on  pourra  poser,  par  exemple, 

ix,  =  a,7, +  /5,72,  7,  =  a,  </3  +  p,  ^, ,  z,  =  «,75  + /3,Çe, 
^2=  a,^,  +  ,'8272,  J2  =  «273  +  l^aÏA)  z.  =  «2^5+  p2Î6> 
X,  =  a,^,  -4- /33  72,     JTa  =  «3  73  + /Sa  7, ,       Z3  =  «3^5+  ^3^6; 

7t,  ^2)  ^3)  ^4)  «îsi  '/s  étant  de  nouvelles  variables,  et  a,,  a.^,  «j,  /3,,  /S»,  fig, 
des  constantes  assujetties  aux  seules  relations 

/  m,  a,  +  W2  aa  +  '«3  «3  =  0, 
^  1 /n,/3,  +  W2i32+ '«3/33  =0. 

Si  l'on  pose,  de  plus, 

il  =  m,  a.\  -t-  ;«2  «1  -I-  '"a  '^\i 
I  =  7«,  ^^  -I-  nu  ^\  +  m^  ^l, 
o  =  m,  a,  (S,  +  m,  y..^  ^2  +  '"a  ^3  ^z  < 
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l'expression  de  la  demi-somme  des  forces  vives  deviendra 

(5)  T=.'-{q\--^q;^^cj',-  +  q--+q\-+q^^y, 

et,  par  conséquent,  en  vertu  des  formules  de  Lagrange,  rapportées  au 
commencement  de  ce  Mémoire,  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement seront 

idq\_dlS  Hj__  f(U_  dq^  _  d\] 

de  de/,  dt  dq-i  dt  dç;^  ' 

dq\  _  dV  dq'.^  _   dV  dq\   _   d\] 

dt  dq^  dt  dqi,  '  dt  dq^  ' 

U  désignant  la  fonction  des  forces,  qui  est  ici 

\]=^m,m^'h[{x,-x^)-+{j,  -jr^f  +  [z,  -  z^f]; 

i|>  désignant  une  certaine  fonction  dont  la  forme  dépend  de  la  loi  d'at- 
traction. 

Or  on  a,  d'après  la  formule  (2),  pour  exprimer  les  distances  mu- 
tuelles des  trois  points, 

pI  =  i^i  ~  ^iY  +  {jt  -J2T  (z.  -  zo)= 

+  2(a. -a,)(^,  -  ^,){q,q.-hq3q,  ^qs^e), 

p1  =  {x.  -  x,y  -f-  (jj  -j,y  +  (z,  -  z,Y 

=  («a  -  «3)'  (?'  +  73  +  95)  +  {[^2  -  ft^Y  (V'o  +  ?4  +  9l) 
-h  2(ao— a,)(/32— /3,)  {q.q.^q^q,^  ^s^e), 

Pl  =  (■^.  -  ^.)*  +  (J.  -  J»)'  +  '2,  -  z,)- 
=  (a,  -  a,Y  {q\  +  ql  +  ql)  +  (/3,  -  ^,Y  {<il  +  9?  +  <il) 
•4-  2(a,  — a3)(|3,  —  P,)  (7,  72 -H  737*+ 757» '■ 

D'après  ces  formules,  les  équations  différentielles  du  mouvement  de- 
viennent 


dt 


H. 
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=2'«.'«2f  (p'3)[2(i'5.  -  ^0)^72+  2(a,  -  a^)^^,  -  /5j)9,], 
^— V'«,/n,4''(|5^)[2ra,  -  a,)^73-»-2(a,  -  aO(/5,  -  \->i)q^\-> 

-^=2'«,'«2']>''f3)[2(a.  -  a2)'75^  2  (a,  -  a^)  (/3,  -  fi,)  9.], 

^=2'","Î2'|''(p3)[2(i'5.  -i32)'7o+  2(«<  -  «2)(/'3,  -/S,)  75]; 

on  en  déduit  facilement  les  intégrales  suivantes,  qui  ne  sont  autre 
chose  que  les  intégrales  des  aires  écrites  dans  le  nouveau  système  de 
variables , 

li'j'i  -?-?3  +  9*92  -9294  =  a.; 

îsî's  -  9375  +  7871  -  7*76  =  «3- 

Si  nous  cherchons  les  intégrales  qui,  combinées  avec  ces  trois-là, 
donnent  à  l'équation  de  Poisson  la  forme  identique  0  =  0,  nous  trou- 
verons, absolument  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  que  ces 
intégrales  sont  de  la  forme 


/3  =  f( 


q^q\+ q^q',-^ q<.q\-,  q^q-^^q.q.+qÂii  q^q\  +  q^q\  +  q'iq'>'  q^q^+q^q^-^q^q, 


ou  représentées  par  la  même  équation,  au  second  membre  de  laquelle 
on  ajouterait  le  terme  t. 

Il  nous  reste  à  examiner  s'il  existe,  en  effet,  des  intégrales  de  la  forme 
précédente.  Pour  cela,  prenons  la  dérivée  de  jS,  et  écrivons  qu'elle  est 
nulle  quand  on  a  égard  aux  équations  différentielles  du  mouvement. 

En  posant 

r/'-i-a'-t-»/'  — «,      a   -+q'  --i-q'/'^v,      q,q'  -t-q^^q  -i-qiq'.=:(V,     q'^q^-^q^qt-^q iqe=R>  „ 

Il      ii      /,         »      11       T3       1,  >       in  I      -jJij      l'ii  l'i         •'•  q^q^-i-q^q^-i-q^qe^^Q, 

q\-^q]+ql=''n  ?V^-9'V+7V=''' »  q^q',+q>q'i-^qsq'i="'"  îiî'j-^ïs ?'.+*> '?'6=ï^'> 
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on  trouve  l'équation 


d¥  df  dV  (  ,    dq\  ,   dq\  ,    dq\\  dF  f  ,   dq.  ,   dq\  ,    dq'A 


du  '  du,  dv 


d¥  I  dq\  dq.  dq\  \         d¥    /       dq\  dq ,  dq ,  \ 

+  ;â:.  r  +  9' ^  +  ?3  i- +  ?= -^j  +  .â;:;  V?^  i"  +  ?^  i"  +  î«  IF  +  ^') 

d¥  ,-^  „    ,  dY  i    ,      ,  ,      ,  ,      ,  dq\  dq,  dq\  \ 

+  ;^(R  +  R.)  +  ^(7,7,+  737,+  9,7,+  7,^  +  7.^  +  7e-^j 


dF    /    ,      ,  ,      ,  ,      ,  dq.  dq , 


Il  suffit,  pour  le  but  que  nous  nous  proposons,  de  montrer  que  tous 
les  coefficients  de  cette  équation  sont  des  fonctions  des  neuf  variables 
^/,  M,  ,  V,  (',,  w ,  u',,  R,  R,,  Q.  Or  on  trouve,  en  substituant  aux  dé- 
rivées qui  y  figurent,  leurs  valeurs  fournies  par  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement, 

9<^  +  ?'^+'^'-^=2^'(P3)[2(a.-a.rïv+.R(a,-a,)(^.-,3,)]/».m„ 

9'^1r  +  9'^^  +  '?'«^=2^'(p3)[Mp.-rî.r"'.  +  ^R.('^-. -«.)(^^.-/3.)]'".'"=' 
'^'  '•rfT  ^  */'  A^  +  'h^  =21^'(p3)[2(a.  -  <fit  +  2(a,  -  a,)  (^,  -  /3,)Q]  '",  '"., 

9=^  +  "^^^  +  V5%-  =2)f  (P^)[2(a,  -  a,Yq  +  2(a,  -  a,){Çi,  -  Çi,)u]  m,  m,, 

î-^  +  '?=^  +  '?3^=2->'(/^i)[2(r3.-r52rQ-+-2(«.-«.)(r--i3.)«.]'".'".; 

et  conune  p,,  (Sn,  p^  s'expriment  évidemment  par  les  formules 

ÇA=  («2  -  «j)'  «  +  G-2  -  /Sa)'  ".  +  2  (aj  -  aj)  (jSj  -  /S,)  Q, 
,5|  =  (a.  -  a,)^  «  +  (/3,  -  /33 )=  u,  +  a  (a,  -  a,)  (jS,  -  /3,)  Q, 
p3=(«.  -  «»)'«+  (/5, -/Sj^^M,  +  2(a, -aj)(/5,  -  /5j)Q, 

il  nous  reste  seulement  à  prouver  que  la  somme  7i  Ç.. +7^  74"*"  75?(i 
peut  s'exprimer  en  fonction  des  neuf  mêmes  variables. 
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Pour  y  parvenir,  considérons  dans  l'espace,  à  partir  de  l'origine  des 
coordonnées,  quatre  droites  qui  forment,  avec  trois  axes  rectangu- 
laires, des  angles  dont  les  cosinus  soient  respectivement  proportion- 
nels à  (j, ,  ^3,  75 ,  ^2,  ^4 ,  9^6»  ?'i>  Ç's.  95'  Ro,  q\-,  <7'„'  ef  désignons  ces 
droites  par  les  numéros  (i),  (2),  (3),  (4);  on  aura  évidemment 

COs(l,2)=-^5       C0S(2,  3)  =    -^^, 

cos(i,3)  =  ^=,     cos  (2,  4)  =  -:^' 

R,  ,-,    .,        7'.  7'.-+-'/.'/.-^'/  7. 


cos(i,4)  =  ^='     cos(3,4) 


V  «" 


\fvv, 


On  voit  donc  que  ,  parmi  les  six  angles  que  forment  les  quatre  droites 
considérées  deux  à  deux,  il  y  en  a  cinq  qui  sont  fonctions  de  u,  u,, 
V,  Vi,  w,  w,,  R,  R,  et  Q.  Le  sixième  s'exprime  au  moyen  des  mêmes 
quantités  et  de  la  somme  'j\(j'2+  (l\fj\-^  7.5  Ce-  Donc  cette  somme 
peut,  réciproquement,  s'exprimer  en  fonction  de  ce  sixième  angle  et 
des  variables  v,  v^ ,  etc.  Mais  le  sixième  angle  est  exprim;ible  en  fonction 
des  cinq  autres,  car  un  quadrilatère  sphérique  est  déterminé  quand 
on  donne  trois  côtés  et  les  deux  diagonales,  et,  par  conséquent,  la 
somme  q\  q'.^  -i-  q^  q^  -^  q^  q^  peut  s'exprimer  en  fonction  des  neuf  va- 
riables u,  u,,  etc. 

Les  coefficients  de  l'équation  qui  définit  F  ne  contenant  que  les  va- 
riables qui  figurent  dans  cette  fonction .  on  pourra  intégrer  cette 
équation  et  obtenir  pour  F  une  expression  dans  laquelle  figureront 
d'une  manière  arbitraire  huit  fonctions  déterminées  des  huit  variables. 
Chacune  de  ces  huit  intégrales  égalée  à  une  constante  fournira  une 
intégrale  du  problème  des  trois  corps.  Mais,  parmi  ces  huit  intégrales, 
six  seulement  seront  nouvelles;  l'une  d'elles  sera  évidemment  l'équa- 
tion des  forces  vives,  et  une  antre  pourrait  s'obtenir  en  faisant  la 
somme  des  carrés  des  intégrales  des  aires.  On  démontrerait,  comme 
au  paragraphe  précédent,  que  celle-là  est  la  seule  qui  puisse  lésidter 
de  la  combinaison  des  intégrales  des  aires. 

Si  nous  considérons,  en  second  lieu  ,  la  forme 

fj:=  t  —  F  (m,  m,,  V,  r, ,  ir,  iv, ,  R.  R,  ,  Q), 

Tome  X\  11  —  Notemure  i8:)2  -'-' 
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on  verra  de  ia  même  manière  qu'en  exprimant  que  [i  est  une  inté- 
grale, on  obtient  une  équation  en  F  qui  ne  diffère  de  la  précédente 
que  par  l'addition  du  terme  -i-  i.  L'une  des  solutions  de  cette  équation 
sera  une  intégrale  nouvelle  du  problème;  les  six  autres,  combinées 
avec  celle-là,  reproduiraient  les  intégrales  déjà  obtenues. 

IX. 

Les  intégrales  dont  l'existence  a  été  démontrée  au  paragraphe  pré 
cèdent  sont  de  la  forme 

g  _  t;  f'9Î  +  9l  +  '7'>   7'+'7>— 7t.   9, '+ 7?+ ??  '    l\'+l\'+'>',\   '/i  7', -+" '/^  y's +•  7^  7'i .  \ 

\?29',-i-î.7',+7c7,i,  '}<'/\+q^q\-^'/'i'c'  ys^'.-t-îi'ï'j+îs^i!  ^iVï  +  î^?. +7sy.  / 
Nous  allons  voir  que  les  intégrales  comprises  dans  cette  forme  géné- 
rale peuvent  elles-mêmes  se  partager  en  deux  classes  distinctes  dans 
l'expression  de   chacune  desquelles  ne   figure  plus  qu'une  fonction 
inconnue  de  huit  variables. 

En  posant,  comme  dans  le  paragraphe  précédent, 

9]+7W'jI  =  ",     7','+7V -*-??=".     7'7',-+-7;7'3+7^7'i='^.   1'l\^l3q\+9^'/c='^y     '/,-l.-^<hlA^  Ç'I.-Q. 
'l\-^'j\->-'ll="<,    73'^-7V'-*-7'/=''"    7-7:-^7>7'.-^7e7'«="'M   7-'7',-*-7'7']-^7c7'i=R.. 

j'ai  été  conduit,  par  des  considérations  d'homogénéité  que  je  déve- 
lopperai dans  un  autre  Mémoire,  à  donner  à  l'expression  de  ,3  la  forme 
suivante  ; 

6_     ,nv("  -  _         cv         «',  Q  R  R, 

(j  _  M     r  I  — ,    V\tt,      (',  yw,,      7='   -?^^»  7=^'  "7='     / — 

qui  ne  contient  plus  qu'une  fonction  inconnue  de  huit  variables. 
Cette  forme  se  partage  en  deux  autres  distinctes  suivant  que  m  est  ou 
n'est  pas  différent  de  zéro,  et  l'on  peut  vérifier  que  l'une  et  l'autre 
contiennent  des  intégrales  fournies  par  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  partielle  linéaire  i,  huit  variables  indépendant»  s    La  pr»  - 

mière  forme,  dans  laquelle  nous  supposons  /«  =  —  ^, 

[[">        p  =  u    '  ¥(-^    i's  ".      >',  \«,.     -^'   -r=--^   -='   -;='    7-=     ' 
\  "i  V«i'      v"i''i     v'""i      v'"'i     y'*'"/ 
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contient  l'intégrale  des  forces  vives,  et  une  combinaison  des  trois  in- 
tégrales des  aires,  et,  en  outre,  cinq  intégrales  inconnues. 

ne  contient  qu'une  seule  intégrale  distincte  des  précédentes. 

Les  équations  différentielles  partielles  qu'il  faudra  intégrer  pour 
trouver  les  intégrales  comprises  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  formes, 
sont  linéaires  et  à  huit  variables  indépendantes. 

Nous  reviendrons  dans  un  autre  Mémoire  sur  ces  résultats  que  nous 
ne  faisons  qu'indiquer  ici.  Il  nous  suffit  en  ce  moment  d'avoir  montré 
que,  sans  connaître  les  intégrales  du  problème  des  trois  corps,  on 
peut  les  classer  de  la  manière  suivante  : 

1°.  L'intégrale  des  forces  vives  ; 

2°.  Les  trois  intégrales  des  aires; 

3°.  Cinq  intégrales  distinctes  des  précédentes,  dans  l'expression 
desquelles  figure  une  fonction  inconnue  de  huit  variables; 

4°.  Une  intégrale  obtemie  en  égalant  à  une  constante  une  fonction 
des  huit  mêmes  variables  ;  ' 

5".   Une  intégrale  qui  contient  le  temps  ; 

6°.  Une  intégrale  qui  n'appartient  à  aucune  des  catégories  précé- 
dentes. 

Les  géomètres  comprendront,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  point,  que  cette  séparation  des  intégrales  est  un  pas  important 
dans  la  solution  du  problème,  et  qu'en  partageant  ainsi  la  question 
en  plusieurs  autres  plus  simples,  on  augmente  les  chances  de  la 
résoudre. 

X. 

Je  terminerai  ce  Mémoire  en  indiquant  l'interprétation  géométrique 
dont  sont  susceptibles  les  résultats  qiie  nous  venons  d'obtenir.  En 
considérant  </, ,  q^,  q^,  qn,  q,„  q^  comme  les  coordonnées  de  deux 
points  mobiles ,  le  problème  fies  trois  corps  se  ramène  à  celui  du 
mouvement  de  ces  deux  points  que  l'on  peut  considérer  comme  s'atti- 

55.. 


436  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

rant  rnutuellenient  en  même  temps  qu'ils  sont  attirés  par  l'origine  des 
coordonnées;  or  il  est  évident  que  les  intégrales  complètes  du  pro- 
blème devraient  donner,  si  elles  étaient  connues,  les  valeurs  de  cj,, 
735  ^/sj  72 >  '{il  Î6  et  de  leurs  dérivées  en  fonction  du  temps  et  des  va- 
leurs initiales  de  ces  douze  quantités.  Si  maintenant  on  distingue  parmi 
les  données  initiales  celles  qui  fixent  la  position  absolue  des  corps  et 
la  direction  absolue  de  leurs  vitesses  et  celles  qui  font  connaître  seu- 
lement les  positions  et  vitesses  relatives,  il  est  évident  que  la  connais- 
sance seule  des  dernières  permettra  de  calculer,  à  un  instant  doniié, 
tout  ce  qui  ne  dépend  que  de  ces  positions  ou  vitesses  relatives,  et 
que,  par  conséquent,  il  doit  exister  des  intégrales  dont  les  quantités 
qui  fixent  les  positions  absolues  soient  complètement  éliminées.  Or 
c'est  précisément  ce  qui  est  indiqué  par  notre  analyse.  Si  l'on  consi- 
dère, en  eflet,  les  neuf  quantités 

9.  Vî  +  '/^  7'.  -i-  '/i.  f't  '      7^  7',  +  7.  7',  -^  7»  '/; .      'J'  '/'  +  7o  7.  -H  7i  7..  > 

il  est  facile  de  voir  qu'en  les  supposant  coniuies,  on  peut  déternnner 
seulement  les  distances  des  deux  mobiles  à  l'origine  des  coordonnées, 
les  angles  formés  par  les  directions  des  rayons  vecteurs  et  par  celles 
des  vitesses  considérées  deux  à  deux,  et,  enfin,  la  grandeur  de  ces 
vitesses,  c'est-à-dire  tous  les  éléments  qui  déterminent  le  système 
formé  à  un  instant  donné  par  les  corps  en  mouvement  considérés 
indépendamment  de  leur  position  absolue  dans  l'espace. 
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SUR   LES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE: 
Par  m.  F.  FRENET, 

Piofosseur  à  la  Faculté  des  Sciences  à  Lyon. 


(Extrait  d'une  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  le  lo  |uillel   i«4^ 


1 .  En  un  point  M  d'une  courbe  à  double  courbure  on  peut  considérer  trois  droites , 
qui  sont:  la  tangente,  la  normale  principale,  c'est-à-dire  celle  qui  est  dirigée  suivant 
le  rayon  de  courbure ,  et  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  qui  sera  désignée  sim- 
plement sous  le  nom  àHaxe.  Les  cosinus  des  angles  que  les  directions  de  ces  droites 
font  avec  les  axes  coordonnés  seront  respectivement 

fA)  «,    h,   c;      X,   (*,  v;      x,   C ,   7. 

En  posant 


on  sait  qu  on  a 


A 

= 

dy  cP  z 

—  dz  d 

"7' 

B 

= 

did''  X 

—  dx  d' 

2, 

C 

_ 

dxd-'y 

—  dyd' 

'.r , 

D 

v/A' -^  B' -h  CV 

= 

A 
D 

,      §  = 

B 

D'      •' 

= 

D 


D  est  aussi  égal  à  w  ds' ,  m  étant  l'angle  de  contingence. 

Les  neuf  quantités  (A)  sont  liées  par  les  relations  suivantes  ; 

«'+  6'-f- <:==  I,  i'-t- (jt'H- v-=  I,  a' -I-  S- +  7' =r  I  ; 

«A  +  ifjt -t- cv  =  o  ,      a  « -H  èë -(- 6-7  =  o  ,      a>  H- o(* -f- 7v  =  o; 

«  =  1*7  —  vê,       a:=èv  —  Cfi,       A  1=  S(.  —  76; 

é  =r  va  —  ).7,       ë:^tA--av,      jt^ya — ur; 

(=Xg  — fia,      7  =  «pt — bl,      u=a6— e«. 

i.  CidciU  de  l'angle  de  deux  droites  infiniment  voisines.  —  Soient  l,  m ,  n  les  cosinus 
déterminants  d'une  droite  MB,  ces  cosinus  étant  des  fonctions  continues  des  coordon- 
••"«s  du  point  M.  Une  méthode  connue  pour  trouver  l'angle  de  cette  droite  avec  la 
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droite  inKniment  voisine  M' B',  consiste  à  mener  par  le  point  M  une  parallèle  à  M'B', 
à  prendre  sur  les  directions  de  ces  lignes  dont  on  cherche  l'angle  deux  longueurs  MC, 


Fis.  1. 


MC  égales  à  l'unité,  et  à  projeter  sur  les  axes  le  contour  CCMC.  On  tioiive  ainsi ,  en 
appelant  <p  l'angle  demandé,  et/,  g,  h  les  cosinus  qui  fixent  la  direction  de  CC, 


et ,  par  suite  , 


ftf^dl,      •^  <p  =  dm  ,      /lo  =z  (in  , 
<p  =  yrf/-  +  dm-  -+-  dri'  ; 


étant  connu  ,  on  en  déduit 


/- 


dm  dn 


et  ces  quantités  font  connaître  la  direction  limite  des  positions  de  CC. 
En  appliquant  ces  formules  à  l'angle  de  contingence,  on  trouve 

l-J-, TT, T-,         '^^         -  ''*  '''■ 

01  =  \/da^  -(-  Ub'-+-  dc^,      —  =  >• ,      —  =  f;      —  =:v. 
www 

5.   Angle  de  torsion.  —  Soient   M,   M',  M",  M'"   quatre   points  consécutifs  d  iiiir 


Fi  g.  2. 


courbe,  MB  la  direction  de  l'axe  du  plan  osculateur  M  M'  M",  MB'  /-/  diirction  de  l'axe 
du  plan  osculateur  M' M"  M",  et  admettons ,  pour  fixer  les  idées,  (]ue  le  point  M"  soit  du 
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même  cote  que  MB  par  rapport  au  plan  MM' M"  ;  les  longueurs  MC,  MC,  piises  sur 
les  directions  mêmes  dont  nous  venons  de  parler,  étant  égales,  C'C  a  pour  direction 
limite  celle  d'une  perpendiculaire  à  Vaxe  ME  et  à  l'intersection  des  deux  plans  oscula- 
teurs ,  c'est-à-dire  à  la  tans,'ente.  Cette  direction  est  donc  celle  de  la  normale  principale 
en  M,  pourvu  qu'on  aille  de  C  en  C,  et  non  de  C  en  C.  Kn  opérant  comme  plus  haut , 
et  désignant  par  u  l'angle  de  torsion,  on  trouve 


«=:  y/rfa' +(■/!?--(- ^7',       A  = ',        fi  =; 


da.  dCj  d'i 

On  peut  voir  que,  dans  l'hypothèse  que  nous  avons  faite,  dy.  et  À  sont  de  signes 
contraires,  et,  par  suite,  u  positif.  Par  exemple,  si  \  est  positif,  supposons  un  plan  P 
parallèle  à  ZOY  et  qui  laisse  toute  la  figure  à  sa  droite;  la  direction  C'C  devant  faire  un 
angle  aigu  avec  l'axe  des  x,  le  plan  P  sera  rencontré  par  ta  direction  CC  prolongée,  ce 
(|ui  ne  peut  être  qu'autant  que  le  point  C  est  plus  près  de  ce  plan  que  le  point  C; 
cela  revient  à  dire  que  l'angle  de  MB'  avec  l'axe  des  .r  est  plus  grand  que  l'angle 
de  MB  avec  le  même  axe;  l'accroissement  rla.  sera  donc  négatif.  On  verrait  de  même 
que  si  \  était  négatif,  da  serait  positif.  Mais  si  l'on  suppose  M'"  d'un  autre  côté  que  MB 
|)ar  rapport  au  plan  osculateur  M  M' M",  nous  trouverons 

da 

ce  qui  exigerait  deux  formules  différentes  pour  u.  Afin  d'éviter  cet  inconvénient,  nous 
conviendrons  que  l'angle  de  torsion  sera  positif  dans  le  premier  cas  que  nous  avons 
considéré  et  négatif  dans  le  second;  de  sorte  qu'il  sera  toujours  représenté,  en  gran- 
deur et  en  signe  ,  par  l'une  des  expressions 

da  d^  df 

~  Y'     ~  f.  '     ■"  V  ' 


Nous  pouvons  déduire  de  là  l'expression  ordinaire  de  it.  En  effet,  de  l'éipiation 
aa-hh€-i-c'/  =  o 

ou  tire 

jtrffl  -^-?,db  -hydc  =  —  [ada  +  bdCj  -+-  rd-f  )  =  u(\da  +  u.db  -\-  jdc), 

et ,  à  cause  des  formules  I  i  ; , 

ada  -^-  Cl  dh  ~\-  y  de  =  uo>. 
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Cette  dernière  relation  devient 

dx  dy  .   dz 
ds                 ds  ds  ad'  X  -^  èd-  r  - 


w  da^ 
il  où  enfin 

,   A  d^x  -+-  B  «  ■  y  -hCd-  z 
Il  =:  ds  = ; 

c'est  la  formule  connue.  Des  calculs  analogues  nous  conduiraient  facilement  à  d  autres 
formes  de  la  valeur  de  u. 

4.  Angle  de  deux  rayons  de  courbure  infiniment  voisins.  —  Soit  6  cet  angle.  En  rai- 
sonnant comme  au  n"  2,  on  trouve 

0-  =  dr--hda'-hd-j-. 
Oi 

d'i.  =  cdè  —  hd'i  ^f^,dr  —  -/dh  =  u  {b-j  —  eu.)  —  o>(u.y  —  vg  )  =  aK  —  n;.  , 
et  de  même 

dix  =  tu  —  bo> ,     d-j  ■=.  '/  u  —  eu; 
par  suite, 

d'tr  ■+-  dfjL-  -+-  d-r  =r  6-  =:  u-  -^  ai'. 

Lancret  avait  obtenu  cette  relation  par  une  tout  autre  voie. 

5.  Elément  de  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure.  —  Soit  m  un  point  de  cnti- 
courbe  répondant  au  point  M  de  la  proposée.  En  désignant  ses  coordonnées  par  : ,  r, .  Z  . 
et  par  p  le  rayon  de  courbure  en  M  ,  on  a 

On  en  déduit 

de  —  dx  =1  pd'k  -h  >  dp,      dr,  —  dy  ^  pdft  -+-  udp,      dt  --  dz  =  p dj  —  jd   . 

Remplaçons  d'i.,  dfi,  d-j  par  leurs  valeurs  du  n°4,  il  vient 

rfÊ  =  "kdp  -\-  paii ,      d-nzzz  ."''p  -t-  p  êa,      dt  =r  j^/p  -\-  py  u  , 

et.  par  suite, 

dz--i-  drr  -\-  dV  z=  d<s'=  dp-  -r-  p-u  . 

Cette  relation  est  due  ;i  M.  Molins. 
Les  dernières  équations  nous  donnent 

iidç  ■+■  bd-n  ■+-  rdl  =  rfp  («  >  -+-  é  pi  -+-  cv  )  -^  «  p  (  «  a  -t-  /)  é  -4-  ry  >  =r  .   , 

ce  qui  nous  apprend  que  la  tangente  en  m  est  dans  le  plan  normal  en  M 

Pour  avoir  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  la  normale  principale .  nuiliipiiuns  . .-; 
mêmes  équations  respectivement  par  't.,  f*,  v,  et  ajoutons:  il  vient 

'idc  —  u.dr,-i-vd'  ::=  fU. 
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Soit  (f  l'angle  cherché , 

dp  ,  ûu  ou 

ces  valeurs  nous  conduisent  aux  relations  suivantes  : 

dl       .  .  <lr.  ^   .  dt 

—-  =z  K  cos  01  +  a  sin  9,      •—  =  uL  cos  (S  +  ë  sin  «p ,      ~  =:  -j  cos  (!■  -(-  7  sin  '.-. 

«<7  f/^  rt<r 

Ces  équations  admettent  une  interprétation  géométrique  très-simple. 

♦S.  Droite  polaire.  —  C'est  l'intersection  de  deu.x  plans  normaux  infiniment  voisins. 
Si  l'on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes  ,  ce  sera  aussi  l'intersection  de 
deux  plans  ayant  respectivement  pour  équation 

j  (X— x)fl -)-(Y  — /) /; +(Z  — z)  e  =  o, 
'  ^  '  (  (X  —  x]da  4-  ( Y— j)  db  H-  ( Z  —  z)  de  -  ds  =  o. 

Le  premier  est  le  plan  normal  en  IM  ,  le  second  lui  est  perpendiculain-,  car 

iida  -f-  bdb  -\-  cdc  =  o  , 
et  passe  par  le  centre  de  courbure  dont  les  coordonnées  sont 

da  db  dr 

ds  dx  ds 

La  droite  limite  de  l'intersection  de  ces  deux  plans  est  donc  une  perpendiculaire  au  |)lan 
osculateur  menée  par  le  centre  de  courbure. 

7.  Point  de  rencontre  de  deux  droites  polaires  consécutives.  —  Les  coor-données  de  ce 
point  M,  satisfont  aux  deux  équations  (2),  dont  la  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,'X-.r)-  +  (Y- j)^  +  (Z-2)^-.  =  o, 

■  p  P  " 

et  aussi  à  l'équation  qu'on  obtient  en  différentianl  cette  dernière  par  rapport    ■    -      . 
et  z  ;  elles  seront  donc  fournies  par  les  relations  suivantes  : 

,{X  —  x)a-^{Y-x)b-hiZ-z)c  =  o, 

\(X-.r)-  +  (Y-r)-+(Z-2)--'  =0. 
;3)  r  P  P  P 

.  -  x)  rf  •  - -1- (Y  -  r)  rf- ^ -H  (Z  -  z)  rf  •  ■■'  =  o. 

p  P  P 

On  déduit  de  la  première  et  de  la  troisième, 

X-x  Y-j       _        Z-z 


fouie  W  II  —  ^0VF,MBlvF.  18. 


hfl''- —  cd^  cd-  —  ad'         ad-  —  bd- 

p  p  P  ?  P  ? 

5G 
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Or 

de  db         ,  (  bdc  —  cdb 


bd cd^  z=  bd 


ds  ds  \         ds 

td%  —  arfc 


)-^ 


Cette  dernière  expression  étant  égale  à  ? ; ? ,   les  formules  du  n"  5  nous  don- 

0- 
nent 


X— x  Y— r 


dp 


K4-''U."(4'-^')-(4-")]=" 


Appelons  T  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  la  deuxième  des  équations  (  3    devient 

I 
P 
d'oii 

T=  i; 

|)ar  conséquent, 

(4)  X  — j:=r  ï-£  -f-pA,      Y— z  =  8-^  +  pii,      Z— z==7^  -l-pv. 

u  ^  Il  '  Il 

8.   Rayon  de  la  sphère  osculatrice.  —  Les  dernières  équations   donnent   pour  ce 
rayon  R,  qui  est  égal  à  \/(X  —  x)'+  (Y  — y)'  -V-  (Z  —  zf-,  la  valeur  simple 


-=sj% 


■^f 


df 
d'où  l'on  voit  que  —  représente  la  distance  du  point  M,   au   plan  osculateur  en   !\1. 

Soit  h  cette  distance,  les  relations  (4)  deviennent 

(5)  (X  — .r)  =  aA-(-pX,      (Y— 7)  =  §/(H-pp,      ^Z  -  ;)  =  y/* -(- pv. 

On  obtiendrait  immédiatement  ces  résultats  en  projetant  successivement  sur  les  trois 
axes  le  triangle  qui  a  pour  côtés  R,  A  et  p. 

Kn  rapprochant  la  valeur  de  h  de  celle  trouvée  pour  tang  ^  \n"  o)  ,  on  en  conclut 

tang<(.  =  '^- 

L'angle  de  In  tangente  à  la  courbe,  lieu  des  centres  de  courbure,  avec  le  rayon  du 
cercle  osculateur  est  donc  le  complément  de  l'angle  que  fait  ce  même  raynn  avec  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice. 

Si  l'on  compare  la  valeur  de  di  avec  celle  de  R  ,  on  trouve 

R  =  '-^% 
« 

ce  qui  fournit  un  nouveau  théorème. 
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Les  deux  dernières  propositions ,  ainsi  que  les  valeurs  de  R  et  de  // ,  ont  été  données 
autrement  par  M.  Molins. 

9.  Le  lieu  des  droites  polaires  est  la  surface  polaire  qui  a  pour  arête  de  rebrousse- 
ment  le  lieu  des  points  M,.  La  tangente  et  le  plan  osculateur  en  ce  point  ne  sont  autres 
que  la  droite  polaire  et  le  plan  normal  relatifs  au  point  M.  C'est  ce  qu'on  voit  facilement 
par  le  calcul  en  différentiant  deux  fois  la  première  des  équations  fa)  et  une  fois  la 
seconde,  X,  Y,  Z  étant  considérés  dans  ces  équations  comme  les  coordonnées  de  M,. 
On  conclut  de  là  deux  théorèmes  dus  à  Fourier  et  dont  les  énoncés  sont  : 

Théorème  I.  L'angle  de  contingence  en  un  point  de  l'arête  de  rebrottssement  de  la 
surface  polaire  est  égal  à  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  au  point  correspondant. 

Théorème  IL  L'angle  de  torsion  île  cette  même  arête  est  égal  a  l'angle  de  contin- 
gence de  la  courbe. 

10.  Elément  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surjace  polaire.  —  Il  résuite  de  te  qui 
vient  d'être  dit  qu'en  désignant  par  c/S  l'élément  de  la  courbe  des  points  M  ,  on  a 

TTs"""'     lî%~    "     'dS~''' 

Différentions  maintenant  la  première  des  équations  (5),  et  remplaçons-y  i-/X  parar/S: 
elle  donne 

xdS  —  dx  —  'j.dh  -t-  hda.  +  la    -f-    d:. 

Substituons  à  dx,  d\  et  /(  leurs  valeurs  connues;  il  vient ,  après  réduction  , 
r/S  =  dh  +  pu. 


on  peut  aussi  ecrue 


résultat  qui  se  tire  immédiatement  de  la  figure. 
On  a  d'ailleurs 

an  =  — ■ — ; 
cos  f 

par  conséquent , 

<lS^_dK 

dn         dp 

ce  qui  est  l'expression  d'un  théorème. 

La  valeur  de  <r/S ,  combinée  avec   les  théorèmes  de  Fouriei-,  donne  des  formules 
simples  pour  les  rayons  de  première  et  de  seconde  courbure  de  la  courbe  des  points  M,. 

56.. 


dp 

hd/i-hpdp  _RrfR_    dK 
h            '~      h           cos  o> 

dS=: 

444  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

En  les  désignant  par  s,  et  r,,  ceux  des  points  M  étant  p  et  r,  on  trouve 

_  dS  _RrfR  _R(/R 

u  hu  dp 

_  rfS_p  R<fR 

w         T      dp 

il.  Angle  de  deux  rayons  de  courbure  sphcrujue  infinimt'nt  voisins.  —  Soient  L, 
M,  N  les  cosinus  déterminants  du  rayon  de  courbure  sphérique,  -h  l'angle  dont  il 
s'agit  ;  on  a  ,  d'après  ce  qui  a  été  vu  , 

RL  =  X  —  j;  =  a /i  -+-  /^>  , 
I  RM  =  Y— j  =  SA-f-pp, 
RN  =  Z  —  3  =  7  A  +  p  V, 
if'' =  dh' -\r  dW  -hdW. 

Les  équations  (6)  nous  donnent 

RrfL  +  hdVi  =zdX  —  dx=  udS  —  dx , 

RrfM-4-MrfR=  rfY  —  rfj  =  SrfS  —  dy , 

RrfN  +  NrfR  =  </Z  —  rfz  =  yrfS  —  r/2. 
Élevons  au  carré  et  ajoutons  ,  il  vient ,  après  des  réductions  simples  , 
R'^=-t-rfR^=rfS'  +  (/^'. 

On  dt'duit  de  là,  en  tenant  compte  de  la  relation  dS  =  — - —  < 

n  /d9,'  d? 


p       /f/S'         ds'' 


12.  Soit  une  droite  passant  au  point  IM  dans  le  plan  normal  et  tangente  à  la  splière 
osculatrice  en  ce  point;  on  trouve  sans  peine,  pour  les  cosinus  L,,  M,,  N,  (|ui  la  dé- 
terminent, 

R  R  R 

et  l'angle  infiniment  petit  e  de  cette  droite  avec  la  droite  analogue  passant  au  pouit  voi- 
sin est  donné  par  la  formule 

dS'   .  ds' 

j'  =  -— --  sin'  <))  H cos^  (f. 

R  0^ 

15.  Droite  rectifiante.  —  Lancret  a  nommé  plan  rectifiant  d'une  courbe  en  un 
point  M  celui  qui  contient  l'^xe  et  la  tangente  en  ce  point;  son  intersection  avec  le 
plan  rectifiant  infiniment  voisin  est  la  droite  rectifiante.  Cette  droite  a  pour  équati(ui 

(X-x)À-4-(Y-j),*  +  (Z-3)v  =  o, 


^''  »  (X— jr)rfX4-(Y— 7)rfpiH-(Z  — «)rfv  =  o. 
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La  deuxième  est  celle  d'un  plan  passant  par  M  et  perpendiculaire  au  pl:ir  retiifiant  de 
ce  point;  elle  contient  donc  la  normale  principaîe.  Ii  suit  de  là  que  l'inlersection  <  her- 
chée  ,  située  dans  le  plan  rectifiant  en  M  ,  fa-;  avec  Vaxi'  en  ce  point  un  angle  tyal  à 
celui  du  second  plan  avec  le  pian  normal ,  et  dont  le  cosinus  a  pour  expression 

(Il  ,  (lu.  d; 

la  valeur  absolue  de  ce  cosinus  se  réduit  à  -  au  moyen  des  formules  «lu  ii"  4. 
Si  l'on  désigne  par  H  l'angle  de  la  tangente  avec  la  rectifiante,  on  trouve 

(8)  sinH-^,      cosH-,      tang  H  =  -  = -■ 

^    '  9  9  °  «       p 

La  dernière  équation  donn^  une  si.;nification  géométrique  assez  simple  à  la  quantité  r. 
Des  équations  (7  )  on  tire,  pour  les  cosinus  /,  m  ,  n  qui  déterminent  la  recidianle, 

l  z=  ^  ,      m  =  -  ,       n  —  ^  , 

valeurs  qui  peuvent  s'écrire 

«« -H  xw  . 

= =  a  cos  H  +  a  sin  H , 


(  9  )  '  m  = =  b  cos  H  +  ê  sin  H  , 

CM  H-  7 1 


:=  c  COS  H  -I-  7  sin  H . 

L'interprétation  géométrique  de  ces  relations  est  facile. 
On  déduit  encore  des  formules  (8)  et  de  celles  du  n"  4, 

—  =  a  cos  H  —  a  sm  H  , 

9 

'ifi  =  g  cos  H  —  è  sin  H , 

9 

'^^  u  •        U 

—  =  7  COS  H  —  c  sm  H . 

9         ' 

14.    Jiigle  de  deux  ivctifiantes  infiniment  voisines.  —  Soit  c  cet  angle.  En  ditleren- 
tiant  la  première  des  équations  (9),  il  vient 

dl  =  ;  :(  cos  H  —  a  sin  H  )  rfH  -+-  sin  H  f/a  -+-  cos  H  ila. 

Or 

da  =  <,i  >. ,      d3.:^~  —  u\\ 
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donc 


D'ailleurs 


il  résulte  de  là 


et ,  de  même , 


et  finalement 


sin  H  rfa  -1-  cos  H  da  =  o. 
—  =  y.  cos  H  —  a  sin  H  ; 


d,. 
dl  =  —  dYi, 


dm=z-^àn,      dn=--da, 

6  f) 


—  \dr--+-  dm"  -+-  dn'  =  rfH 


16.  Arête  de  rebroussement  de  la  surface  rectifiante.  —  La  surface  rectifiante  est  le 
lien  des  droites  rectifiantes.  Les  coordonnées  d'un  point  M,  de  son  arête  de  rebrousse- 
ment sont  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  qui  satisfont  aux  trois  équations  suivantes  : 

i(X  — x)X-t-(Y— r)îi-+-(Z— z)v=o, 
(X  — xl^/A -I-(Y— /)rffi-t-(Z— z)  rfv=  o, 
(X-jr)rf-X  +  (Y  -  v)rf>-f-(Z  — z)rf'v  =  — <..r/.v. 

Soit  K  la  distance  du  point  M,  au  point  M  ;  les  deuK  i)remières  équations  nous  donnent 

(il)  ; =    =   =  K. 

*      '  l  m  n 

Au  moyen  de  ces  relations,  la  dernière  équation  (lo;  devient 
{Id-l-h  md-ft  +  /irf-ï)K  =  —  M  ds. 

Or 

/rfÀ  ~  mdfjL  -h  /i  d-j  z=  o  , 
et,  par  suite, 

ld''\-\-  md'^  -h  nd^-j  =: —  (dld'\  -^-dnid^i.  ■+■  dndj)=:  — ôi', 

donc 

w  ds       sin  H   , 

■'=^  =  -.73-''" 

La  tangente  et  le  plan  osculateur  au  point  M,  ne  sont  autres  que  lu  rectifiante  et  le 
plan  rectifiant  du  point  M.  C'est  ce  qu'on  voit  sans  peine  en  diffcrentiant  par  rapport  à 
X,  Y,  Z,  deux  fois  la  première  des  équations    lo),  et  une  fois  la  seconde.  Si  f/S  est 
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l'élément  de  la  courbe  des  points  M2 ,  on  aura  donc 

dX  dY  dZ 

dS  =  ''     -ds="''     ds  =  "- 

16.    Elément  de  celte  nréte.  —  Pour  calculer  f/S  ,  servons-nous  des  formules  '  1  i  ;  ;  la 
première  nous  donne 

dX  —  dx  =  Kdl  -\-  IdK, 
DU  ,  d'après  ce  qui  précède  , 

IdS  —  d.x  —  Kd/  -h  IdK.  ; 
de  même , 

1)1  d  S  —  dy  :=  K  dm  -+-  md  K  , 
iid%  —  dz  =Kdn  -+-  ridK. 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par  /,  m,  n  et  ajoutons  les  result;its,  il 
vient 

d'à  —  ds  (  al  +  hm  -(-  cm  )  =  r/  It , 


bien 


d%  =  f/K  ^dsQOh  H; 
ds .  sin  H 


K, 
an 

K  nos  H  d\K  -4-  sin  H 
rfS 


dVi 

R  cos  H  (/H -H- sin  H f/K       (/(KsinH) 


sin  H  sin  H 

On  déduirait  aisément  de  là  l'expression  des  deux  rayons  de  courbure. 
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SUR    LES   FONCTIONS    G^MMJ   DE  LEGENDRE; 
Far  J.  LIOUVILLE. 


(  CoiiiniiinicatioD  verbale  à  l'Académie  des  Sciences.  —  Comptes  ifiidus,  tome  XXXV. 
séance  du  6  septembre  i85a. 


«  J'appellerai  d'abord  l'attention  de  1  Académie  sur  une  formule 
célèbre  qui  porte  le  nom  de  Stiiiing  et  qui  a  pour  objet  le  calcul 
abrégé  de  la  somme  des  logarithmes  de  />  —  i  nombres  consécutifs, 
commençant  à  l'unité,  ou  plus  généralement  le  calcul  abrégé  du 
logarithme  de  la  fonction  que  Legendre  désigne  par  T[p),  p  étant 
une  quantité  positive  très-grande  qui  peut  ne  pas  être  un  entier.  La 
série  de  Stirling ,  dans  ses  premiers  termes,  tend  d'abord  très-rapide- 
ment vers  la  valeur  demandée,  mais  elle  devient  ensuite  divergente;  et 
de  là  naît  une  difficulté  qui,  dans  ces  derniers  temps  surtout,  a  beau- 
coup occupé  les  géomètres.  Je  ne  rappellerai  pas  les  noms  très-cotunis 
de  tous  ceux  qui  ont  écrit  sur  ce  sujet,  et  parmi  lesquels  figurent  deux 
de  nos  confrères,  M.  Binet  et  M.  Cauchy.  Je  dirai  seulement  que 
M.  Rinel  [Journal  de  VEcole  Polytechnicjue,  xxvii*"  cahier)  a  substitue 
à  la  formule  de  Stirling  une  autre  série  toujours  convergente,  qui  ne 
peut  donner  lieu  à  aucune  objection:  et  que,  d'un  îuitre  côté,  on  a 
levé  très-heureusement,  de  la  manière  la  plus  directe,  la  difficulté 
indiquée,  en  complétant  par  un  reste  la  série  de  Stirling  bornée  à  lui 
nombre  fini  de  termes,  et  mieux  encore,  en  prouvant  que  Y  erreur 
commise  en  s'arrêtaiit  à  un  terme  quelconque  de  cette  série  est  plus 
petite  que  le  terme  suivant  et  en  a  le  sig7u\ 

»  Ce  dernier  théorème,  dont  Legendre  avait  acpiis  pour  ainsi  din 
)e  sentiment  par  ses  calculs  numériques,  est  aujourd'hui  bien  dé- 
montré. Je  nommerai  d'abord  M.  Raabe  (tomes  XXV  et  XXVII  i\n 
Journal   de  M.    Crelle).   Il   est    l'tabli  d'une   manière   très-simple    el 
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très-élégante  clans  un  Mémoire  de  M.  Malmsten,   que  je  me  plais  à 
citer  comme  remarquable  à  plus  d'un  titre  (Journal   de  M.  Crelle, 
tome  XXXV  .  M.  Cauchy  l'a  démontré  (  Comptes  rendus,  tome  XVII 
en  s'appuyant  sur  la  formule 


l'-'P. 


=r 


une  de  celles  au  moyen  desquelles  on  exprime  la  quantité  u.  [p)  qu'il 

faut  ajouter  à  ip  —  '-)  log /?  —  p  +  -  log  (a-)  pour  avoir  log  T  (p), 

et  que  M.  Binet  a  réunies  dans  son  Mémoire.  Je  ferai  à  mon  tour 
remarquer  ici  qu'on  le  déduit  avec  une  merveilleuse  facilité  de  la 
formule  suivante  : 


a  (  /j)  =  2    /      —^ arc  tang 

Joe-'     — I 


que  M.  Binet   a  donnée  aussi,  et  à   laquelle  on   arrive  aisément  par 
différents  moyens. 

»  Après  avoir  écrit  cette  formule  [Journal  de  F  Ecole  Polytech- 
nique, xxvii"  cahier,  page  241  ),  M.  Binet  ajoute  ce  qui  suit  : 

a  D'autres  formes  se  seraient  offertes  d'elles-mêmes,  si  l'on  avait 
>'  remplacé  d'abord  t  par  pt\  mais  nous  ne  nous  en  occuperons  pas 
»  en  ce  moment,  où  nous  voulons  faire  remarquer  que  si  l'on  déve- 
»  loppait  selon  les  puissances  de  t  la  fonction 

t       t         r 

arc  tang  -  =: t^-—  -+-.... 

^  P        p        op' 

»  et  si  l'on  procédait  ensuite  aux  intégrations  définies,  on  verrait  se 
»  présenter  les  nombres  de  Bernoulli,  comme  coefficients  des  puis- 
»  sauces  réciproques  impaires  de  p  :  ils  tiendraient  lieu  des  inté- 
»  grales  définies  d'après  l'expression  (68).  La  formule  divergente  qui 
>-  en  résulterait  serait  précisément  celle  que  Stirling  a  formée  pour  la 
»  sommation  des  logarithmes  des  nombres  naturels.  Mais,  pour  ar- 
.)  river  à  ce  résultat,  on  aurait  fait  concourir  à  une  intégration  la  suite 

»   arc  tang  -  que  nous  venons  d'écrire;  cette  intégration  étant  exé- 

Tome  XVU.  —  NovEMBiiE  i85î.  -' J 
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n  cutée,  x"  (\e  t^=o  k  t  =  p,  fournira  une  partie  exacte,  car  alors  la 

»   suite ^— j  +  ..  .   n'est   pas  encore   divergente;    2°  l'intégration 

»  depuis  t  ^=  p  k  t  =:  <xi  emploiera  la  même  suite  qui,  devenue  diver- 
»  gente,  et  inexacte  entre  ces  limites,  fait  naître  une  autre  suite 
M   divergente  comme  elle.  » 

»  Ces  remarques  sont  justes.   Mais  à  présent  nous  ajoutons  que, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  t  entre  p  et  co  ,  comme  entre  o  et  p,  la 

série   dans  laquelle  on  développe   arc  tang  -  est  toujours  telle,  ipie 

Terreur  commise,  en  s'arrétant  à  un  terme,  est  de  signe  contraire  au 
signe  de  ce  terme,  et  alternativement  positive  ou  négative,  par  suite 
toujours  moindre  que  le  terme  suivant.  C'est  ce  que  l'on  voit  par  la 
formule 


=  1  —  j: 


qui,  intégrée,  donne 

arc  tang  .r  =  x %  ~^  ' 

ou  l'erreur 

est  toujours  du  signe  du  terme 


'dx 


'dx 


qui  suit  celui  auquel  on  s'arrête,  et  est  visiblement  plus  petite  que 
ce  terme,  auquel  l'intégrale  se  réduirait  si  l'on  ôtait  le  dénominateur 
I  -I-  x'^.  Comme  le  facteur  qui ,  dans  la  fornuile 


J/l  co 
o         ( 


dt  .  t 

arc  tang  - 


nuiltiplie  arc  tang-  sous  le  signe  /  >  est  essentiellement  positil,  il  est 
bien  clair  que  la  propriété  signalée  pour  le  développement  de  arc  tang  - 

appartiendra  aussi  au  développement  de  fJi.(p;  et  à  la  série  de  Stirling. 
»   î/analyse  précédente  doiuie,  en  outre,  pour  la  valeiu"  exacte  {\\\ 
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reste  de  cette  série,  une  expression  en  intégrale  double  d'un  usage 
tres-commode  [*]. 

»  Ces  quelques  lignes  me  semblent  compléter  naturellement  le 
beau  Mémoire  de  notre  savant  confrère,  où  l'on  trouvera  ainsi  la 
double  solution  qu'on  pouvait  demander:  la  substitution  d'une  l'or- 
mule  convergente  à  la  série  divergente  de  Stirling,  et  la  discussion 
directe  de  cette  série  prise  en  elle-même. 

»  J'ai  obtenu ,  au  surplus,  à  l'aide  de  procédés  qu'il  serait  trop 
long  d'exposer  ici,  diverses  formules  nouvelles  d'où  l'on  pourraii 
conclure  également  les  propriétés  de  la  fonction  fJ!.(/9). 

»  Cette  fonction,  ou  plutôt  la  fonction  T  { p),  a  été  le  sujet  prin- 
cipal de  mes  leçons  au  Collège  de  France  dans  le  dernier  semestre  de 
l'année  courante.  J'ai  présenté  en  particulier  à  mes  auditeurs  l'ana- 
lyse du  Mémoire  de  M.  Malmsten,  dont  il  a  été  question  plus  haut, 
et  dont  je  crois  avoir  simplifié  quelques  détails.  J'ai  pris  pour  point 
de  départ  la  définition  des  fonctions  T{p)  donnée  par  M.  Gauss.  à 
savoir,  que  F  {p)  est  la  limite  vers  laquelle  tend,  pour  m  grandissant 
à  l'infini,  la  formule 

,  ,  12.3..  .rn.mP-' 

T  (p,  m)  =^  — -, ^ ; ;• 

>.  Cette  définition,  qui  permet  à  la  variable  p  d'être  indifférem- 
ment positive  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire,  conduit  de  la  manière 
la  plus  simple  aux  propriétés  fondamentales  des  fonctions  F,  c'est-à- 
dire  aux  équations  connues 

T(p  +  i)  =  pr[p),    r(/,)r(i-/>:)  =  ^, 

[*]  J'aurais  dû  ajouter  qu'une  intégration  par  parties  réduit  celte  intégrale  double 
à  une  intégrale  simple.  Le  reste  s'obtiendrait  même  sur-le-champ  sous  cette  dernière 

forme  en  développant suivant  les  puissances  de  t  dans  la  foi  mule 

qui'  résulte  immédiatement  de  celle  dont  nous  nous  sommes  servis  et  où  nous  avons 

développé  arc  tang  -■ 
P 

57.. 
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et 

n  —  I 

r(/,)r(p  +  ;)-r(p4-^)  =  (27:)    '   n'^""  v  {np), 

dont  la  seconde,  écrite  ainsi 

T{p)T{-p)= ^^—, 

montre  comment  le  cas  où  la  variable  p  est  négative  ou  à  partie  réelle 
négative  se  ramène  à  celui  où  p  est  positive  ou  à  partie  réelle  positive. 
Ceci  est  souvent  utile,  car  la  formule  de  Stirling  même,  complétée 
par  un  reste,  et  cette  formule  curieuse  de  Gudermann , 

.^(p)=2[(P  +  '"  +  i)l°g(/+/7T^)-  ']' 

où  m  ^  o,  I,  2,...,  et  beaucoup  d'autres  formules  encore,  s'étendent 
aisément  au  cas  de  p  imaginaire  à  partie  réelle  positive,  mais  non 
pas  à  partie  réelle  négative. 

»  J'ai  cité  en  passant  la  formule  de  Gudermann ,  dont  j'ai  donné 
dans  mes  leçons  deux  démonstrations  différentes,  pour  avoir  une  oc- 
casion d'avertir  qu'il  n'y  a  rien  de  fondé  dans  la  crainte  que  Guder- 
mann exprime  (vaguement,  il  est  vrai),  que  sa  formule  ne  soit  en 
contradiction  avec  celle  de  Stirling.  Loin  de  là,  on  tire  assez  facile- 
ment de  la  formule  de  Gudermann  la  série  de  Stirling  et  une  expres- 
sion du  reste  qui  la  complète. 

»  L'exponentielle  mP~\  qui  entre  dans  l'expression  de  F  (/>.  m), 
montre  quelles  sont  les  combinaisons  des  fonctions  F  {p)  dont  on  doit 
espérer  les  plus  belles  propriétés.  Ce  sont  celles  où  l'exponentielle 
disparaît.  Telle  est  la  combinaison  si  connue 

telle  est  aussi  la  combinaison 

Y  {ap  -\-  b)...r[aip  +  bi) 
Y{a'  p  +  b')...Y{a',p-^-b'-y 
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quand  on  y  suppose 

a  -h  ...  -h  ai  ^  a'  +  ...  -h  a] , 
et  en  particulier  la  combinaison 

T{p)r{c,p)...Ticr.-^-'p), 

où  a  est  une  racine  imaginaire  de  l'unité,  en  sorte  que  a'  =:  i,  et 
dont  l'étude  présente  beaucoup  d'intérêt.  Quand  on  prend  pour  a. 
une  racine  cubique  de  i,  on  a 

,:r(/>)r(ap)r(aV)  =  ;>M,.+^^)  (.+1)  (i  +  g)- 

et  le  produit  <p{p)  placé  au  second  membre,  analogue  à  celui  dont 
dépendent  les  sinus  ou  les  différences  d'exponentielles,  mais  d'un 
ordre  supérieur,  puisque  les  diviseurs  sont  des  cubes  et  non  plus  des 
carrés,  s'obtient  de  suite,  en  quantités  trigonométriques  et  exponen- 
tielles, par  son  expression  en  F,  quand  p  est  un  entier  positif  :  quand 
p  est  un  entier  négatif,  un  des  facteurs  du  produit  s'évanouit;  mais  ce 
facteur  supprimé,  le  produit  des  facteurs  restants  se  calcule  aussi 
sans  peine. 

"  Il  y  a  d'autres  produits  semblables  qui  se  rattachent  à  celui-là, 
et  qui  donnent  lieu  à  des  équations  du  genre  de  celles  qui  fournissent 
sin  np  ou  cos  np  par  sin  p  et  cos  p.  Soit,  par  exemple, 


Mp)=  (' 


et  vous  aurez 

9(2/))  =  8(û{p)']i{p). 

Mais  je  réserve  ces  développements  et  d'autres  encore  pour  la  publica- 
tion de  mes  leçons.  » 
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UNE    CLASSE   REMARQUABLE  DE   SÉRIES   INFINIES; 
Par  m.  E.-G.  BJÔRLIIVG. 


[  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Sciences  de  Stociiholin  ,  le  1 3  mai  1 846. 


Le  terme  général  u„  d'une  série  infinie  étant  tel  qu'on  ne  peut  assi- 
gner  quelque    limite  définie  vers  laquelle  le   rapport  -^-  converge 

quand  n  croît  indéfiniment,  on  sait,  qu'en  général,  on  ne  peut  rien 
décider.,  à  l'aide  des  découvertes  faites  jusqu'à  présent  dans  le  champ 
ties  séries  infinies ,  relativement  à  la  convergence  ou  la  divergence  de 
la  série.  On  peut  voir  pourtant  de  quelle  importance  est  cette  sorte 
(le  séries  infinies,  si  l'on  observe,  par  exemple,  que  la  plupart  des 
séries  dont  les  termes  généraux  sont 

(i)  f  {n).sinw„     et     y(rt).cosiv„, 

/ [n)  étant  le  n""""  des  termes  positifs, 

(2)  y\0,     /{■,),     /(3).     etc. 

s'y  rapportent.  Une  espèce  de  ces  séries  [*],  et  précisément  celle  qui 
se  présente  le  plus  souvent,  vient  d'être  examinée  décisivement  par 
M.  Malmsten  dans  les  Nm'a  Acta  de  la  Société  royale  des  Sciences 
d'Upsal[*].  Par  suite  de  cet  examen,  on  est  maintenant  assiu-é  que 


[*]  Nova  Acta  reg.  Societ.  scient.  Upsal,  vol.  XII  :  Note  sur  In  convergencr  dix 
séries,  par  C.-J.  Malmsten.  Cette  Note ,  du  moins  en  partie,  a  été  insérée  ensuite  dans 
le  Journal  de  M.  Grunert  '  /trrhiv  dir  Mathemnt   iind  l'/ijsi/.  ,  tome  VI). 
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les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 
(3)  j  [n) .  %\n  mv     et     fin).cosnu\ 

lorsque,  n  croissant  indéfiniment ,  \'\m  f  i n)  est  =  o,  sont  cotivprgentes 
pour  toute  valeur  réelle  de  w  [*]  qui  ne  soit  pas  de  la  forme  ±  %h-, 
[k  étant  un  nombre  entier  ou  zéro).  Au  reste,  parmi  les  séries  c!e  la 
forme  (i  ,  l'espèce  en  question  est,  je  crois,  la  seule  qui  ait  été  jus- 
qu'à présent  étudiée  d'une  manière  satisfaisante  [**]. 

§  1". 

En  examinant ,  il  y  a  peu  de  temps,  le  théorème  conceinant  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  générale  [i-i-  .r}"--^'^-',  le  module  de  la 
variable  x  étant  précisément  l'unité  [***],  suivant  les  puissances  as- 
cendantes et  entières  de  cette  variable,  il  m'a  été  permis  de  jeter  un 

[*]  Pour  éviter  toute  espèce  de  confusion  dans  ce  qui  va  suivre,  qu'il  me  soit  per- 
mis de  rappeler  ici  une  précaution  fort  nécessaire  dans  la  théorie  des  séries.  En  effet , 
(f  liant/  on  est  parvenu  à  démontrer  qu'une  série,  dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une 
quantité  x,  converge  (  ou  diverge)  pour  chaque  valeur  donnée  de  x  jusqu'à  une  certaine 
limite  X,  //  ne  faut  pas  croire  que  la  série  continue  nécessairement  de  eonverger  [ou  de 
diverger)  pour  des  valeurs  de  x  indéfiniment  près  de  celte  limite.  C'est  ce  que  j'ai  ob- 
servé plus  en  détail  dans  une  note  sous  le  texte  du  §  l"  dans  mes  Doctrinœ  serierum 
infinitarum  exercitationes,  pars  i',  insérées  dans  les  Nova  Acta  reg.  Socict.  sciejit. 
Upsal,  vol.  XIII.  Pour  l'instant  il  suffit  du  peu  de  mots  qu'on  vient  de  lire,  afin  que, 
dans  ce  qui  va  suivre,  des  termes  tels  que,  par  exemple,  une  série  est  convergente 
(divergente)  pour  chaque  valeur  positive  de  x  ou  pour  chaque  valeur  négative  de  x , 
soient  bien  entendus. 

[**]  La  démonstration  même  dont  se  sert  M.  ^lalmstcn,  dans  la  Note  citée,  est  à  la 
fois  très-claire  et  très-simple.  Cependant,  on  peut  lui  donner  un  plus  grand  dei^re 
d'évidence  encore,  et  la  faire  dépendre  du  seul  caractère  \\mf{n]  =  0.  Je  suis  bien 
fâché  de  me  voir  ici  réduit  à  la  nécessite  de  prévenir,  à  cet  égard,  l'auteur  éminent, 
pour  me  procurer  le  moyen  d'effectuer  la  démonstralir.n  du  théorème  III  ci-dessous. 
Aussi  il  faut  avouer  que  c'est  l'auteur  lui-même  qui  a  fixé  premièrement  mon  atten- 
tion,  non-seulement  sur  la  possibilité,  mais  aussi  sur  la  forme  même  d'une  démon- 
stration améliorée  de  sa  proposition. 

[***]  Dans  \a. pars  i"  des  Doctrinœ  serierum,  etc.,  déjà  citées,  je  me  suis  occupe  de 
recherches  sur  le  développement  de  cette  fonction  générale  ,  dans  le  cas  du  module 
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coup  d'œil  dans  l'intérieur  du  système  des  séries  mentionnées  dans 
les  premières  lignes  ci-dessus.  11  m'en  a  réussi ,  entre  autres  choses , 
de  démontrer  rigoureusement  un  théorème  général  [voir  le  théo- 
rème III  ci-dessous)  dont  la  proposition  que  je  viens  rappeler,  concer- 
nant les  séries  (3),  ne  fait  qu'un  simple  corollaire. 

Parmi  les  séries  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  le  présent  Mé- 
moire, considérons  d'abord  l'espèce  des  séries  (t)  pour  lesquelles 

!n'„  =  arc  tanç; 1-  arc  tano; f-  arc  tang ^  +... 
»p  +  I                            f^p  +  2                           »p  +  3 
+  arc  tan^ » 

le  signe  arc  tang  désignant ,  comme  à  l'ordinaire,  un  arc  limité  par 
±  -1  p  étant  réel  non  négatif  et  v  positif  ou  négatif.  La  somme  (4), 
dans  ce  qui  va  suivre,  sera  représentée ,  pour  abréger,  par  le  signe  A„. 
Il  est  boi\  d'observer  d'avance,  quant  à  !a  nature  de  la  somme  A„, 
que  (f  étant  positif)  cette  somme  croît  indéfiniment  avec  n,  bien 
qu'à  partir  du  terme  n'""*",  chaque  terme  particulier  pour  de  très- 
grandes  valeurs  de  n  soit  très-petit  [*].  Cela  posé,  il  est  clair, 
pour  parler  géométriquement,  que,  n  croissant,  l'extrémité  de  Tare 
que  représente  la  somme  variable  A„,  successivement,  mais  par  des 
pas  de  plus  en  plus  courts,  à  mesure  que  n  croîtra,  parcourra  la 
circonférence  entière  autant  de  fois  que  l'on  voudra,  et  que,  plus  on 


de  X  inférieur  à  l'unité,  et  sur  les  avantages  qu'on  en  peut  tirer  pour  la  théorie  des 
séries  dont  les  lermes  sont  réels.  L'examen  de  cette  même  chose  pour  le  cas  du  mo- 
dule de  X  égal  à  l'unité  est  réservé  pour  la  pars  2"  des  mêmes  Excrcilationcs. 

[*]  En  effet,  il  est  clair,  qu'à  cet  égard,  il  y  a  la  même  chose  à  dire  de  la  série 


arc  tane 1      arc  tant; i--)      arc  tani; 

^ f-^n  -k-i  °p-l-«-t-2  °p  +  /j 

f|ue  de  la  série  même 

p  -(-/•/  -i-  I        p  -h  «  -t-  2  (■  +  n  +  m 
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avance  clans  les  séries 
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'     /(i)-sin 
/(2).sin 


(5)       et 


f  in) .  sin 

/(l).COS 
/(2).COS 

/  («).cos 


arc  tans 


P  +  •/ 
arc  tang  — h  arc  tane  -- —  ) ,  ■ 

arc  tane r  arc  tane  — h , 

^p-HI.  Op+2 


arc  ta 


ne ) 


arc  tang 
arc  tang 


P-Hl 


p4-i 


arc  tang 


arc  fans 


arc  tang 


^)^ 


arc  tane 

^  0  H-  «  , 


plus  y  seront  longues  les  périodes  des  termes  de.  même  signe. 

Observons  en  outre  que,  dans  le  même  cas  {i>  positif),  la  somme 


(6)     arc  tane h  arc  tane 

^     '  °p-t-«-|-l  "  p  -h  n- 


arc  tang 


ou ,  pour  a 


bréger, 


est  constamment  inférieure  à 


partant  aussi  inférieure  à 


n  -h  i         n  -\-  2 


et ,  à  fortiori ,  plus  petite  que 


^, 


en  sorte  qu'on  a,  pour  toutes  les  valeuis  de  «, 


(7) 


Bo„  ou  arc  tang 


P  +  «  +  I 


arc  tang 


Tome  XVII.  —  Décembre  i852. 


+  arc  tane < c  <  i'  ; 

"  p  -f-  2rt  "  +  t 
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et,  de  cette  remarque  jointe  à  la  précédente,  nous  pourrons  aisément 
déduire  la  proposition  que  voici  : 
Théorème  I.   Si  les  termes  positifs 

(8)  /(.),     /(.),     /(3)....,     fin),     etc., 

sont  tels  que,  pour  chaque  valeur  entière  de  n  au  delà  d'une  certaine 
limite, 

(9)  nf  [n)  soit  _  à  un  nombre  fini  N, 
les  deux  séries,  dont  les  termes  généraux  sont 

if  {n) .  sin  (arc  tang- 1-  arc  tang 1-  ...  4-  arc  tang  — —  j  ■> 
et 
/  («)-cos  (arc  tang h  arc  tang !-...+  arc  tang )  •> 

p  étant  réel,  non  négatif,  seront  divergentes  pour  des  valeurs  quel- 
conques positives  ou  négatives  de  v. 

Démonstration.  D'abord  il  est  clair  qu'il  suffira  de  faire  la  dé- 
monstration pour  le  cas  seul  des  valeurs  positives  de  v.  D'ailleurs, 
comme  on  sait,  il  suffira  de  montrer  que,  s„  désignant  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  l'une  et  de  l'autre  des  séries  dont  il  s'agit, 
la  différence 

n'est  point  pour  chaque  valeur  de  n  au  delà  d'une  certaine  lin)ite, 
quelque  grand  que  soit  le  nombre  entier  m,  numériquement  infé- 
rieure à  toute  limite  donnée. 

Quant  à  la  première  des  deux  séries  (10),  il  ne  faudra,  pour 
atteindre  ce   but-là,  que  considérer  un  nombre  n  quelconque  dont 

l'arc  correspondant  A„  se  termine  ou  au  point  ^  de  la  circonférence, 
on  du  moins  à  quelque  point  intermédiaire  entre  ^  et  ->  de  manière 
que  l'on  ait  sin  A„  =  ou  >  ^-  Qu'il  y  ait ,  en  effet ,  de  tels  nombres  n 
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aussi  grands  qu'on  voudra,  c'est  ce  qui  est  évident  d'aptes  ce  qu'on 
vient  de   dire  de   la  nature   de   A„.    Ici   notre  n  doit  être  supposé 

très-erand ,   afin   que   les  nombres   ,  ,  etc.,  soient  tous 

^  '  f-\-na-+-n  +  i  ' 

très-petits. 

Maintenant,  soit,  i".  y  =  ou  <  ^-  Alors  il  suit  de  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus,  que  chaque  sinus,  dans  la  série 

i  in  +  I  ) .  sin  (  A„  -1-  arc  tang ) ■, 

f  in  -h-  7.)  .sin  (  A„  -t-  arc  tang '■ h  arc  tane '- |  ••••: 

/  (2/O  •  sin  (  A,,  -î-  arc  tang J-...+  arc  tang — '- — 1  ■ 

sera  positif  et  supérieur  à -•   vu  que,   d'après   la  formule  (7),    toute 

somme  Bjn  est   <  f,   et  partant  ici   <  ^-  Par  conséquent,  tous  ces 
termes  seront  positifs,  et  leur  somme 

>^[/(«  +  0+/("-^)+-+/(2«)], 

et  partant  aussi,  en  vertu  du  caractère (9), 

^    N  /     I                 I                        I  \ 
> \ ; \-■■■-^ )' 

2\/2-|-I  fl  -\-2  2/2/ 

et,  à  fortiori , 

>T 

Soit,  -2°.  en  général,  v  :=  ou  <  k  ■  ~(k  désignant  un  nombre  en- 
tier quelconque).  Puisque,  pour  chaque  nombre  entier  m, 

„  m  mk        r.  mk     t: 

B„+,„  est   <  — —  i'  <  — —  •  5  <  —  •  ^, 

«  -t-  1  «  -f-  I      3  no 

il  s'ensuit  que,  si  l'on   prend  pour  m  le  plus  grand  nombre  entier 

58.. 
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compris  dans  j  (  d'où  —  T^  '  )  '  chaque  sinus  dans  cette  série 

/(«  H-  I  ) .  sin  (a„  +  arc  tang  ^  ^l  ^  ^)  ' 

fin  -+-  2  ) .  sin  (  A„  -f-  arc  tane '■ h  arc  tang '- ) ,  •  ■  • 

f'(7i  -+-  m) .  sin  (  A„  +  arc  tane h . . .  -t-  arc  tang )  ■ 

sera  supérieur  à  -■>  vu   que    toute   somme   B„^,„   est    <  ^-  Par  consc 
q lient,  tous  ces  ternies  seront  positifs,  et  leur  somme 

>^[/("-t-0+/(«+  2)+. .  +  /(«  +  «)], 

et  partant  aussi ,  en  vertu  du  caractère  (g), 

>  -( \ h... H ; —    , 


m  N  II        ^      ^ 

>  ; -,-; ,  •  —  >  VU  que  7  est   <  ran-  i . 

et  ,  par  suite, 

>        -^ 


2('!-M) 


Donc  la  première  des  deux  séries  (10)  est  divergente. 

Quant  à  In  seconde,  on  peut  dire  à  bon  titre  que  sa  divergence  est 
une  conséquence  nécessaire  et  évidente  de  celle  de  l'autre;  mais  on 
peut  aussi  s'en  convaincre  d'une  manière  parfaitement  semblable  à 
celle  que  nous  avons  employée  dans  ce  qui  précède,  pourvu  que 
l'on   y  considère   un   nombre   quelconque   n    dont   l'arc  correspon- 

<lant  A„   se    termine   ou    au    point  —  de  la   circonférence,    ou.   dw 
moms,    a    quelque    pouit    compris    entre    ^  et   ir.    I  en    sorte   tpic 
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cosA„=  ou  >  -|,  et  que,  du  reste,  on  y  remplace  simplement  le 
mot  sinus  par  le  mot  cosinus. 

§  "• 

Considérons,  en  second  lieu,  la  proposition  suivante,  dont,  au 
surplus,  la  première  partie  n'est  qu'un  corollaire  du  précédent  théo- 
rème I ,  et  dont  la  seconde  partie  peut  servir  d'introduction  à  la  pro- 
position plus  générale  qui  fait  l'objet  du  §  lll. 

Théorîîme  II.  1°.  Les  termes  positifs  (8)  étant^  dans  le  théorème 
précédent,  tels  que,  pour  chaque  valeur  entière  de  n  au  delà  d'une 
certaine  limite, 

(9)  nf  (n)  soit  _  à  un  nombre  fini  N, 

les  deux  séries,  dont  les  termes  généraux  sont 


cos    arc  tanir h  arc  tan;»  — 

\  P  -H  I  "  p  ■ 


(  arc  tant; )  cos  (  arc  tanii )  •  •  •  cos  [  arc  tanir ) 

\  ^p  +  '/         \  p-l-a'  V  \''  +  «/ 

('•)^et 

sin  I  arc  tani" h  arc  tanir 1-...+  arc  tanL' | 

f/„^  \  P-^' P+^ ^p+r,> 

J  y'-i  '     (  "  \     f  "  \        /  '■   V 

cos    arc  tanir |  cos  1  arc  tang •  •  •  cos    arc  tan,'; ) 

V       °f--t-i;     V        p  +  2;       V       "p-f-"/ 

seront  divergentes  pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou  néga- 
tives de  V. 

2".  Mais,  si  lesdits  termes  (8)  sont  tels  que,  pour  chaque  valeur 
entière  de  n  au  delà  d'une  certaine  limite, 

(q'^  nf[n)  soit~  à  un  nombre  fini  N; 

alors  les  deux  séries  dont  les  termes  généraux  sont,  non  pas  précisé- 
ment les  deux  expressions  (11),  mais  bien  ces  mêmes  expressions  af- 
fectées l'une  et  l'autre  du  facteur  (—  i)",  serotit  convergentes  pour 
toute  valeur  réelle  de  v. 
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La  première  partie  de  ce  théorème  n'est  que  la  proposition  même 
que  l'on  %'ient  de  démontrer  dans  le  paragraphe  précédent,  parce 
que  l'expression 

^     '              I                <■    \        ^                 ■■'     \           l                "     \ 
cos    arc  tane cos  (  arc  tani: 1  •  •  •  cos    arc  tane; 1 

OU ,  ce  qui  revient  au  même  , 

est  elle-même  une  f  {n)  positive  qui  satisfait  à  la  condition  (9),  vu 
que  le  dernier  facteur  radical  nest  évidemment  jamais  inférieur  à 
l'unité. 

La  seconde  partie,  nous  le  répétons,  n'est  qu'un  cas  très-particulier 
de  la  proposition  générale  que  contient  le  théorème  111  [*]  dont  la 
démonstration  sera  complètement  faite  dans  le  paragraphe  qui  va 
suivre.  Cependant  il  est  à  propos  d'énoncer  ici  déjà ,  comme  une 
conséquence  évidente  et  remarquable  du  présent  théorème  II ,  la  pro- 
position suivante  : 

Corollaire.    Tout  comme  la  série  qui  n  pour  terme  général 

est  divergente,  tandis  que  celle  qui  a  pour  terme  (—1)""^' est  con- 
vergente; de  même  aussi  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

cos  (  arc  tanj? 1-  arc  tane H--  -H-  arc  tane | 


;.3)  {et 


(  arc  tanii )  cos  (  arc  tane )  •  •  •  cos  (  arc  tane ) 

\  P  -I-    '/  V  p-1-2/  \  p-f-"/ 


sin  (  arc  tane (-  arc  tane !-■••-+-  arc  tane ) 

\  °  p  -(-I _(>  -h  1 ^  p  -\-ri) 


i  (  arc  tane |  cos  (  arc  tane |  •  •  ■  f  os  (  arc  tane 1 

V  ^p  +  '/  \  ^p-+-2/  \  ^P+"/ 


[*]  Foir  la  Note  I  à  la  fin  de  ce  Mémoire. 
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(III,  ce  (lui  revient  au  même. 

X 

i3')/et 


X  cos  I  arc  tang  —^ h  arc  tang f- . . .  +  arc  tang 


X  sin  (  arc  tang  — "- h  arc  tang — "- 1-...+  arc  tang — —  ]■> 


seront  divergentes  [v  étant  soit  positif,  soit  négatif),  tandis  que,  au 
contraire,  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont  ces  mêmes  expres- 
sions affectées,  l'une  et  l'autre,  du  facteur  ( —  i  )""^' ,  seront  convergentes 
pour  toute  valeur  réelle  de  v. 

§  ni- 

Maintenant  nous  allons  démontrer  cette  proposition  capitale  : 

Théorème  IH.   Les  termes  positif  (8)  étant  tels  que,  pour  chaque 
valeur  entière  de  n  au  delà  dune  certaine  limite, 

(9')  nf  [n)  soit  ~~,  à  un  nombre  f ni  N, 

les  quatre  séries,  dont  les  termes  généraux  sont  ou  le  produit  de 

cos  (  arc  tang 1-  arc  tang •  H-...+  arc  tant; ) 


:  tang 1  cos  (  arc  tan? )  •  •  •  cos  (  arc  tang ) 

soit  par  cos  niv,  soit  par  sin  nw,  on  bien  le  produit  de 

.    /                 i-                         <-                                '■     \ 
sin  I  arc  tang \-  arc  tang h--  -h  arc  tang 1 


(<5)    /("] 


p  -^  ' ?■ 


cos  1  arc  tanc  ■ )  cos  (  arc  lan^ 1  •  ■  ■  cos  |  arc  tang I 

\  p  -H  I  /  \  '^  r-  -h  2/  \  "^  p  +  n  I 

soit  par  cos  «iv,  soit  par  sin /ziv  (p  étaiit  réel,  non  négatij  ),  seront 
toutes  convergentes  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  v  et  de  tv, 
excepté  seulement  pour  des  valeurs  de  iv  de  Informe  ±  ik-  [k  dési- 
gnant un  nombre  entier  ou  zéro). 

Démonstration.    Observons    d'abord   que,    si    l'on   désigne,   pour 
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abréger,  par  A^  la  somme 

arc  tang h  arc  tang !-...+  arc  tans 

Sf-h   I  "  p  +  2  ï 

on  a  évidemment 

cos  A„ ,  I 


(.6) 


cos 

arc  tang 

1  cos    arc  tani;  ■ )  •  •  •  cos 

/             \                  ^f  +  2/                   ' 

/                                  V            \ 

arc  tans 

V             "  p  -H  /j  -H  I  / 

P+Z'+i 

cos 

arc  lantr 

1  cos  (  arc  tan<; )  •  •  ■  cos  I 

'/     \       "^p  +  ^y 

[  arc  tariîï 1 

- 

sin  Aj,+, 

(arc  tans; 1  cos  (  arc  tang 1  ■  •  •  cos  (  arc  tans | 


P  +  /J  +  I 


ces  A„ 


et 


(i?) 


cos   arc  tans I  ces    arc  tans •  •  ■  cos    arc  tans 

\  °P+>/  \  °P  +  2/  V  P  +  °/ 

Maintenant,  pour   éviter   toute  espèce  de   confusion,    distinguons 
deux  cas  A  et  B,  suivant  que  v  diffère  de  zéro,  ou  que  v  =z  o. 

A.   Supposant  d'abord  que  v  ne  soit  pas  zéro,  voici  comment  nous 
raisonnerons  : 

i".    Quant  à  la  série  dont  le  terme  général  est 

cos  A„ 


'4')      f{n) 


(  arc  tans )  cos  (  arc  tans |  •  •  •  cos  (  arc  tans i 

V  ^(.-b    il  \  ^p  +2j  V  P+"l 


il  suffira,  comme  on  sait,  pour  prouver  la  vérité  de  notre  assertion, 
de  montrer  que,  s„  désignant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série,  la  différence 

s„ 


cos  A„ 


S,./              1                                                                           C0SA„+'  ,        ,     ., 

fin^.)^ ^-T-7 7-X 7— ^-^cos(«4-0.., 

;  _ ,  cos    arc  tan" cos  I  arc  tans •  •  •  cos    arc  tang ; 

devient  pour  chaque  valeur  de  n  au  delà  d'une  certaine  limite,  et 
quelque  grand  que  soit  le  nombre  entier  m,  numériquement  infé- 
rieure à  toute  limite  donnée. 


PURES  ET  APPLIQUEES. 
En  vertu  de  la  formule 

(fg)  îcosasiri,^  =sin  (a  +  p)  —  sin(a  —  /5)  [*], 

l'égalité  (  i8),  en  y  prenant  a  =  [n  +  i)  w,  fi  =  -,  se  réduit  à 
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(.o) 


X     sin  In 


"^iSn+m  —  S„)sïn- 

cos  A„^_/ 


cos    arc  tant; 


cos    arc  tanc  ■ 


p  +  2 


j  •  •  •  COS  (  a 


--f{n+m 


h  i  -\-  ~  \  w  —  sin  (  «  +  i 
cos  A„+ 


sin  \n  -^  m  -\ —    w 


cos    arc  tanp 


îin  (/2  +  I \  w 


cos    arc  tani; 


-/(n  +  3) 


cos  A„ 


cos    arc  tant; •  •  •  cos    arc  tani; I 

\  ^  p  +  I  /  \  ^  p  -)-  /;  -H  I  '  (  ,_ 

cos  A„+î 


cos  1  arc  tani; 1  •  •  •  cos    arc  tancr ,  , 

cos  A„+, 


Sin  [n-\-i  +  -\  w 


cos    arc  tani; •  •  ■  cos    arc  tang 

\  p  +  '    '  \  "  p  +  «  -t-  2 


>sin    «-H'i+  -    w 


cos    arc  tang ]  •  •  •  cos  I  arc  tang 


p  +  «  +  3/ 


/("  +  '«-') 


;    arc  tang 1  • 

\  "  p  -H  I  ' 


■  cos    arc  tans 


■.-\-n-\-m- 


—  f{n  +  m) 


>sin  (n  +  in i 

(  \  2/ 


(arc  tang  ^)  -«^os  («--c  tang  -^ 


[*]  On  voit  que  nous  prenons  pour  point  de  départ  la  même  formule  élémentaire  que 
M.  Malmsten  dans  son  Mémoire  ci-dessus  mentionné. 
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Cela  posé,  il  est  clair  que,  n  croissant  indéfiniment,  les  quantités 
contenues  dans  les  deux  premières  lignes  de  cette  expression,  s'ap- 
procheront indéfiniment  de  zéro  avec/(«)  même  [selon  la  formule  (9')], 
à  cause  que  le  facteur 

(^')      -' ;; — ^ 7 ;; — \ 7 ,; — r' 

cns  (  arc  tanc )  cos  (  arc  tan" ]  ■  •  ■  cos  arc  tant; ) 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

bien  que  n  croisse  à  l'infini,  conserve  toujours  une  valeur  finie,  vu 
que  ce  facteur,  en  vertu  de  la  formule  i  +  jt  <  p^  (x  positif)  est 
évidemment  inférieur  à 


(22) 


y   /' L(P-I-' )' "^  (p -1- 3)-- '*'-'^  (p  +  n)' J_ 


Pour  abréger,  nous  désignerons  par  /  le  nombre  fini  qui  est  la 
limite  dont  s'approche  indéfiniment  l'expression  (21),  lorsque  n 
croît  indéfiniment  [*]. 

De  plus,    quant  à   l'autre  partie  de   l'expression  (20'),  savoir  la 

[*J  Quoique  cela  ne  soit  point  nécessaire  ici,  il  est  bien  loin  ilY'tre  étranger  au  sujet 
dont  il  s'agit ,  de  remarquer  en  passant,  que  cette  limite,  dans  le  ras  particulier  c  =r  o. 
est  précisément  le  nombre 


/^"TT ^— "ÎT 

('")  v/^ 

V  2PT- 

En  effet ,  puisqu'on  a,  pour  chaque  valeur  de  x,  réelle  ou  imaginaire, 

^_iîLi^„„,(,_î:)(,._4L)(,_^\...(,_^), 

X  \  71' '    \  7.--n^  !    \  S'tt'/         \         n'T:-  j 

en  faisant  croître  n  indéfiniment,  et  eu  posant-  -=^v\j  —  i,  on  olitietit  de  suite 


sin  \va\l —  I  ) 
<•  jr  v/  —  I 


.est-à-dire     1__^  =  lim  (  ,  +  iji)  (,  +  ^)  ...  (  .  ^  ^_) . 
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somme 

COS  A„^.,  \ 


(^3)    S 


/(«  +  '•) 

COS  I  arc  tang )  •  •  •  cos  1  arc  lariL' 

,-,  >  cosA„+,+, 


n  +  il 


COS  I  arc  tang )  ■  •  •  cos  I  arc  tang 


(a3M     S 


p+i/  \  °pH-«  +  (-f-i,, 

elle  se  réduit,  en  vertu  de  !a  relation  (i6),  à 

[/(«  +i)  —  /(«  -\-  '  +  i)] COS  A„+, 
H — - , /(«  +  /  + 1  )  sin  A„+, 


sin  [n  +  i-h  -)  w, 


1 

sin 

(,..,.y.„ 

( 

,  arc  tang 

\                 1 

0  +  : 

-  )••■  ces  (  arc  tang  - 

"          \ 

■-  +  «  +  ',/ 

Cette  somme,  évidemment,  n'est  pas  plus  grande  que  celle  qu'on  ob- 
tient après  avoir  remplacé  l'expression  sous  le  signe  ^  par  sa  valeur 
numérique,  et,  par  suite,  elle  est  numériquement  non  supérieure  à 

'=:;;-'  I     (/(« +  0 -/(«  +  '■ +  0] COS A„,,- 

(24)       ^      valeur  numérique  I  c  ,,      ,    •   ,     \    •     » 


/T       7    c   \2- 

X 


-  J  {n+  «  +  ))  sin  A„ 


\/[-c-hn-[-c-^.)']' 

par  conséquent ,  numériquement  inférieure  au  produit 

'  =  "'->                                  (       [/(«  +  /)—/(«  +  / +  1)]  COS  A„+,l 
Z.g     valeur  numérique  ^ y  („  +  ,•  +  ,)  ^in  A„., 

et,  à  plus  forte  raison,  au  produit 


[*]  En  effet,  il  est  clair  que  la  différence /(«  + 0 -/(«  +  '  + ')  «'»"'  positive 
ssi  bien  que ^ /(«+'+•)>  '*  valeur  numérique  de  l'expression 

[/(«  +  '■)-/(«  +  '  +i)]cosA„^,  +  ^_^^;j,.^/("  +  '•  +Osin  A,,..., 
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V  désignant  la  valenr  numérique  de  t';  en  d'autres  termes,  elle  est 

numériquement  inférieure  au  produit  de  l  par 

(2b         /    ,z  -f-,)  __   /    „  -4_  m)  +  V  •    ■'-! '■  +■'  '        ,  ^  +  ...-i-'^J .' 

'  ^     \  /  ^       ;2  _(_   2  «4-3  «-(-'"_ 

et  enfin,  en  vertu  du  caractère  (g'),  numériquement  inférieure  au 
produit  de  /  par 

{9.7)      /■(«  + 1)  -  y\«  -H  m)  +  VN  •  [7-^,  +  ^::^,T,  +  •■•+  r-r^.l- 

Ce  produit,  tout  comme  la  fonction  même  f{n),  est  évidemment 
pour  chaque  valeur  de  n  au  delà  d'une  certaine  limite,  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  entier  m,  inférieur  à  tout  nombre  donné,  vu 

que  la  série  du  terme  général  —  est  convergente;  on  peut,  dès  lors, 

à  plus  forte  raison,  en  dire  autant  de  la  valeur  numérique  de  la 
somme  (23),    donc  aussi  de  celle  de   toute   la  somme  (20')   ou   du 

produit  2  (j„+,„  —  Sn)  sin  -  ?  et  partant  aussi,  au  moins  si  l'on  excepte 

les  valeurs  de  w  de  la  forme  ±  ikn,  de  la  valeur  numérique  de  la 
différence  même  5„_,„  —  .^n.  c.  q.   f.   d. 

2°.    Quant  à  la  série  dont  le  terme  général  est 

cos  A„ 


;>4")    /(«) 


cos  1  arc  tans; 1  •  ■  •  cos  1  arc  tang ) 


on  peut  prouver  la  vérité  de  notre  assertion  par  un  raisonnement 
semblable  au  précédent,  pourvu  que  l'on  y  prenne  pour  point  de  dé- 
part, au  lieu  de  la  formule  élémentaire  (19),  cette  autre 

{19')  2  sin  a  sin  fi  =  cos  (a  —  ^)  —  cos  {a  -+-  /5). 

Mais  exposer  ici  de  nouveau  ce  raisonnement,  serait  se  jeter  mal  à 
propos  dans  des  détails  tout  à  fait  superflus,  car  évidemment  toute 

ne  peut  surpasser  le  nombre  que  l'on  obtient  en  y  remplaçant  cos  A,,^.,  par  4-  i ,  et,  eu 
même  temps,  sin  A„^.,  par  ±1 ,  selon  que  l'est  positif  ou  négatif. 
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la  différence  entre  le  cas  actuel  et  le  précédent  consiste  en  ce  que 
certains  facteurs  figurant  dans  les  formules  ci-dessus,  savoir, 

cos  [n  ■+-  i)  w ,     sin  (  «  -I-  /  H —  j  iv ,      sin  (n  -h  i )  tv , 

doivent  être  à  présent  remplacés  par  ces  autres 

sin  {n  ^  i)u>,      ~  cos  (n-+-i-h-)w,      —  cos  \n  -\-  i \  w. 

3".   Pour  prouver  la  vérité  de  notre  assertion  conceniant  la  série 
dont  le  terme  général  est 

(10')  J{n) — ^^cosmv, 

cos  I  arc  tang j  •  ■  •  cos  (  arc  tang j 

on  peut  procéder  parfaitement  de  la  même  manière  que  dans  le  i", 
pourvu  que  l'on  y  remplace  chaque  expression  de  la  forme  cos  A„_^; 
par  sin  A„^.,,  jusqu'à  la  ligne  marquée  par  la  formule  (2.3)  inclusive- 
ment; après  quoi  il  faut  se  servir  de  la  formule  (17)  au  lieu  de  la 
formule  (16),  en  vertu  de  laquelle  on  obtient,  au  lieu  de  la  for- 
uude  (23'), 

[/(«  +  ;•) —/(/î +  / +  i;]sinA„+,    ]  sin  |«  +  ;  4- -j  «' 
■_ /(/?  -t-  (  +1)  cos  A„^, 


cos    arc  tan;: •  •  ■  cos     arc  tang 

\  °  p  +  I  /  \  °  p  -t-  « 

Comment,  après  cela,    s'accomplira   la  démonstration,   c'est  chose 
évidente  par  ce  qui  a  été  dit,  dans  le  1°,  après  la  formule  (23). 

4°.  Et  de  même,  on  concevra  aisément,  d'après  ce  qui  a  été  donné 
déjà  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'ajouter  aucune  explication,  ce  qu'il 
faut  faire  pour  prouver  enfin  la  vérité  de  l'assertion  concernant  la 
série  dont  le  terme  général  est 

r      s  sin  A„ 

/  ^^")  •  —7 V-\ 1 T        " 

cos  I  arc  tang •  •  •  cos  I  arc  tang  — - 

Ainsi    nous    avons   établi   notre    théorème   III   pour   toute  valeur 
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réelle  de  v ,  différente  de  zéro  [*];  le  cas  de  t»  =  o  reste  à  examiner. 
B.  Soii  donc  à  présent  i»  =  o.  Il  est  clair  d'abord  qu'il  ne  faut  de 
démonstration  que  pour  les  séries  des  termes  généraux  (i^)  [**].  De 
plus,  cette  démonstration,  qui  n'est  qu'une  simple  modification  de 
celle  indiquée  dans  la  section  i°  ci-dessus,  va  montrer  que,  dans  la 
supposition  dont  il  s'agit  ici,  le  théorème  est  vrai,  non-seulement 
quand  f  (n)  satisfait  à  la  condition  (9'),  mais  encore  toutes  lesJoi.'< 
que,  n  croissant  indéfiniment,  lim  J  («)  est  =  o  [***]. 

En  effet,  il  est  évident  d'abord  que  la  démonstration,  donnée  dans 
le  i",  jusqu'à  la  formule  (20')  inclusivement,  subsiste  pour  toute  va- 
leur réelle  de  v.  De  plus,  comme  le  nombre  désigné  par  /,  dans  le 
cas  particulier  dont  il  s'agit  ici,  se  réduit  à  l'unité,  on  pourra  de  la 

remarque  seule,  que  l'on  a   lim    f  {n)  =  o,  conclure  que,  71  croissani 

("  =  »  ) 
indéfiniment,  les  quantités  dans  les  deux  premières  lignes  de  cette  for- 
mule (20')  s'approcheront  indéfiniment  de  zéro.  Et  quant  à  l'autre  par- 
tie de  cette  même  formule  (20'),  savoir,  dans  le  cas  présent, 

(^■^")  S      [/(«  +  '■)-/("  + '  +  ')jsin  («  + /  +  ^)  tP, 

la  valeur  numérique  de  cette  somme  évidemment  n'est  pas  supérieure  à 

(.5')  S      [/("  +  0  -/(«  +  '■  +  >)]' 

c'est-à-dire  à  la  différence 

(27')  /(«4-i)-/(n-f-m), 


[*]  Il  est  bon  do  remarquer  que,  d'après  la  démonstration  ci-dessus,  la  proposi- 
tion énoncée  subsiste  encore  pour  des  valeurs  numériques  indéfiniment  petites  de  i'. 

[**]  Voilà  le  cas  particulier  de  notre  théorème  dont  nous  avons  dit,  au  com- 
nieneement  de  ce  Mémoire,  qu'il  a  fait  l'objet  de  la  discussion  de  M.  Malmsteii  dans 
les  'Nova  Arta  de  la  Société  des  Sciences  d'IJpsal. 

[*"]   r^ir  la  troisième  note  dans  le  texte,  immédiatement  avant  le  §  I''' ci-dessus. 
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qui,  visiblement,  eu  vertu  de  la  seule  propriété  [un  / {n)  =  o,  s'éva- 
nouit pour  f2  ^  ce  . 

Cela  suffit ,  pour  le  cas  de  t'  =  o,  quant  à  la  série  du  terme  géné- 
ral (i4')-  De  plus,  si  l'on  observe  qu'une  semblable  modification  de  la 
démonstration,  dans  la  section  2"  ci-dessus  indiquée,  suffit  pour  ce  qui 
concerne  la  série  du  terme  général  (  i4")'  *^"  ^^  trouve  maintenant  au- 
torisé à  cette  conclusion ,  que  le  théorème  dont  il  s'agit,  dans  le  cas 
particulier  de  v  :=  o,  subsiste  dès  que  lim  f  (n)  est  ^  o ,  ce  qui  peut 

(n  =  M  ) 

aussi  s'exprimer  ainsi  : 

Corollaire.  Les  termes  positifs  (8)  étant  tels  que,  n  croissant  indé- 
finiment, lim/(n)   soit  =0;    les   séries  dont  les   termes  généraux 
sont 
(3)  f{n).smnw,     /'(n).cosmv, 

seront  convergentes  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  w,  qui  ne 
soient  pas  de  lajorme  ±  "ikr.. 

NOTE  I. 

La  vérité  de  la  proposirion  2",  dans  le  théorème  II  ci-dessus,  résulte  iinniédialemtnt 
lie  ce  qui  vient  d'être  démontré,  vu  que  poser  K'  =  7r,  dans  les  expressions  (i4') 
et  fi5'),  suffit  pour  les  réduire  aux  expressions  (n)  affectées  l'une  et  l'autre  du  lac- 
teur  ( — i)". 

Ajoutons  que  la  divergence  des  séries  de  ces  mêmes  termes  généraux  (i4')  et  (i5'j 
pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  c  lorsque  w  est  de  la  forme 
±2/17:  et  qu'en  même  temps  on  a  constamment,  pour  des  valeurs  de  «  au  delà 
d'une  certaine  limite , 

nf  {n)-^  k  un  nombre  fini  N , 

est  elle-même  constatée  par  la  proposition  i"  de  ce  même  théorème  II. 

NOTE  II. 

Pour  plus  de  simplicité  ,  nous  avons  posé,  dans  le  théorème  précédent  , 
cos  /?«'     et     sin  nw, 

comme  facteurs  dans  les  termes  généraux  des  séries  proposées.  CeiH-ndaiil  il  est  évi- 
dent par  la  nature   même  de  la  démonstration  ,  que  le  théorème  subsiste  également 
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pour  des  facteurs  de  la  forme  plus  générale 

cos(«-f-/j»'     et     sin  (« -H /-)  «', 
/■  désignant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro. 

NOTE  III. 

Il  est  à  propos  de  remarquer,  en  finissant,   i°  que   le  théorème  I  ci-dessus  suffit 
pour  établir  la  divergence  de  la  série  binomiale  [*], 

quand  on  y  suppose  x= — i  pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  i' , 
p  étant  ou  :^  o  ou  négatif  et  numériquement  <^  i  ;  et  2°  qu'on  peut  obtenir  la  somme 
de  certaines  familles  de  séries  qui  font  l'objet  du  théorème  III  précédent,  en  appliquant 

convenablement  le  théorème  binomial  à  des  expressions  de  la  forme  (i-f-x)  ''  '''  ', 
le  module  dex=  «(cos«'-l-  v' — i  sinw)  étant  =  i.  A  cet  égard,  nous  renvoyons  le 
lecteur  aux  Doctrinœ  scricrum  infinitarum  exercitationes  ci-dessus  mentionnées. 

r*]  Ou  bien  des  deuï  parties  à  la  fois  ,  de  la  partie  réelle  et  des  coelficients  du  y' — i  de  celle  série 
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Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Charles   Hermite, 

par  M.   ElSENSTEIN. 

Dans  la  communication  que  vous  me  faites  sur  les  formes  ter- 
naires, etc.,  vous  vous  êtes  extrêmement  approché  d'une  théorie  que 
jai  imaginée  pour  la  comparaison  des  formes  de  déterminants  quel- 
conques différents,  et  à  laquelle  je  vous  ai  déjà  fait  tme  légère  allusion 
lors  de  votre  séjour  à  Berlin.  Pour  les  formes  binaires,  on  arrive  par 
des  transformations  rationnelles  toujours  à  des  formes  dont  les  déter- 
minants sont  en  raison  de  nombres  carrés,  mais  vous  verrez  bientôt 
que  la  chose  est  toute  différente  pour  les  formes  ternaires  et  pour 
toutes  celles  d'un  nombre  impair  d'indéterminées.  Soit  proposée,  par 
exemple,  la  forme 

x'^  -\-  J^  -+-  z^  ; 

D  étant  un  entier  quelconque,  elle  se  change  par  une  substitution  S 
de  déterminant  D'^,  en  général,  dans  une  forme  de  déterminant  D*  ; 
mais  si  l'on  ajoute  la  condition  que  tous  les  coefficients  de  la  forme 
transformée  soient  divisibles  par  D,  on  obtient  DF,  la  forme  F  ayant 
le  nombre  D  pour  déterminant.  Cette  forme  est  alors  exprimée  ainsi  : 

F  =  ^[{oix-\-  [ij-h  '/zy  -h{a' x-\-^'j-\-y'  z)°+  (a".r-f-  j3"j'-t-  y"zY], 

le  système  linéaire 

a,     /3,    y 

a",  /3",   7" 

étant  assujetti  à  la  condition  que  tous  les  coefficients  de  F  soient  des 
entiers. 

La  question  principale  est  maintenant  celle-ci  :  Quelles  sont  ces 
formes  F  de  déterminant  D  qui  naissent  de  la  forme  très-simple 


D     D     D 

o,    o 

et  pour  chacune  quelles  sont  les  substitutions  différentes? 

Tome  W'U    —  Uécembre  iSOî.  OO 
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Je  trouve  qu'en  général  toutes  ces  formes  F  appartiennent  à  des 
genres  déterminés,  et  que,  réciproquement,  toutes  les  formes  de  ces 
genres  ont  la  propriété  dont  il  s'agit;  pour  le  nombre  des  transforma- 
tions il  y  a  des  théorèmes  très-simples.  Pour  abréger,  je  suppose 
D  ^=  pp' p" ...  égal  au  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  inégaux, 
deux  excepté.  On  a,  dans  ce  cas,  les  théorèmes  qui  suivent.  Nommons 
deux  systèmes  S  et  T  équivalents  à  droite  si  l'on  a  une  relation  de  la 
forme  S  =  T  x  E,  et  équivalents  à  gauche  si  ces  systèmes  sont  liés 
par  une  relation  de  la  forme  S  =  E  X  T,  le  signe  X  dénotant  la 
composition  des  systèmes,  et  E  étant  un  système  quelconque  de 
déterminant  i.  Il  faut  bien  distinguer  ces  deux  notions  d'équiva- 
lence pour  les  systèmes  linéaires,  c'est-à-dire  pour  les  substitutions 
ou  transformations;  au  reste,  il  existe  quelque  chose  d'analogue  po\u- 
les  formes  simultanées  de  degrés  supérieurs.  Cela  posé,  jespere  que 
vous  donnerez  votre  approbation  aux  théorèmes  suivants  : 


I .   Toute  forme 

F  = 


a,  a  ,  a 
h,   t,   b" 


de  déterminant  D  =:  p p' p" ■  •  •  et  a  coefficients  entiers  qui  se  tire  de 
la  forme 


D'    D' 

o,     o, 

par  une  transformation  de  déterminant  D^,  a  la  propriété  (jiie  luu 
des  trois  nombres  b'^ —  n'a",  b'^ —  aa' ,  //'*  —  aa'  est  résidu  quadra- 
tique de  D;  plus  généralenient  ORD[*],  «I»  étant  la  forme  adjointe 
de  F,  savoir, 

,   h-  —  a'  a" ,     l>'^  —  aa" ,      h"-  —  ad 

^  —  \ 

ab  —  bb" ,     a'  b'  —  bb'\  a"  h"  —  bh' 

c'est-à-dire  que  cette  forme  réunit  les  caractères  tl>ll/j.  4>R//,  <l'lî//', 


[*]  D'après  la  notation  de  M.  Gauss,  pour  exprimer  que  la  forme  «l»  est  résidu  qiia' 
dratique  du  nombre  O  Tu.  11. 
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pt  que  rouf  nombre  représentable  par  #  et  premier  à  p  est  résidu  qua- 
dratique de  p,  que  tout  nombre  représentable  par  $  et  premier  à// 
est  résidu  quadratique  de  p' ,  etc.  Remarquez  que  0  est  une  forme 
négative,  et  ainsi 

n'  a"  —  b"^,... 


une  forme  positive. 

2.  Cette  condition  est  nécessaire,  mais  elle  est  aussi  suffisanle,  et 
dans  le  genre  auquel  conviennent  les  caractères  'I>R^j,  <I>R/)', 
$R^",  etc.  (genre  principal  si  vous  voulez),  toute  forme  est  ren- 
fermée dans  G;  ainsi  toutes  les  formes  non  équivalentes  de  ce  genre  se 
dérivent  de  la  niêiiie  source. 

5.  La  forme  F  étant  une  quelconque  de  ce  genre,  le  nombre  N 
total  des  transformations  de  G  en  F  est  =  i[\ .  ii\  p.  étant  le  nombre 
des  facteurs  premiers  p,  p',  /?",...,  de  D.  Il  est  très-remarquable  que 
ce  nombre  aZj.a"  est  parfaitement  indépendant  de  la  classe  indivi- 
duelle à  laquelle  la  forme  F  appartient,  et  toujours  la  même  pour 
toutes  les  classes  du  genre  entier.  Le  nombre  des  substitutions  non 

équivalentes  à  droite  ne  monte  qu'à  . "  [*],  â  se  rapportant  à  F,  car 
toutes  ces  N  transformations  de  G  en  F  se  divisent  naturellement  en 
un  nombre  de  groupes  dont  chaciui  contient  à  substitutions  équiva- 
lentes à  droite,  et  qui  se  dérivent  les  unes  des  autres  par  la  composi- 
tion avec  les  transformations  de  F  en  elle-même  dont  le  nombre 
est  ù.  Pour  arriver  à  ces  résultats,  je  m'occupe  d'abord  du  problème 
d'assigner  toutes  les  classes  de  substitutions  (ou,  si  vous  voulez, 
toutes  les  substitutions  réduites)  de  déterminant  D*  par  lesquelles  la 
forme  adjointe  <!>  d'une  forme  définie  positive  de  déterminant  D,  se 
cbange  en  une  forme  divisible  par  D"  (le  quotient  de  la  division  sera 
une   forme    quelconque  de    déterminant    i     et    ainsi    équivalente    à 


[*]  La   quantité  $  désigne,    dans  les  travaux   de  I\I,    Eisenstein ,    le  nombre  des 
transformations  par  lesquelles  une  forme  quadratifiiie  ternaire  se  change  en  elle-même. 

Ch.   h. 

6o.. 
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.T-  +  j>-*-f-  z^).  Je  trouve  le  nombre  de  ces  classes  de  substitutions 
par  lesquelles  4>  devient  divisible  par  D^.  sans  la  moindre  difficulté 
égal  à  11"-,  supposé  que  la  condition  $RD  soit  remplie,  autrement  le 
problème  n'a  point  de  solution.  Or  vous  verrez  que  le  nombre  des 
substitutions  non  équivalentes  à  gauche  de  G  en  F  est  le  même  que 
celui  de  ces  classes  de  substitutions,  c'est-à-dire  égal  à  if  (pour  voir 
cela,  pensez  à  la  transposition  des  systèmes);  enfin,  on  déduit  de  là 
Je  nombre  total  24  ■  2  "  des  transformations  de  G  en  F,  if\  étant  le 
nombre  des  transformations  de  G  en  elle-même  qu'il  faut  composer 
avec  les  if  substitutions  déjà  trouvées.  Dans  ces  recherches,  il  faut 
toujours  bien  distinguer  l'ordre  de  la  composition  des  substitutions. 

i.  F,  F',  F",...  étant  le  système  complet  des  formes  non  équiva- 
lentes de  déterminant  D  et  du  genre  dont  il  s'agit,  et  c!',  â' ,  t?  ,... 
étant  les  nombres  de  transformations  en  elles-mêmes,  bien  connus 
pour  ces  différentes  formes  respectivement,  on  obtient  d'après  le 
n"  r»  pour  le  nombre  des  substitutions  non  équivalentes  à  droite,  de 

..  ^      .     ^  .-V  ■  ^^•a'"     24.2''      24.2'' 

G  en  F,  de  G  en  F  ,  etc.,  respectivement  -~ — ,  -^, — ,     \„    ,■■•■,  ces 

substitutions  étant  réparties  en  raison  de  la  densité  [*]. 

Il  suit  de  là  que  le  nombre  total  de  toutes  les  substitutions  non 

équivalentes  à  droite,  par  lesquelles  G  se  change  dans  une  (/uelcoïK/iir 

des  formes  F,  F',  F",...,   monte  à 

24  2"       24  2"       24  2  ,        v>  ' 

C'est  donc  aussi  le  nombre  total  des  substitutions  non  équivalentes  à 
droite  par  lesquelles  la  foi'ine 

jc^  -K  r^  +  z^ 

se  change  en  une  forme  divisible  par  D. 

5.  On  peut,  d'un  autre  côté,  trouver  ces  substitutions  par  lui  jjro- 
cédé  bien   différent,  en  cherchant  directement    toutes  les  classes  de 


[•]  Cette  notion  nouvelle  et  importante  d'arithmi-tique  transccndanii-  se  inuivr  ex- 
posée clans  le  Meinoii'c  intitule  :  .\riii-  t/ifomnc  dcr  hnlicrcr  nritUmrtil' .         C.w.    II. 
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siiljstitiitiuiis 

a,  fi,  7 
«S  PS  •/' 
a"»   r^"'  7"i 

(toutes  les  substitutions  réduites  de  déterminant  \ï^ ),  qui  satisfont  à 
la  congîuence 

(ajc  -h  [iy  -+-  '^zf  +  (a.' x  +  j'5'j  +  7' 2  )' 
+  (a"  JC  4-  |3"j-  -4-  7" z )^ ^  o     (  inod .Y))^ 

qu'il  faut  résoudre  indépendamment  de  x,  j^  z;  je  trouve  le  nombre 
(les  substitutions  essentiellement  différentes,  c est-à-dire  des  systèmes 
!Z,  j5,  7..  .,  non  équivalents  à  droite  (ou  réduits)  égal  à 

(/»  +  i)(/y  +  i)(/)"-f-i).... 

(>.   Des  n"*  5  et  4  comparés,  on  tire  ce  résultat  reinarcjuable, 


donc 


m    =  -^,   '^  P-^  ^)i  P'  +  i)  [P"  +  ^)-- 
•*^  0  24.2 


"Voila  la  démonstration  d'un  de  mes  théorèmes  sur  la  quantité 
V^  [*],  du  moins  pour  le  genre  dont  les  caractères  sont  OR/j. 
<l>R/j,  $R//,  etc. 

7.  Je  fais  une  application  de  ce  dernier  résultat  à  la  théorie  des 
formes  quaternaires,  en  démontrant  que  le  nombre  des  représentations 
de  D  par  la  forme 

X^  +  j"^  -r-  !■'■  H-  li- 
est  égal  à 

8.u4.2"2î  =  'i{p  +  x]^p'  +  \){p"  +\)...., 

comme  le  trouve  aussi  M.  Jacobi  par   la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 


[*  ]  Voir  le  Mémoire  cite  plus  liant.  Journal  de  Hl.  Crelle,  tome  XXXV.     Ch.    H. 
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NOTE 

Sur  la   théorie  des  formules  différentielles  ; 
par  J.  LiouviLLE. 


Dans  des  leçons  an  Collège  de  Fiance,  dont  j'ai  déjà  en  occasion  de  parler  (tome  XV 
de  ce  Journal,  page  i3o),  j'ai  considéré  la  formule 

E  du'  H-  2  F  tlu  dv  +  G  dv-, 

par  laquelle  s'exprime  en  particulier  le  carre  ds-  de  la  distance  de  deux  points  d'une 
surface  infiniment  voisins,  sous  un  point  de  vue  plus  général  que  celui  qu'offrirait  na- 
turellement la  géométrie,  où  les  racines  de  l'équation 

ds-  =  o 

ne  ])envent  jamais  être  réelles.  J'ai  traité  en  elle-même,  et  dans  toute  sa  généralité, 
cette  formule  différentielle,  et  j'ai  essayé  de  l'étudier  comme  dans  la  théorie  des  nom- 
bres (in  étudie,  par  des  moyens  très-différents,  il  est  vrai,  la  formule  quadratique 

tix-  -f-  2  hxy  +  If'- 

J'ai  (lit  aussi  quelques  mots  de  la  formule  différentielle  à  trois  vaiiables  dont  dépend 
l'expression  du  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  pris  à  volonté 
dans  l'espace.  Mais  le  petit  nombre  de  leçons  qiue  j'avais  à  faire  m'a  permis  à  peine 
d'exposer  alors  les  premiers  rudiments  du  peu  même  que  j'ai  réussi  à  trouver  dans  cette 
vaste  théorie  de  la  discussion  des  formules  différentielles  entières  et  homogènes  que 
j'avais  prise  pour  texte.  Aussi  ai-je  dessein  d'y  revenir  un  jour  dans  des  leçons  nou- 
velles, en  y  ajoutant  la  théorie  dos  formules  différentielles  fractionnaires,  qui  n'offre 
pas  luoins  d'utilité. 

Quand  il  n'y  a  que  deux  variables,  la  formule  proposée  se  décompose  en  facteurs 
linéaires,  et  l'expression  à  discuter  peut  être  écrite  ainsi  : 

:  Idu  4-  Didv  )'    [  ndu  -f-  pdv  )  . .  . , 

/,  m  ,  etc.,  fiant  des  fonctions  de  n,  v,  et  a,  v,  etc.,  des  exposants  constants,  posi- 
tifs ou  ni.'gatifs.  Les  deux  formules 

j  /du  ■+  mdi>){i>du  -^ /jdv] ,        Idu  -t-  mdt>)  :  [ndu  -h  pdv), 
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dont  la  première  est  celle  de  la  théorie  des  surfaces,  y  sont  comprises  et  offrent  surtout 
de  l'intérêt.  Mais  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs,  et  quels  que  soient  les  expo- 
sants fi,  V,...,  toujours  la  théorie  reste  facile  et  se  ramène  à  la  discussion  appro- 
tondie  des  simples  formules  linéaires.  Mes  recherches  à  ce  sujet  sont  terminées  depuis 
longtemjjs  et  pourraient  être  publiées  dès  à  présent  dans  leur  ensemble.  La  matière 
assurément  n'est  pas  épuisée  :  je  veux  dire  seulement  que  j'ai  rempli  le  cadre  limiti- 
dont  j'avais  fait  l'objet  de  mon  travail. 

Les  formules  à  trois  ou  à  plus  de  trois  variables  offrent  bien  plus  de  difficultés,  et 
je  suis  loin  d'avoir  obtenu  là  tout  le  succès  que  j'aurais  désiré.  Mais  j'ai  du  moins,  je 
crois,  réussi,  par  exemple,  quant  à  ce  qui  concerne  la  formide 

E,  c/u]  -+-  V.idul  +  E.rfWj  +  2F,  dujdit ,  -\-  2  Fjf/«i  du   -f-  2F-^du,d((., 

lorsque  celte  formule  représente  le  carré  ds-  de  la  distance  de  deux  points  inliniiiienl 
voisins  quelconques,  c'est-à-dire  est  réductible  ."t  la  forme 

dx^  -+-  df-  -h  dz". 

Je  me  contenterai,  dans  cette  Note,  de  dire  un  mot  d'un  des  problèmes  (jue  j  ai  ré- 
solus. Étant  donnée  l'éqnation 


d'une  surface,  on  demande  de  trouver,  à  l'aide  de  la  seule  valeur  de  ds',  et  sans 
connaître  la  relation  des  coordonnées  curviligaes  u,,  lu,  «3  avec  les  coordonnées 
rectangles  ordinaires  x,  y,  z,  1°  la  direction  de  la  normale  et  celles  des  lignes  de 
courbure  en  chaque  point;  2"  la  grandeur  du  ravon  de  courbure  d'une  section  normalt- 
quelconque. 

L'analyse  qui  résout  cette  question,  donnant  en  particulier  pour  le  produit  des 
rayons  de  courbure  principaux  une  valeur  qui  doit  revenir  à  celle  qu'on  obtiendrait 
directement  par  une  formule  connue  de  M.  Gauss,  en  chassant  de  l'expression  de  cA- 
une  des  quantités  «, ,  Bj,  «..  au  moyen  de  l'équation 


de  la  surface,  on  a,  en  égalant  les  deux  lésultats,  une  équation  de  oondiliou  que 
E, ,  El,  etc. ,  doivent  vérifier,  quelle  que  soit  la  fonction  o,  si  ds  représente  en  effet 
la  distance  de  deux  points.  Mais  ne  nous  livrons  pas  à  des  digressions  qui  nous  entraî- 
neraient beaucoup  trop  loin. 

La  place  me  manque  même  pour  écrire  les  formules  générales  qui  résolvent  le  pro- 
blème énoncé  plus  haut.  Bornons-nous  donc  au  cas  où  la  surface  proposée  a  |)(>ii<. 
équation 

«    =:  cnnstnntr. 
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Voici   la   formule  ([ui   donnera  alors  le  rayon  de   courbure  R  dune  section  normale 
quelconque  : 

où  Ton  a  fait 

(lu,  \      rliit  du. 

E,  rfF,', 


--^{v.. 


et 


r/ii  du, 

rlE,  ,rfE, 

M  =  ('E,F,  — FîF^;  -—  +    E,F,  —  F,F,j  — -^ 

dU:  du, 

l'rfF,  dV,        d¥: 

^     \du  du,         du. 

,  /  rfE,  rfF, 


A  =  E,E,  —  F-,     D  =  E,E,E:  — E,F;  —  E,F^  -  EF!;  4-  aF.F^F, 


Dans  le  cas  particulier  de  F,  :^  o,  F.  =  o  ,  F  ;=:  o,  c'est-à-dire  des  coordonnées 
curvilignes  rectangulaires,  il  vient  simplement 

L==E,E— -     M  =  o,     ^  =  E,e/-^,     A=E,Ei,     D=:E,E..E,. 

du  du 

Ce  cas  était  déjà  crmnu  par  un  beau  travail  de  M.  Lame.  La  simplification  même  qui 
s"v  opère  montre  assez  qu'il  y  avait  quelque  chose  à  faire  et  une  autre  méthode  à 
chercher,  pour  aborder  le  cas  général. 

Le  problème  de  trouver  la  direction  de  la  normale  principale  et  la  grandeur  du 
rayon  de  courbure  d'une  courbe  dont  on  a  les  deux  équations  en  «,,  u,,  u  ,  est  plus 
facile  que  le  précèdent.  D'autres  problèmes,  que  j'aurais  bien  désiré  pouvoir  men- 
tionner ici,  sont  plus  difficiles;  j'en  parlerai  dans  un  autre  article. 


FIN     DU     DIX-SEPTIEME    VOLUME. 
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